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PROLOGO

Este libro está escrito sin ninguna pretensión de originalidad. 
Su fin es reflejar, en una exposición sistemática, el curso de álgebra 
conformado y leído, en los últimos años, a los estudiantes de la 
facultad mecánico-matemática en la Universidad de Moscú. La 
evolución, completamente natural, de los programas estándares, 
llevó a la uecesidad de modernizar, aunque sea parcialmente, la 
literatura de estudio sobre el álgebra.

Lamentablemente, ol hilo vivo de las lecciones, al exponerse 
por escrito, se cubrió de tantos detalles y se deformó de tal modo que, 
involuntariamente, se recuerda una manifestación irónica de Ber- 
nard Shaw: «El manual se puede definir como un libro, inservible 
para la lectura. El hecho de que yo haya resultado un hombre total
mente sin estudio, se lo debo a que nunca pude leer libros de texto, 
y el tiempo que debiera haber empleado en leer manuales, lo gastó 
en la lectura de libros auténticos, escritos por personas que real
mente saben escribir, lo que jamás ocurre con los autores de manua
les» (1933, de una conferencia dada en Hong Kong). Es un débil 
consuelo, el hecho de que B. Shaw, que pensaba con categorías 
sumamente paradójicas, no se refería a las matemáticas.

Formalmente, ol libro está dividido en dos partes, las cuales, 
en una primera aproximación, responden a los cursos de álgebra, 
dictados respectivamente en el primer y tercer semestres. En la 
parte II, se supone que el lector conoce suficientemente la teoría 
■de espacios vectoriales abstractos y de operadores lineales, cuyo 
material se estudia en el curso de álgebra lineal y geometría, corres
pondiente al segundo semestre. Por otra parte, los espacios aritmé
ticos lineales de vectores-filas se exponen en el capítulo 2, una serie 
de conceptos del álgebra lineal se definen a medida que se avanza 
en el texto, y un pequeño complemento contiene la teoría geomé
trica de la reducción de matrices a la forma normal de Jordán. De 
este modo, el libro se puede estudiar, independientemente de otras 
fuentes.

Los ejercicios que se encuentran al final de la mayoría de los 
parágrafos, juegan un importante papel. Existiendo excelentes 
libros sobre problemas y ejercicios de algebra*), sería insensato 
poner acento en los cálculos numéricos, por eso, los ejercióos tie
nen, preferentemente, carácter teórico y sirven para desarrollar el

La editorial «Mir» publicó, en 1976, uno de estos Libros en español: 
«Problemas de álgebra superior» de D. Faddiéev e 1. Sominski. (N. del T.)
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tema principal. En muchos casos, sobre ellos hay referencias en el 
texto básico, pero, pese a todo, los ejercicios están provistos de 
indicaciones detalladas para resolverlos. Se recomienda recurrir 
io menos posible a estas indicaciones, y en lodo caso, después de 
insistentes pruebas para resolverlos por cuenta propia.

Probablemente, resulte difícil que una cantidad tan modesta de 
horas lectivas, sea suficiente para abarcar el contenido do todo el 
libro. Esto, especialmente se refiere a la parto I), cuyo material, 
por su carácter, no puede considerarse tradicional. Este material 
proporciona suficionto pábulo a la intuición, pero, algunas «exqui
siteces» (como, por ejemplo, el teorema de Silov, invariantes de 
los grupos lineales, las representaciones de un grupo de rotaciones, 
o de álgebras no asociativas) están conscientemente dirigidas a los 
aficionados, como base para ejercicios complementarios.

Por lo visto, una vez estudiado el capítulo 7, bastante difícil, 
hay que orientarse bien sea hacia los elementos de la teoría de repre
sentaciones (capítulo S), o hacia la teoría general de anillos, módulos 
y campos, parcialmente tratada en el capítulo 9 (no nos fue posible 
profundizar en cuestiones estructurales). La primera variante parece 
preferible, no sólo por su orientación geométrica y su proximidad 
al curso del segundo semestre, sino también, porque el conocimiento 
de los principales hechos sobre la teoría de representaciones es muy 
útil a los matemáticos que, no necesariamente, se especializan en 
álgebra. Sería sumamente deseable que la idea sobre representacio
nes de grupos, expresada en el libro mediante un material concreto 
muy limitado, se consolide con un curso especial de mayor contenido. 
Como ejemplos de temas aproximados, se pueden citar la teoría de 
Galois; los gTupos engendrados por aplicaciones, incluidos los grupos 
cristalográficos; las representaciones de los grupos compactos, etc. 
Por otro lado, el capítulo 9, debido a su orientación teórico-numó- 
rica, responde, en mayor medida, a los planes de estudios existentes. 
Cualquiera sea la variante que se elija, pondrá los fundamentos para 
seguir estudiando álgebra*).

Aquí hay que advertir con precisión una circunstancia no tan 
evidente para el estudiante de primer curso. El curso de álgebra 
superior pese a su nombre, do ningún modo refleja la diversidad 
del álgebra moderna. Precisamente a eso debe su nombre el libro: 
introducción al álgebra. Un objetivo más de esta introducción, 
consiste en suministrar conceptos y resultados necesarios para otros 
cursos de matemáticas. Sólo se comprende cuan importante es el 
estudio del lenguaje algebraico, cuando se intenta prescindir de él 
al estudiar particularmente matemáticas.

Pese a su carácter elemental, el curso tradicional de álgebra, 
presenta determinadas dificultades para asimilarlo, debido al aspecto

*) Una pequeña lista de literatura complementaria míe no pretende ser 
completa, se da al principio de cada una de las partes (leí libro.
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formal en el razonamiento, que él impone. El autor tuvo constante
mente esto en cuenta, tratando de subrayar los vínculos existentes 
entre el álgebra y otras ramas de las matemáticas. Debemos lamentar, 
el haber dejado fuera do los límites de este libro elementos sobro 
la teoría de categorías y de sistemas parcialmente ordenados. Pero, 
nos paroció totalmente irrazonable transformar ei curso introductorio 
en un conglomerado de conceptos abstractos, provistos de antemano 
sin saber para que, mermando así el interés hacia el objeto de estudio, 
debido a su exposición superficial.

Muchas de las variantes ideadas para un curso obligatorio de 
álgebra, limitado y orientado por el programa estándar «se ensayaron» 
en la facultad mecánico-matemática de la Universidad de Moscú 
Lomonósov. Cabe esperar, que esta obra en forma de libro, de una 
de Jas últimas variantes del curso, resulto útil para estudiantes, 
graduados y profesores de otros institutos de enseñanza superior, 
así como para aquellas personas que se inician, por su cuenta, en el 
estudio del álgebra. Por supuesto, el orden y la plenitud expositiva 
del materia] dol libro en las lecciones del curso, dependerán consi
derablemente de la situación concreta y de las tradiciones en la 
enseñanza.

El autor expresa su profunda gratitud al experto colectivo do 
docentes de la cátedra de álgebra superior de la Universidad de 
Moscú, y también a quienes proporcionaron útiles consejos sobre la 
exposición del curso. Todas las ulteriores proposiciones constructi
vas, así corno informaciones y observaciones de errores u omisiones, 
se recibirán con gran reconocimiento.

A. Kostrikin
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De acuerdo al plan general, expuesto en el prólogo, el esquema 
de la dependencia de los capítulos tiene la siguiente forma:

8

(la flecha punteada muestra una dependencia débil). Se comprende 
que ai lector experimentado (digamos, docente o estudiante de 
segundo curso) no le será difícil comenzar la lectura, prácticamente 
desde cualquier lugar, naturalmente, si está dispuesto a dirigirse, 
de tiempo en tiempo, a Jas definiciones en parágrafos y capítulos 
anteriores. No todos los nuevos conceptos se introducen en los párra
fos que comienzan con la palabra «definición». Un índice detallado 
y el índice de materias ayudan a encontrar el lugar necesario en 
el libro.

Cada capítulo está dividido en varios parágrafos, y cada pará
grafo en varios puntos, con sus propios títulos. Dentro del pará
grafo los teoremas, proposiciones, lemas, corolarios, tienen su 
numeración propia: teorema 1, teorema 2, . . .; lema 1, lema 2, . . . 
Con esta numeración primitiva, pero muy evidente y económica, 
cuando se hacen citas sobre afirmaciones de otro parágrafo, se pre
cisa escribir teorema i del § j, o incluso teorema i del § j del cap. k, 
sin embargo, esto no crea incomodidades.

El final de una demostración (o en su ausencia) so «anota con el 
signo

Para abreviar, se usan símbolos lógicos elementales. El signo 
de implicación =>■ en la escritura A B tiene la sencilla carga 
significativa, que «A trae consigo a Z?», o quo «de A sigue /?», al 
mismo tiempo, que «/I * /?» significa la equivalencia do las enun
ciaciones A y B (... si, y sólo si, El cnanlificador universal V 
reemplaza la expresión «para todo». Las restantes dcsignaciones son 
comprensibles del contexto.

o-
f 2 3 4 s  6 _

9
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Abajo se escribe la totalidad del alfabeto griego, con indicación 
de las pronunciaciones de las letras. La confusión que a veces se 
obsorva aquí es lamentable, por cuanto las letras del alfabeto griego 
son muy empicadas en matemáticas.

ALFABETO GRIEGO

Aa Bp r v Aó Ee ZC
Alfa Beta Gamma Delta Epsilon Zeta
Hn 00 II Kh AX
Eta Theta Iota Kappa Lambda My
Nv S5 Oo n.n pp So
Ny Xi Omicron Pi Rho Sigma
T t H>(p X* Ytj) Q co
Tau Ipsilon Fi Ji Psi Omega



«El álgebra es generoso, frecuentemente 
da más (le lo que lo piden»

(D' Alembert)

Parte I

FUNDAMENTOS DEL ALGEBRA

Esta porte se puede considerar álgebra on miniatura. Los con
ceptos fundamentales de grupo, anillo, campo, a los que el estudiante 
novel no está acostumbrado, se introducen, en In medido do lo 
posible, informalmente y en dosis mínimas, pese a lo cual, el número 
de conceptos derivados resulta bastante grande. No es necesario 
mantornarlos: rosultarán habituales cuando el estudiante, por su 
propia cuenta, trabaje sobre los problemas y ejercicios. Para como
didad, se destacan algunos de los sistemas algebraicos más usados 
(los grupos (Z -i-), $ jiA j,, GL(n), SL(n); anillo de los polinomios; 
campos Ct, m, C y Zp), que sirven, además, para mostrar el 
lenguaje del álgebra. Por tradición y por consideraciones de suce
sión entre la escuela y la universidad, inicialmente se expone la 
técnica de matrices y determinantes, empleada para buscar e inves
tigar resoluciones de sistemas de ecuaciones lineales. En este camino, 
naturalmente, surgen las estructuras algebraicas fundamentales.

LITERATURA COMPLEMENTARIA
1. Van der Waerden B . £ ., Algebra, «Nauka», 11*76, (en ruso).
2» / .  M, Vinogradov, Fundamentos de la teoría de números. «Nauka», 1972, 

(en ruso).
3. G. Devienport, Aritmética superior, «Nauka», 1965, (en ruso).
4- A . G. Kuroich, Curso de Algebra superior, «Mir», 1977, (en ospafiol).
5. Lang S.„ Algebra, «Mir» 1968, (en inglés).
6. Proskuríakoo í. V., Problemas de álgebra lineal, «Nauka», 1974, (en ruso).
7. Faddliev JD.f Sominskt Problemas de álgebra superior, «Mir», 1977. (en 

español).
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FUENTES DEL ALGEBRA

¿Dónde comienza el álgebra? Con cierta aproximación se puede 
decir, que los fuentes del álgebra se hallan en el arte de sumar, 
multiplicar y elevar a potencia números enteros. El reemplazo de 
números por letras, hecho formal pero no siempre evidente y de 
significado único, permite operar con reglas análogas en los límites 
de sistemas algebraicos más generales. O sea, el intento de dar una 
respuesta completa a la cuestión planteada, no sólo nos llevaría 
a lejanos siglos, a los secretos del germen del pensamiento matemá
tico. La parle más difícil de la respuesta estaría ligada a la descrip
ción do las ostrueluras algebraicas do nuestros días: grupos, anillos, 
campos, módulos, etc. Pero a esto precisamente se dedica todo e) 
libro, así que por ahora el objetivo del capítulo 1 parece inalcan
zable.

Felizmente, debajo de la envoltura abstracta de la mayoría de 
las teorías axiomáticas del álgebra se ocultan problemas concretos 
de carácter teórico o práctico, cuyas resoluciones sirvieron en su 
tiempo para generalizaciones felices, y a veces dieron lugar a con
clusiones de largo alcance. Por otra parte, una teoría desarrollada 
daba impulso y medios para la solución de nuevos problemas. La 
compleja interrelación de los aspectos teóricos y aplicados de la 
teoría, común a toda la matemática, en el álgebra se rezuma con 
gran claridad y, en alguna medida, justifica el estilo concéntrico de 
exposición adoptado por nosotros.

Luego de unas breves observaciones generales, relacionadas con 
la historia de esta disciplina, formularemos algunos problemas que 
anticipan el contenido de los capítulos siguientes. Uno de estos 
problemas servirá como punto de partida para el estudio de siste
mas de ecuacionos lineales, teoría de matrices y de determinantes. 
Desarrollaremos el método do Gauss y obtendremos los primeros cono
cimientos acerca de las resoluciones de sistemas lineales.

Ya en esta etapa es útil introducir terminología y notación uni
ficadas, para lo que daremos una revista concisa a la teoría de con
juntos y de aplicaciones.

Serán introducidos conceptos fundamentales de relación de 
equivalencia y de factorización de las aplicaciones. Más adelante, 
en rotación con el esclarecimiento del principio de inducción mate
mática, se establecerán proporciones combinatorias elementales. 
Final mente, las propiedades aritméticas más simples del sistema de 
números enteros, citados en el último parágrafo, no sólo se utilizan
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ulteriormente, sino que sirven de prototipo para la construcción 
de una aritmética análoga en sistemas algebraicos m ás complejos.

El material de este capítulo no va mucho más allá de Jos límites 
del programa escolar. Del lector se requiere sola monto su disposición 
para asumir un punto de vista un poco más general. Se puede comen
zar la lectura desdo el § 3

§ 1. ALGEBRA BREVE

En nuestros días, no sin fundamento, so habla sobre la «algebrai- 
zación» de las matemáticas, o sea sobre la penetración do ideas y 
métodos del álgebra en las partes teórica y aplicada de las matemá
ticas. Este estado de cosas, totalmente claro ya a mediados del 
siglo XX, de ningún modo se observó siempre. Como cualquier otro 
campo de la actividad humana, las matemáticas están expuestas a la 
influencia de la moda. La moda do los métodos algebraicos es pro
vocada por la esencia de las cosas, aunquo debido a su atracción 
a veces se franquean las fronteras de lo razonablo. Y como la envol
tura algebraica, que obscurece el contenido, no es menor desgracia 
que un elemental olvido dei álgebra, entonces no es casual que el 
mérito de uno u otro libro ya depende (muy razonablemente) de la 
habilidad del autor de evitar una sobrecarga de formalismo alge
braico.

Si dejamos aparte ios oxtremos, entonces al álgebra desde la 
antigüedad constituía una parte esencial de las matemáticas. Lo 
mismo habría que decir sobre la geometría, pero nos resguardaremos 
tras una frase alada de Sofía Germain (siglo XIX): «El álgobra no 
es otra cosa que la geometría escrita en símbolos, y la geometría es 
sencillamente álgebra expresada en figuras». Desde entonces la 
situación ha cambiado, pero parece que «es reconocido que la «natu
raleza» de los objetos matemáticos es, en esencia, un hecho secunda
rio y que es poco importante, por ejemplo, si presentamos los 
resultados en forma de teorema de geometría «pura» o con ayuda 
de la geometría analítica en forma do teorema algebraico» 
(N. Bourbaki).

En correspondencia con el principio de que «no son importantes 
los objetos matemáticos, sino las relaciones entre ellos» el álgebra 
se define (un poco tautológicamente y en forma absolutamente 
incomprensible para el profano) como ciencia acerca de las opera
ciones algebraicas, efectuadas sobre los elementos de diferentes 
conjuntos. Las propias operaciones algebraicas surgieron de la 
aritmética elemental. A su vez, en base a las reflexiones algebraicas 
se obtienen las demostraciones más naturales de muchos hechos de 
la «aritmética superior», o sea de la teoría de los números.

Pero el significado de las estructuras-conjuntos con las opera
ciones algebraicas lejos sobrepasa el marco de las aplicaciones teóri-
2—0392
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co-numéricas. Muchos objetos matemáticos (espacios topológicos, 
ecuaciones diferenciales, funciones de variables múltiples complejas, 
etc.) se estudian mediante la construcción de las debidas estructuras 
algebraicas, aunquo no sean adecuadas a los objetos estudiados en 
todo caso, reflejan sus aspectos esenciales. Algo semejante se refiere 
a los objetos del mundo real.

Un juicio preciso sobre esto fue formulado hace más de 45 años 
atrás por uno de Jos creadores de la mecánica cuántica P. Dirac 
«...La física moderna requiere una matemática más abstracta y el 
desarrollo do sus fundamentos. Así, la geometría no-euclidíana y el 
álgebra no conmutativa, consideradas en un tiempo como sencilla
mente fruto de la imaginación o producto de reflexiones lógicas 
ahora son reconocidas como muy necesarias para la descripción de 
cuadro general del mundo físico».

Los medios algebraicos son muy útiles al investigar las partícu
las elementales en la mecánica cuántica, las propiedades del cuerpo 
rígido y cristales (en relación con esto especialmente importante es 
la teoría de representación de grupos), al analizar modelos econó
micos, al construir modernas máquinas computadoras, etc.

A su voz, el álgebra se nutre de los jugos vivificantes de otras 
disciplinas, incluidas las matemáticas. Así, por ejemplo, los métodos 
homológicos del álgebra surgieron de las entrañas de la topología 
y de lo teoría algebraica de números.

Por oso no sorprendo que los rasgos del álgebra y los puntos de 
vista sobre ésta cambiaron en distintas épocas. No tenemos posi
bilidad de seguir detalladamente esos cambios no sólo por falta de 
espacio, sino principalmente porque la descripción sobre la historia 
de la asignatura debe ser concreta, exigencia que puede ser satis
fecha solamente con un conocimiento fundamental de la misma.

Nos limitaremos a una enumeración esquemática de nombres 
y períodos.

Civilizaciones antiguas de Babilonia 
y Egipto. Civilización griega. «Arit
mética» de Diofanle (siglo III).

Civilización oriental del medioevo. 
Escritos del nativo de Jíva 
Mu ha minad b Musa al-Jwarlzmi 
(«prox. año 825) «Kitab al-mu j tasar 
min hiaab al-yabr wa-l-muqabala». 
Epoca del Renacimiento.

Operaciones aritméticas sobre con
juntos de números enteros y racio
nales positivos. Fórmulas algebrai
cas en cálculos astronómicos y geo
métricos. Formulación de problemas 
de construcciones (sobre la duplica
ción del cubo y trisección del ángulo), 
que se ocuparon los algebristas mucho 
más tarde.
Ecuaciones algebraicas de primer y se
gundo grados.
Aparición del propio vocablo «álge
bra».

Resolución de ecuaciones algebrai
cas de tercero y cuarto grado.



19ti] ALGEBRA BREVE

Fibonacci (Leonardo de 
(aprox.

S. Ferro 
N. Turtaglia 
J. Cardán 
L. Ferrari
F. Viete
R. Bombelli 
Siglo» XVII y XVIII 
R. Descartes 
P. Fermat
I. Newton
G. Léibniz 
L. Euler
J. D’Alembert 
J. L. Lagrange 
G. Cramer
P. Laplacc 
Vandermonde

Pisa)
1170-1250)

(1465-1526)
(1500-1557)
(1501-1576)
(1522-1565)
(1540-1603)
(1530-1572)

(1596-1650)
(1601-1665)
(1646-1727)
(1646-1716)
(1707-1783)
(1717-1783)
(1736-1813)
(1704-1752)
(1749-1827)
(1735-1796)

Siglo XIX y principio 
C. F. Gauss 
P. Dirichlet 
E. Kummer 
L. Kronecker 
R. Dedekind 
E. 1. Zolotariov 
G. F. Voroaoi 
A. A. Márkov 
P. L. Chébychev 
C. Hermite 
N. I. Lobachevsky 
A. Hurwitz

del siglo XX 
(1777-1855) 
(1805-1859) 
(1810-1893) 
(1823-1891) 
(1831-1916) 
(1847-1878) 
(1868-1908) 
(1856-1922) 
(1821-1894) 
(1822-1901) 
(1792-1856) 
(1859-1919)

Elaboración de la simbólica alge
braica moderna.

Aparición de la geometría analítica, 
puente sólido entre la geometría y el 
algebra. #
Animación de la acLividad en la 
teoría de número».
Desarrollo del álgebra de polinomios. 
Búsqueda intensiva do fórmulas gene
rales para la resolución de ecuaciones 
algebraicas. Primeros accesos a la 
demostración de la exislcncia de raí
ces en una ecuación con coeficientes 
numéricos. Principios de la teoría de 
determinantes.

Demostración del teorema fundamen
tal de existencia de raíces en las 
ecuaciones con coeficientes numéricos. 
Desarrollo intensivo do la teoría de 
números algebraicos.

Búsqueda de motodos de resolución 
aproximada de las ecuaciones alge
braicas. Condiciones de los coeficien
tes que aseguran una disposición dada 
de las raíces.

A. Ruffini 
N. E. Abel 
C. Jacobi 
E. Galois
B. R i emana
B. Cauchy
C. Jordán 
L. Süov

(1765-1822)
(1802-1829)
(1804-1851)
(1811-1832)

(1838-1022)
(1832-1918)

Demostración de la imposibilidad en 
caso general, de resolver ecuaciones 
do grado n ^  5 en radicales. 
Desarrollo de funcione» algebraicas. 
Formulación de la teoría de Galois. 
Principios sobre la teoría de gru
pos finitos, preferentemente en base 
a grupos permutable?.

(1809-4877) 
(1844-1897) 
(1821-1895) 
(1805-1865) 
(1815-1864) 
(1842-1899) 
(1849-1918) 
(1819-1885) 
(1844-1922) 
(1863-1939) 
(1854-1912)

2*

Desarrollo intensivo de los méto
dos de álgebra lineal.

Aparición de los sistemas hipercom- 
piejos, luego del descubrimiento do 
los cuaternioncs (estos sistemas ahora 
se denominan álgebras). En parti
cular, en relación con el desarrollo 
de los grupos continuos (grupos de 
Lie), fueron colocarlos los fundamen
tos del álgebra do Lie. Se desarrolla-

G. Grassmann 
D. Sylvester 
A. Cayley 
W. Hámflton 
J. Boole 
S. Lie
G. Frobenius 
J. Serrct 
M. Nocther 
D. A. Grave 
A. Pioncaré
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ron la geometría algebraica y la teo
ría do invariantes como partes impor
tantes do las matemáticas. En el 
siglo XIX la matemática aún no 
había alcanzado una diferenciación 
sutil y muchos grandes sabios traba
jaban creativamente en varios de sus 
campos.
La primera mitad del siglo XX fuo 
distinguida por una reconstrucción 
fundamental de todo el edificio de 
la matemática. El álgebra, renun
ciando al privilegio de ser la ciencia 
sobre ecuaciones algebraicas, resuelta
mente se planLeó sobre un camino 
de desarrollo axiomático y mucho 
más abstracto.

So hizo de uso corriente el lenguaje de las teorías de anillos, módulos, 
categorías, homología. Muchas teorías dispersas hallaron cabida en el esquema 
general do i álgebra universal. En el punto de enlace del álgebra con la lógica 
matemática nació la teoría de modelos. Las viejas teorías se renovaron, ensan
chando sus cuín pos de aplicación. Como ejemplos pueden servir la geumetría 
algebraica moderna, la topología algebraica, la X-teoría algebraica, la teoría 
de grupos algebraicos. Algunos despegues brillantes experimentó la leería 
de grupos finitos.

Toda ol álgebra se encuentra ahora en una situación de desarrollo 
dinámico. En esto, grandes méritos Les caben a los matemáticos 
soviéticos. El elevado nivel de las investigaciones alcanzado en 
nuestro páis en mucho se debe a científicos tales como N. G. Chebo- 
tariov (1894-1947), O. Yu. Schmidt (1891-1956), A. Y. Máltsev 
(1909-1967), A. G. Kurosch (1908-1971), P. S. Nóvikov (1901-1975).

F. Klcíü 
W. Bornside 
J. Schur 
H. Weyl 
F. Enrlquez 
J. Von Neumann
D. Hilbert
E. Cartón 
C. Gucnze)
E. Stéinilz 
E. Nocthcr 
E. Artin
J. Birkhofí
N. Bourbaki «Elementos 
tica».

(1849*1925) 
(1852-1927) 
(1885-1941) 
(1885-1955) 
(1871-1946) 
(1903-1957) 
(1862-1943) 
(1869-1951) 
(1861-1941) 
(1871-1928) 
(1882-1935) 
(1898-1962) 
(1884-1947) 

do matemá-

§ 2. ALGUNOS PROBLEMAS MODELO

Los cuatro problemas formulados más abajo son do distinto 
nivel. Los primeros tres, que por sí mismos no son equivalentes, 
están exclusivamente destinados para motivar la investigación de 
campos de diferentes tipos, espacios lineales, grupos y sus presen
taciones, o sea de aquellas teorías algebraicas que serán tratadas 
más adelante. Las «soluciones» de estos problemas han sido expuestas 
en muchas monografías especiales. El cuarto problema, que anticipa 
el estudio de los sistemas lineales, es útil tratar de resolverlo inme
diatamente, antes de pasar al parágrafo siguiente, donde se aportan 
los razonamientos necesarios.

1. Problema sobre la resolución de ecuaciones en radicales. Del 
álgebra elemental os conocida la fórmula

— b ±  —4ac
* 1 .2  = -------------- 2 a ------------- (U

para las soluciones xlt x t de la ecuación cuadrática axl -f- bx +  
4 - c =  0.
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La ecuación de tercer grado x8 4  ax* 4  bx 4* c =  0 reempla- 
zando x x — ^ a se lleva a la forma x8 4- px 4  c =  0. Esta ecua-
ción reducida siempre tiene tres raíces x lf x3, x9. Si se hace

D =  — 4p*—27y2, e =

K  — K - f í - j K 3 ®  (2)
(las raíces cúbicas se eligen de tai modo, que uv =  —3p), entonces 
se puede demostrar que

+  *2 ="- (C2W +  «*)• *3 *= 4  í®14 +  e2i;)* (3)
Las expresiones (2) y (3) se denominan fórmulas de Cardán (1545) 
y se las asocian también con los nombres de otros matemáticos ita
lianos de la época del Renacimiento (S. Ferro, N. Tartaglia), al 
igual que la fórmula (1), son válidas para cualesquiera coeficientes 
a, ó, c, p, g% que puede tomar, por ejemplo, un valor racional arbi
trario. Fórmulas análogas fueron halladas para las raíces de las 
ecuaciones de cuarto grado y en el transcurso de casi trescientos afios 
se hicieron intentos infructuosos de «resolver en radicales» la ecua
ción general de quinto grado. Sólo en 1813 A. Ruffini (en una pri
mera aproximación) y en el año 1827 N. Abel (independientemente 
y en forma rigurosa) demostraron el teorema acerca de que la ecua
ción en el caso general xn 4  a1£n~l 4  • • • 4  =  0 cuando n >  4
no tiene solución en radicales. Un descubrimiento fundamental en 
este campo fue efectuado por Evaristo Galois en 1831, cuando éste 
tenía sólo veinte años (este trabajo fue conocido recién en 1846) 
y formuló un criterio universal para resolver en radicales no sólo 
la ecuación general de grado n sino cualquiera (por ejemplo, con 
coeficientes racionales).

A cada polinomio (ecuación) de grado n él le confrontó un campo 
de descomposición y una familia finita de automorfismos de este 
campo (con potencia no mayor de ni), ahora denominado grupo 
Galois del campo (o del polinomio original). Aunque no tenemos 
posibilidad de detenernos más detalladamente en la teoría de Galois, 
en el capítulo 7 será destacada por sus propiedades puramente inter
nas, una clase especial de los denominados grupos resolubles. Resulta, 
que la ecuación de grado n con coeficientes racionales tiene solu
ción exacta en radicales, cuando tiene solución el grupo de Galois 
que le es correspondiente. Sea, por ejemplo, dada la ecuación de 
quinto grado x8 — ax — 1 = 0, donde a es un número entero cual
quiera. A este número responde el grupo de Galois Ga, dependiente 
de algún modo complejo de a. G0 es un grupo cíclico de orden 4 
(siendo, por definición, resolubles todos los grupos cíclicos) y la
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ecuación x5 — 1 =* 0, sin duda, se resuelve en radicales. Por el con
trario, Gi tiene la misma estructura que el grupo simétrico £5 de 
orden 120 y este último, como se muestra en el capítulo 7, es inso
luble. Por lo tanto, no tiene solución en radicales la ecuación x5 — 
— x — 1 =  0.

Observemos finalmente, que para las necesidades prácticas, la 
posibilidad de expresar las raíces de las ecuaciones algebraicas en 
forma explícita por medio de radicales, no tiene crucial importancia; 
son más actuales los diferentes métodos de cálculo aproximado de 
las raíces. Pero este hecho no disminuye la belleza del éxito de 
Galois, quien con sus ideas influyó poderosamente en el desarrollo 
posterior de las matemáticas. Para comenzar, precisamente Galois 
formuló las bases de la teoría de los grupos. La correspondencia 
recíproca univalente entre los subcampos del campo de descomposi
ción y los subgrupos de su grupo, establecida por Galois, se enri
queció en el siglo XX con nuevas construcciones abstractas y se 
constituyó en un medio irreemplazable de investigación de objetos 
matemáticos.

2. Problema sobre los estados de una molécula poliatómica. Cada 
molécula se puede considerar como un sistema de partículas, núcleos 
atómicos (rodeados de electrones). Si en el momento inicial de tiem
po la configuración del sistema es cercana a la de equilibrio, enton
ces, en determinadas condiciones, las partículas integrantes del 
siétema siempre se quedarán cerca de la situación de equilibrio 
y no alcanzarán grandes velocidades. Los movimientos de este tipo 
se debominan oscilaciones respecto a una configuración equilibrada, 
y el sistema se llama estable. Es sabido que cualquier oscilación 
pequeña de una molécula, cerca de la situación de equilibrio estable, 
es superposición de las llamadas oscilaciones normales. En muchos 
casos se logra determinar la energía potencial de la molécula y sus 
frecuencias normales, tomando en cuenta la simetría interior de la 
molécula. La simetría de la estructura molecular se describe por 
medio de un grupo puntual de una molécula. Las distintas realiza
ciones de este grupo finito (sus representaciones irreducibles) y la 
relación con estas realizaciones de la función en el grupo (caracteres 
de la representación), determinan los parámetros de las oscilaciones 
de la molécula.

Por ejemplo, a la molécula de agua H aO (fig. 1) le corresponde 
el grupo cuaternario de Klein (producto directo de dos grupos cícli
cos de segundo orden), y a la molécula de fósforo P 4 (fig. 2), que 
tiene la forma de tetraedro regular en cuyos vértices se disponen los 
¿tomos del fósforo, le corresponde el grupo simétrico £ 4 de orden 24. 
Las representaciones irreducibles de estos grupos serán estudiadas 
en el cap. 8. En la actualidad el desarrollo de la teoría estructural 
de las moléculas resulta difícil concebirlo sin la ayuda de la teoría 
de grupos»
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Una aplicación mucho más temprana de la teoría de grupos se 
relaciona con la cristalografía. Ya en el año 1891 el eminente cris
tal ógraf o ruso E. S, Feódorov, y luego el sabio alemán A. Schoen- 
flics, hallaron 230 grupos cristalográficos espaciales, que describen 
todas las simetrías de cristales existentes en la naturaleza. Desde 
entonces, la teoría de grupos se usa permanentemente para Ja investi

gación de la influencia de la simetría sobre Jas propiedades físicas 
de los cristales.

3. Problema de la codificación de las comunicaciones. En la cons
trucción de sistemas automáticos de comunicaciones, terrestres 
o cósmicos, frecuentemente, en calidad de comunicación elemental 
se toma una sucesión—fila (o palabra! ordenada a — (aly a2>
. . ., an) de longitud n, donde =  0 ó 1. Como Jas operaciones 
comunes de suma y multiplicación por módulo 2, se prestan muy 
bien para su cumplimiento en máquinas electrónicas, y los propios 
símbolos 0 y 1 son cómodos para la transmisión en forma de señales 
eléctricas (1 y 0 se distinguen por las fases de las señales divididas 
en el tiempo, o por sus existencia o ausencia), entonces, no sor
prende que el campo GF (2) (véase § 4, cap. 4), resulte un atributo 
necesario para el especialista en elaboración de información. A veces 
es cómodo usar en calidad de at los elementos de otros campos 
finitos.

Con el fin de excluir la influencia de interferencia (cargas atmos
féricas, ruidos cósmicos, etc.), capaces de transformar Jos 0 en 1 
y viceversa, se requiere tomar a a lo suficientemente larga y utilizar 
un sistema especial de codificación, o sea elegir un subconjunto 
(código) de filas (palabras en código) transmitidas de todo el 
conjunto S de las mismas, tal que sea posible restablecer a por 
medio de la palabra alterada recibida a', a condición do que no 
tengan lugar demasiados errores. Así aparecen los códigos correctores 
de errores. La teoría algebraica de codificación, ampliamente desa
rrollada en los últimos años y que propuso métodos muy ingeniosos 
de codificación, básicamente tiene que ver con códigos lineales 
especiales, cuando la elección de S 0 está vinculada con la construc
ción de matrices rectangulares especiales y con la resolución de 
sistemas de ecuaciones lineales, cuyos coeficientes pertenecen al

/
Fig. 1 Flg. 2
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campo finito dado. Un ejemplo sencillo de tal código será mostrado 
en el cap. 5.

4. Problema de Ja lámina caliente. Una lámina rectangular plana 
con tres perforaciones (fig. 3) es usada en calidad de válvula en un 
dispositivo imaginario para la obtención de baja9 temperaturas. 
En la válvula se ha marcado nna redecilla (parrilla) cuadrada. Sus 
vértices situados en los cuatro contornos se denominan limítrofes,

SO 
Fig. 3

y los restantes vértices internos. Una medición inmediata muestra 
que, ante cualquier calentamiento o enfriamiento, la temperatura 
de cada vértice interior resulta ser la media aritmética de las tem
peraturas de los cuatro vértices más próximos, sean éstos limítrofes 
o internos. Se espera que las piezas del dispositivo, al estar en con
tacto con distintas partes de los contornos, comuniquen a los co
rrespondientes puntos limítrofes las temperaturas indicadas en la 
fig. 3. ¿Acaso os posible esto?, y si es posible, ¿resultará simple 
la distribución de la temperatura en los puntos interiores?

§ 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. PRIMEROS PASOS

Las ecuaciones lineales ax — b y los sistemas del tipo
az by = e (1)
ex  +  dy =  /

con coeficientes reales a, bf c, dy e, /  «se resuelven» en la escuela 
secundaria. Nuestra tarea es aprender a operar con un sistema de 
ecuaciones algebraicas lineales (o sintéticamente: con un sistema 
lineal) de la forma inás general

a\ix\ 4" #1 2 ^ 2  4* • « • 4" alnxn — bit
o2A.rj H- a2ix2 +  . . . +  a2nxn *= b2t (2)

4“ m̂2̂ 2 4“ • * • 4" Qjnnxn — •
Aquí m y n son números enteros positivos (naturales) arbitrarios. 
Aunque el paso de (1) a (2) parezca sólo una complicación cuanti-
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tativa, en realidad, de hecho, tiene una importancia capital. Los 
sistemas del tipo (2) se hallan en toda la matemática, y los llamados 
métodos lineales, cuyo producto final frecuentemente son las solu
ciones de sistemas lineales, componen su parte más desarrollada. 
Es suficiente recordar, que la teoría de los sistemas de tipo (2) sir
vió a fines del siglo XIX como prototipo para la creación de la 
teoría de ecuaciones integrales, que juegan un papel sumamente 
importante en la mecánica y en la física. La resolución de un gran 
número de problemas en las máquinas computadoras también se 
reducen a sistemas del tipo (2).

1. Terminología. Es preciso prestar atención al significado muy 
económico y cómodo de los coeficientes del sistema (2): el coeficiente 
dij (se lee a-i-jota; por ejemplo: alz es a-uno-dos, y de ningún modo- 
a-doce) corresponde a la ¿-ésima ecuación y a la /-ésima incógnita x¡. 
El número b¡ se denomina término independiente de la ¿-ésima ecua
ción. El sistema (2) se llama homogéneo, si =  0 para ¿ =  1 , 2 , . . .
. . m. Cualquier b¡ sistema lineal

Gll̂ l “r +  • • • 4" &lnx n = 0*
4“ «22̂ 3 4" • • • 4~ nxn ^ 0,

.........................................................  o n
4“ &m2x3 4“ • • ■ 4” amnxn — 0

se llama sistema homogéneo, asociado al sistema (2), o también siste
ma reducido del (2).

Los coeficientes de las incógnitas componen la tabla rectangular

«11 «ii •.. axn
«21 «22 •• . Aan

«mi ama •• • «mn
llamada matriz de dimensiones m X n (matriz m por n , o matriz 
cuadrada de orden n cuando m =  n) y en forma abreviada denotada 
por el símbolo (a^) o sencillamente con la letra A. Naturalmente, 
se habla de la ¿-ésima fila (a¿1, ai2, . . ain) de la matriz (3) y de 
la /-ésima columna

«i/
«i/

que en adelante, para economizar espacio, se designará como una 
fila, encerrada entre corchetes la^, a^ , . . am) 1. En el caso de
una matriz cuadrada se habla tumbién de la diagonal principal, 
compuesta por los elementos aUl aaa, . . anu. La matriz (a^) 
que tiene todos sus elementos nulos, excepto los de su diagonal prin-
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cipal, se escribe a veces con e) símbolo diag (a1JL, a22, . . ., a,m) 
y se llama matriz diagonal, y cuando an =  a22 =  . . . =  ann =» a, 
se denota con el símbolo diag* (a) y se denomina matriz escalar. 
Para indicar la matriz diagn (1), llamada matriz unidad de orden n, 
frecuentemente se usa el símbolo En o la letra £ , si es que la dimen
sión de la matriz está dada.

Junto con la matriz (3) se examina también la matriz ampliada 
(aij | del sistema (2), obtenida de (3) con el agregado de la columna 
(b\y b2, . . óml los términos independientes; para mayor cla
ridad separada del resto de las columnas por una línea vertical.

Si cada una de las ecuaciones del sistema (2) so transforma en una 
identidad luego do sustituir las incógnitos x\ por los números x¡t 
entonces, el conjunto de n números x x’, . . ., x°n se llama solu
ción del sistoma (2), y jj es el i-ésimo componente de ¡a solución. 
So dice también que el conjunto x \y x\¡ . . ., x*n satisface todas 
las ecuaciones del sistema (2). El sistema que no tiene solución 
alguna, se llama incompatible. Si el sistema tiene soluciones, se 
llama compatible, y si la solución es única, determinado. Puede 
existir más de una solución: entonces se dice que el sistema es inde
terminado. Es o no compatible un sistoma dado de ecuaciones linea
les, y si lo es, cuáles son todas sus soluciones; éstas son las cuestiones 
inmediatas, a las que so deben dar respuestas.

Veamos otra voz el problema del punto 4 del § 2. Numeramos todos loe 
puntos internos do la plancha, en forma arbitraria, del 1 al 416 (número pre
ciso de ellos quo hay en la fig. 3), agreguémosle 204 números de puntos limítro
fes y, do acuerdo con la regla dada para el cálculo de la temperatura en el 
punto interior quo lleva el número ¿, formamos 416 relaciones del tipo

f b ? ,,
a c

e
i h

4

Soa, digamos, a, b, c ^  416, y d >  416. Entonces esta relación se puede 
volver a escribir en forma de ecuación lineal

~ ta — tb — fc -|- 410 = td

con el miembro t¿ =*• —273, —100, —50, 0, 50. 100 ó 300 (siendo posibles 
otras variantes). Tomadas conjuntamente, estas ecuaciones conforman el sistema 
lineal cuadrado de tipo (2) con n — m —416. Los coeficientes de las incógnitas 

son iguales a 0 (la mayoría), —i ó 4. ¿Es este sistema compatible y determi
nado? Nosotros obtuvimos una formulación distinta, matemáticamente exacta, 
de un problema de carácter cualitativo. La cuestión sobre la oxistencia y la 
unicidad es sumamente típica para muchas ramas de la matemática, relaciona
das con el estudio de los fenómenos físicos.
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2. Equivalencia de sistemas lineales. Sea dado un sistema linea] 
«de las mismas dimensiones»

“íi^i +  a'nxi +  • • • +  a[nxn = í>í
• . ......................... (2>)

ÍI»l-r l 4" tfmiXi +  • • • +  Amn^n —
Decimos, que el sistema (2') es obtenido del (2) con ayuda de 

una transformación elemental del tipo (I), si en el sistema (2) todas 
las ecuaciones, excepto la ¿-ésima y fc-ésima, quedaron como antes, 
y estas dos ecuaciones se intercambiaron de lugar. Si en (2') todas 
las ecuaciones, excepto la ¿-ésima, son las mismas que en (2), y la 
¿-ésima ecuación de (2') tiene la forma

(atl - h  cakl) xv - f - ------ +  (ain +  cakn) x n  =  ó ,  -f- cbh (• )

donde c es un número cualquiera (o sea, alj =  ■+• cak J , b¡ =
=  bi cb*), entonces suponemos que el sistema (2) ha sufrido una 
transformación elemental del tipo (II).

Los sistemas lineales (2) y (2') se llaman equivalentes, si ambos 
son simulténeamente incompatibles, o bien son compatibles y tienen 
las mismas soluciones.

Conviniendo en indicar la equivalencia de los sistemas (a) y (ó) 
con el símbolo (a) ~  (6), observamos que (a) ~  (a), de (a) ~  (b) 
sigue que (b) ~  (a), y de (a) ~  (b) y (b) ~  (c) resulta que (a) ~  (c).

Un indicio suficiente de equivalencia de sistemas se contiene 
en la siguiente afirmación.

t e o b e m a  i .  Dos sistemas lineales son equivalentes, si uno se obtiene 
del otro aplicando una sucesión finita de transformaciones elementales.

Es suficiente demostrar la equivalencia de los sistemas (2) y 
(2'), obtenido de (2), al aplicar una transformación elemental. Obser
vemos, que el sistema (2) se obtiene del (2') también como resultado 
de una transformación elemental, por cuanto estas transformaciones 
son invertibles. En otras palabras, en el caso (I), cambiando otra 
vez de lugar a las ecuaciones ¿ y k, regresamos al sistema inicial; 
análogamente, en el caso de tipo (II), sumando a la ¿-ésima ecua
ción en (2'), la k-ésima, multiplicada por (—c), obtendremos la 
¿-ésima ecuación del sistema (2).

Demostremos ahora, que cualquier solución ( x ! ,  . . . ,  x ñ ) del 
sistema (2) resulta también solución del sistema (2'). Si fue realizada 
una transformación elemental del tipo (I), entonces, las propias 
ecuaciones, en general, no cambiaron (sólo cambió el orden de sus 
inscripciones). Por eso, los números x j ,  x * , . . . ,  x ñ ,  que antes las 
satisfacían, las satisfacerán luego de la transformación. En el caso 
de una transformación elemental del tipo (II), las ecuaciones, excepto 
la ¿-ésima, no se modificaron, y por eso la solución ( x j ,  x®, . . . ,  x ñ )  
satisface a éstas como antes. En lo que concierne a la ¿-ésima ecua-
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ción, ella adoptó la forma (*). Tal como nuestra solución satisface 
las i-ésima y &-cs¡ma ecuaciones del sistema (2), entonces

n<l l̂ “h =  ¿̂1 ak\.xi "!"•••  +  ahn£i =
Multiplicando ambas partes de la última identidad por c, y sumando 
esto a la primera, obtenemos, agrupando los miembros, una identidad 
del tipo (*) con x f = x\.

En virtud de la reversibilidad de las transformaciones elementa
les, o b s e r v a d a  arriba. Jas reflexiones realizadas demuestran también 
que, recíprocamente, cualquier solución del sistema (2') será solu
ción del sistema (2).

Queda observar, que la incompatibilidad de un sistema propor
ciona la incompatibilidad del otro (demostración por el contrario),g

3, Reducción a la forma escalonada. Por medio de una aplicación 
sucesiva de trausformaciones elementales so puede pasar de un siste
ma de ecuaciones dado, a otro sistema de forma más simple.

Primero, señalemos, que entre los coeficientes se tiene por 
lo menos uno, distinto de cero. En caso contrario no tendría sentido 
mencionar la incógnita x v. Si an =  0, intercambiamos de lugar la 
prímora ecuación y cualquier otra 7-ésima, tal que a¿| #  0 (o sea, 
transformación de tipo (1)). Ahora el coeficiente de la primera 
incógnita en la primera ecuación es distinto de cero. Lo indicamos 
por medio de a 'r  Restemos de la i-ésima ecuación (i =  2, 3, . . m) 
del nuevo sistema, la primera ecuación multiplicada por un coefi
ciente ci tal, que luego déla resta el coeficiente de xt se anule (m — 1 
transformaciones elementales del tipo (II)). Es evidente, que para 
ello es necesario tomar c¡ = a[t . Como resultado, obtendremos un 
sistema en el cual entra sólo en la primera ecuación. También 
puede suceder que la segunda incógnita no figure en todas las ecua
ciones con número i ;> 1. Sea xh la incógnita con el menor número, 
que integra cualquier ecuación, excepto la primera. Obtendremos el 
sistema

^wx\ H“ * * • “F x\nXTt 1 ^1» 
a'thVh *!"••• +  a*%nxn ~

Q-mhx k -r &mnx n = k 1, ^  0 .
No prestando ahora atención a la primera ecuación, aplicamos el 

procedimiento anterior a las restantes. Después de una serio de 
transformaciones elementales, el sistema inicial toma la forma

anx l ........................ nxn “
«2h*h ..................“f «2nxn =

<hlxl +  • • • +  <*3nxn ~
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«m/*| ~t~ • • • «mn*n ~~ ^mi 1 & >  1, <I| L 0» <*2fc ñfc 0*1
Por supuesto, aquí a\) =  a[j, b[ =  ya quo la primera ecuación 
no fue alterada.

Seguimos adoptando oste procedimiento miontras sea posible. 
Es claro que deberemos detenernos cuando se hagan nulos no sólo 
el coeficiente de la incógnita de turno (digamos la s-csima), sino 
y los coeficientes de todas las incógnitas siguientes, hasta la n-ésima. 
Finalmente, el sistema (2) tomará la forma

a \ \ x \  ............... * ......................

a Z h x h .............................. . .  ■+• U í n x n  —  ^2*

« 3 1 * 1 ................ • • 4 ’ « 3 n * r t  “  ^3>

o -t • •  + « r

0  —  ¿>r + ,

O 1! f

Aquí áu ágA¿Í3/ . . . <xr$ =£ 0t 1 <  k <  l <  - . ._■< s. Puede suceder 
que r =  m y por eso, ecuaciones del tipo 0 =  b¡ ou el sistema (4) 
no habrán. Se dice que el sistema de ecuaciones del tipo (4) tiene 
forma escalonada.

Este nombre no es adoptado por todos: se puede hablar de forma 
trapezoidal o de forma cuasitr ¿angular, ote., poro esto no es esencial.

t e o r e m a  2. Cualquier sistema de ecuaciones lineales es equivalente 
al sistema de forma escalonada.

La demostración se doduce inmediatamente de los razonamientos 
anteriores, g

A veces resulta más cómodo efectuar las transformaciones ele
mentales no sobre el sistema, sino sobre su matriz ampliada (<zj; | b¿). 
Del mismo modo que el teorema 2, se demuestra el

teorema v . Cualquier matriz puede llevarse a la forma escalonada, 
con la ayuda de transformaciones elementales, g

4. Investigación de un sistema de ecuaciones lineales. Las cues
tiones de compatibilidad y determinación, en virtud de los teore
mas 1 y 2, es suficiente investigarlas para los sistemas de forma 
escalonada (4).

Comencemos con la cuestión de la compatibilidad. Es evidente, 
que si el sistema (4) contiene ecuaciones del tipo 0 =  b(, con bt ^  0, 
entonces, este sistema os incompatible, puesto que la igualdad 0 «= 
“  bt no puede ser satisfecha por ningún valor para las incógnitas. 
Demostremos, que si en el sistema (4) no hay tales ecuaciones, enton
ces el sistema es compatible.
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Y bien, sea bt — 0 para í >  r. Llamaremos incógnitas principales 
a xlf x h . . ., xs, con las cuales comienzan la primera, segun
da, . . . »  y r-csima ecuaciones, respectivamente; las restantes 
incógnitas, si es que las hay, se denominan independientes. Por defi
nición, sólo hay r incógnitas principales.

Otorgamos a las incógnitas independientes valores arbitrarios, 
y los sustituimos en el sistema (4). Entonces, para xg se obtiene 
una ecuación de (r-ésima) tipo axs «= ó* con a — árs ^  0 , la cual 
tiene solución única. Sustituyendo el valor obtenido xs = xl en 
las primeras r — 1 ecuaciones, y yendo por el sistema (4) de abajo 
arriba, nos convencemos de que los valores de las incógnitas prin
cipales se determinan unívocamente para cualquier valor que se dé 
a las incógnitas independientes. Hemos demostrado

teorema 3. Para la compatibilidad de un sistema de ecuaciones 
lineales es necesario y suficiente que, después de ser reducido a la forma 
escalonada, en él no se encuentren ecuaciones del tipo 0  =  Ftl co n "5 *

0. Si esta condición se cumple, entonces, a las incógnitas indepen
dientes se les pueden dar valores arbitrarios; las incógnitas principales 
(<con valores dados a las independientes) se determinan unívocamente en 
el sistema. |

Aclaremos ahora, cuándo el sistema será determinado, suponiendo 
que se cumple la condición de compatibilidad establecida por noso
tros. Si en el sistema (4) hay incógnitas independientes, entonces 
el sistema a ciencia cierta es indeterminado: podemos otorgar a las 
incógnitas independientes cualquier valor, expresando por medio 
de ellas las incógnitas principales (por teorema 3). Pero si no hay 
incógnitas independientes y, por lo visto, todas son principales, 
entonces, de acuerdo al teorema 3, ellas se determinan del sistema 
unívocamente, o sea el sistema resulta determinado. Queda por 
observar, que la ausencia de incógnitas independientes equivale 
a la condición r =* n. Nosotros hemos demostrado la siguiente afir
mación.

teorema 4. EL sistema lineal compatible (2) es determinado si 
y sólo sit en el sistema escalonado (4) obtenido de él, se cumple la igual
dad r =  n. J

Si m =  n, un sistema lineal, reducido a la forma escalonada, 
puede expresarso también así (forma triangular):

au xi "i" a\i?i *4" • • • 4 -  a\nxn ^

0>2ZX1 4* • • • 4" <*2nx n =  (5)

annxn=sbn*
si se doscuida el cumplimiento do la condición ñu  =j¿= 0 para todas 
(as i. Efectivamente, la inscripción (5) significa, que en el sistema.
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la A-ósima ecuación no contiene incógnitas ¿r* con i C  Je, y esta 
condición es a todas luces cumplida para los sistemas del tipo esca
lonado.

Observemos, para el futuro, que. la matriz (atj) con elementos 
aij — 0 para todo i >  j  se llama triangular superior. Análogamente 
se define la matriz triangular inferior.

De los teoremas 3 y 4 se deduce
c o ro la r io  i. Cuando m =» n el sistema lineal (2) es compatible 

y determinado si, y sólo si, luego de ser reducido a la forma escalonada, 
se obtiene el sistema (5) con án ¿22 • • • &nn #  0. j |

Prestemos atención al hecho, de que esta condición no depende 
de los términos independientes del sistema. Por eso, si m n el 
sistema (2) es compatible y determinado si y sólo si, ello es cierto 
para el sistema homogéneo (2'), asociado al (2). Pero un sistema 
homogéneo siempre es compatible: ya que tiene, por ejemplo, la 
solución nula x\ 0, . . x*n — 0.

La condición ñu á18 . . . ^  0 significa que ol sistema homogé
neo posee sólo solución nula. Llegamos a otra forma de corolario 1* 
no vinculada con su forma escalonada.

c o ro la r io  i. El sistema lineal (2), siendo m =  n es compatible 
y determinado si y sólo si, su sistema asociado homogéneo (2 ) sólo tiene 
solución nula, g

Una atención especial se merece el caso cuando n >» m. 
c o ro la r io  2. El sistema compatible (2) con n >  mes indeterminado. 

En particular, el sistema homogéneo con n >  m siempre tiene solución 
no nula.

Efectivamente, en todo caso r ^  m, por cuanto on el sistema (4) 
no hay más ecuaciones quo en el sistema (2) (las ecuaciones con 
identidades iguales a coro para ambos miembros, son desechadas). 
Por eso, la desigualdad n >  m lleva a n >  r, lo que, do acuerdo al 
teorema 4, significa indeterminación del sistema (2). Queda por 
observar, que la indeterminación de un sistema homogéneo, equivale 
a la existencia de una solución no nula del mismo, g

Parte de los resultados obtenidos se reflejan en la tabla siguiente.

Forma del sistema lineal

Genoral Homo pénen r?. "> m no 
homopénoa

n > nt homogénea

Número de solu
ciones 0 , i ,  co 1 , co 0 , oo oo

5. Observaciones particulares y ejemplos. El método expuesto 
por nosotros para resolver un sistema de ecuaciones lineales se llama 
método de Gauss o método de eliminación consecutiva, de las incógnitas.
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Saniamente cómodo cuando n no es muy grande, también sirve para 
ser realizado en computadoras, aunque, por distintas razones, con 
frecuencia otros modos do resolución resultan más prácticos, por 
ejemplo, Jos métodos iterativos. Esto especialmente se refiere al 
caso en que los coeficientes son dados, y la solución so busca con 
un determinado grado de exactitud. En las investigaciones teóricas, 
sin embargo, una importancia primordial adquieren la formulación 
do las condiciones de compatibilidad o de do terminación do los 
sistemas lineales, y también la búsqueda y el hallazgo de fórmulas 
generales para encontrar los valores de los coeficientes y de los 
términos independien tos, sin reducir el sistema a la forma escalo
nada. Eu alguno medida, a una de estas exigencias da respuesta el 
corolario í \

EJEMPLO i. Volvemos otra vez al problema de la plancha callento, formu
lado en ol § 2. Corno vimos en ol punto 1 , la cne9tién que nos ocupa se ex prosa 
con propiedad por medio de un sistema lineal muy concreto (para definirlo, 
lo llamaremos PC) con un númoro considorublemonte erando de incógnitas tt . 
Siguiendo ei criterio formulado en el corolario 1', consideremos ol sistema lineal 
homogéneo HPC, asociado al PC. En otra9 palabras, la temperatura en todos 
los puntos limítrofes, se toma igual u cero. Sea é el número del punto interior 
•con el mayor valor | ttf[. Entonces, de la condición

. _ *a-W//-Mc +  fdt , ------------3---------

se deduce quo | ta \ =  | tn | =  Mí, I =  1 tc \ *— | | . Moviéndonos a un paso
do la pariila en cualquiera do las 4 direcciones, pasaremos por puntos de idéntico 
valor Mí | =  ] te [, hasta quo no alcancomos un punto limítrofe con tempera
tura nula. O sea, \ te | =  0, y por eso, también tt =  0, para todas la9 I. Y bien, 
ol sistema HPC tiono solamente solución nula, y, por lo visto, PC es un sistema 
lineal compatible y determinado. Do este modo, el problema de la plancha 
caliento, en su formulación inicial, queda resuelto.

e j e m p l o  2. Dado e l s is te m a  lin e a l

*4................................................... —
—*i — X, -t- x8 .............................. — o,

~~xn-2 ^  xn — 0.
Es evidonto, que este es un sistema compatible y determinado, reducido a la 
forma escalonada (triangular). Sólo quo, al resolverlo, es necesario avanzar de 
arriba abajo y no de abajo arriba. Por definición, la solución se llama sucesión 
do los primeros n números de Fibonaect /,, / a, . . ., fn. Estos números están 
vinculados a un fenómeno botánico, denominado filotaxis (disposición de las 
hojas en ol tallo). Sin embargo, cuando n =» 1000 o aún con n arbitrario, se 
desearía indicar la expresión general (fórmula analítica) para el enésimo nú
mero de Fibonacci. El lector puede replicar, argumentando que también le 
alcanza la paciencia para indicar y / tooo siguiendo la definición inductiva de 
estos números. Pero, esto no será una solución matemática de la cuestión. En 
los capítulos 2 y 3 indicaremos dos expresiones para fn, aunque, por cierto, este 
problema concreto puede rosolverse con medios más directos.
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observación. A veces resulta más cómodo resolver un sistema 
lineal, sin reducirlo a la forma escalonada, ftsto especialmente se 
refiere al caso cuando la matriz del sistema contiene muchos ceros. 
Un poco de práctica es aquí preferible a largas explicaciones.

§ 4. DETERMINANTES DE ORDENES PEQUEÑOS

Al exponer ol método de Gauss, no nos preocuparnos demasiado 
acerca de los valores do los coeficientes de las incógnitas principales. 
Era solamente importante que estos coeficientes fueran distintos 
de cero. Llevaremos a cabo ahora un proceso más cuidadoso de eli
minación de incógnitas, aunque sea en el caso de sistemas lineales 
cuadrados de pequeñas dimeusiones. Esto nos dará sustento para las 
reflexiones y materia prima para la construcción de una teoría gene
ral de ios determinantes on el capítulo 3.

Como en el § 3, consideremos un sistema de dos ecuaciones con 
dos incógnitas

<*n£i — bit
aitx i -f aZ2x2 =  bz (1)

y tratemos de hallar una fórmula general para los componentes de 
su solución, x y xz. Denominemos determinante de la matriz

| att an  I
|a 2t |

a la expresión <*u«22 —<*2i<*i2 y designémoslo con el símbolo 
an a,2 L Asimismo, a la matriz cuadrada se le confronta el número

I <*2i aZ2 I
|*»i
(<*21

a t2
<*22

— <*li<*l2““ a2l<*22* ( 2)

Si tratamos de eliminar a x2 del sistema (1), multiplicando la pri
mera ecuación por «2a, y sumando a esto la seguuda ecuación rmüti- 
plicada por —a12, entonces obtonemos

X\ =  ¿>1<*22 2̂<*12*

Supongamos que

an a l2
( <*21 «22 I

EL segundo miembro se puede considerar como el determinante 
de la matriz |  1 fll2 
tenemos

3-0322

<*11 «12
B * a«21 <*2211

1 «11 M
_ 1 «21 M .

«ii
« 21

«12y análogamente x2 (3 )
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Teniendo las fórmulas para la resolución de un sistema de dos ecua
ciones lineales con dos incógnitas, podemos resolver algunos otros 
sistemas (resolver sistemas =* encontrar sus soluciones). Exami
nemos, por ejemplo, un sistema de dos ecuaciones homogéneas con 
tres incógnitas:

«11*1 + «12*2 "1“ «13*3 “  0»
« 91*1  +  « 2 2 * 2  +  « 2 3 * 3  =  0 - W

Nos interesa una solución no nula de este sistema, en la cual, 
por consiguiente, por lo menos una de las x-t ^  0. Sea, por ejemplo, 
x3 efi 0. Dividiendo ambas partes por —x3 y haciendo yx — —xx/xZy 
yt =  —x2/x3, escribimos el sistema (4) en la misma forma:

«nVi "I* «12Í/2 — «1 3 » 
« 2líh  ■+* « 2 2 ^ 2  “  « 2 3 1

que el (1). Con el supuesto de que 
dan

13 iZ\tfb 0, las formulas (3) 
«21 «221

«13 «19
an 11 — ** _  .

«11 «13

«U «13 ’ Xg--- «ll «1*
«91 «93 «91 «99

No es sorprendente, que del sistema (4) determinamos no las pro
pias 2?!, xa, x3, sino que solamente Sus relaciones: de la homogenei
dad del sistema se deduce fácilmente que, si (x ,̂ x®, xj) es solución 
y c es un número cualquiera, entonces (cxj, cx%, ex,) también será 
solución. Por eso, podemos hacer

« 1 3

« 2 3

«12
«22

1 « 1 1  « 1 3

* £ II 1 II«jH

1 « 2 1  « 2 3

«11

«21 « 2 2  I
(5)

y decir, que cualquier solución se obtiene de la indicada, multi
plicando todas las xi por algún número c. Para darle a la res
puesta una forma más simétrica, observemos que siempre

a bj Ib a 
c d \ \ d  c *

tal como se observa inmediatamente de la fórmula (2). Por eso las 
(5) se puede anotar así

'1 1 * 2 = “I « ! 2  « 1 3

« 2 2  « 2 3

Estas fórmulas se dedujeron

« 1 2  « 1 3

«21 « 2 3
* 3  =*

*21
«12 
«22 I

I « 1 1  « 1 2

W

0.suponiendo que
I «21 «22

No es difícil probar, que la aseveración demostrada es cierta, si 
por lo menos uno de los determinantes que integran la expresión (6)
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es distinto de cero. Si los tres determinantes son nulos, entonces, 
por supuesto, las fórmulas de (6) dan una solución (precisamente, 
nula), pero no podemos afirmar que todas las soluciones se obtienen 
de ella, multiplicando por un número (examíne el sistema compuesto 
de dos ecuaciones coinciden tos xY 4- x2 +  — 0).

Pasemos ahora al caso de tres ecuaciones con tres incógnitas:

allXl 4" 4* *13̂ 3 =
*21*1 4“ *22̂ 2 4* *23r 3 *=* b2i
«íl^l +  *32*2 +  *38*3 =  *3-

Queremos eliminar de este sistema xt y x9t para [obtener el 
significado de xx. Con este fin multiplicamos la primera ecuación 
por c1? la segunda por c2, Ja tercera por y las sumamos. Elegimos 
Cu ct , c3 de tal modo, que en la ecuación obtenida, los términos 
que contienen x2 y x3 se anulen. Igualando a cero los coeficientes 
correspondientes, obtenemos para cJt c2 y cn e) sistema de ecuaciones

*12*1 4~ *22*2 4* U32C3 =  0,
*13*1 +  *23*2 4 "  *33*3 =  O»

del mismo tipo que el (4). Por eso se puede tomar

1*22 <132 |* I 2  *32 1*12 *
> *2 =  --1 9 *3 =  1

*23 *33 | *13 *33 I *13 *

Luego de cambios evidentes, obtenemos para xj la expresión
I *22 *23 1 *12 *13  1

|4 " * 3 1
*12 *13 1\ \

*11 “  *21
1 *32 *23  1 *32 *33 1 *22 *23 1\ )

=  6 ,
*22 *23 1

- 6 * |
*12 *12 *13

*32 *33 | *32 *33 1 *22 *23

El coeficiente de xt se llama determinante de la matriz

( n

*11 *12 *13 * n *12 *13

*21 *22 *23 y  s e  anota *21 *22 *23

*31 *32 *33 *31 *32 *22

De este modo, como determinante de tercer orden, tomamos la 
expresión

*11 *12 *13
1 *22 *23 j f l |2  * j3

*21 *22 *23 =  *11 —  *21 1 4 "  *31
| *32 *33 I *:<2 *33

*31 *32 *33

— *11*22*38 4 “ *12*23*31 4*  *13*21*32 '—  *11*23*32 —  *  12*21*33 —  *13*22*31»

(S>
3*
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dada con ayuda de determinantes de segundo orden. Es fácil 
observar, que ei segundo miembro de la igualdad (7) se obtiene del 
coeficiente do sustituyendo au  por bl9 an  por y aax por b 
Por oso la igualdad (7) se puede escribir de la forma siguiente

« i ! «12 «13 «12 «13

*21 «22 «23 X t  * h «22 «23

* 3 ! « 32 «33 b* «32 « 3 3

Supongamos que el coeficiente de xt es distinto de cero. Entonces, 
efectuando cálculos análogos para x% y .r3t llegamos a las fórmulas

*>x

b,
b.

« 1 2

« 2 2

« 3 2

« 1 3  

« 2 3  

« 3  9

« 1 1

« 3 1

« > 1

b ,  

b .

« 1 3

« 2 3

« * 3

« 1 1

« 1 1

« | 1

« U

« t t

« • *

* 1

* 3

* 3

« 1 1 « i t « 1 8
,  =  -

« 1 1 « 1 2 « 1 3
“ i X 3 J

« 1 1 « 1 3 « 1 8

« i  l « 2 2 « 2 3 « 2 1 « 2 2 « 2 3 « 3 1 « 3 3 « 1 3

« 3 1 « 3 2 « 3 8 « 3 1 « 3 3 « 8 3 « 8 1 « 3 3 « 8 8

Es evidente, que los mismos razonamientos son aplicables a un 
sistema de cuatro, cinco y más ecuaciones, con el mismo número de 
incógnitas. Para esto, necesitamos primeramente deducir ¿fórmulas 
análogas a (6) para resolver un sistema homogéneo de tres ecuaciones 
con cuatro incógnitas; luego en ei sistema de cuatro ecuaciones con 
cuatro incógnitas excluir :ra, x8l x 4, multiplicando las ecuaciones 
por cl9 c2, c3, cA, sumándolas a contimiación. Hallaremos los valo
res de ci (i =  1, 2, 3, 4) para el sistema de tres ecuaciones homo
géneas.

El coeficiente, obtenido para xx y compuesto de determinantes 
de tercer orden de forma (8), se denomina "determinante de cuarto 
orden. Siguiendo los mismos razonamientos para :ra, .r3l x4t halla
mos para las x t fórmulas análogas a (9). Así se puede continuar 
ilimitadamente. La certeza de que en algún momento llegaremos 
a la meta, nos la da un principio general, ampliamente usado en las 
•matemáticas, precisamente, el principio de inducción matemática 
(véase el § 7).

EJERCICIOS

1. La fórmula (8) es más iácil de recordar, si usamos la regla práctica do 
los signos para la escritura de los productos, que integran el desarrollo del deter
minante de tercer orden (fig. 4). Hallar una reglo análoga para el determinante 
i de cuarto orden.

2. Mostrar que los seis términos de la descomposición del determinante 
de tercer orden no pueden ser conjuntamente, positivos.

3. El cuadrado de la superficio de Vin paralelogTamo, construido p^r los 
«radios-vectores de puntos P, Q con coordenadas cartesianas (a. 0) y <v« $)
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(fig. 5), 86 expresa con la fórmula
A t J “*+P* “V +  P«|

I «V+P$ I*
Es particularmente fácil convencerse de esto, si se usa un sistema de coorde
nadas tal, que el punto P quede situado en el eje Ox. Hallar una fórmula aná

loga para el cuadrado del volumen do un paralelepípedo en el espacio tridime- 
sional, usando el determinante de tercer orden.

§ 5. CONJUNTOS Y APLICACIONES

En los dos parágrafos precedentes nos encontramos con conjuntos 
de elementos de distinta naturaleza, al igual que con las aplicaciones 
de conjuntos. El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones 
lineales dado, o la regla que coloca en correspondencia con cada 
matriz de segundo orden a su determinante, resultan sólo manifesta
ciones'particulares de ese círculo de conceptos formales, cuyo cono
cimiento, aunque sea a un nivel intuitivo, es útil paro el futuro.

i. Conjuntos. Se entiende por conjunto una agrupación en un 
todo de objetos, denominados a su vez elementos del primero. Los 
conjuntos con un número finito de distintos elementos pueden ser 
circunscriptos por medio de una evidente enumeración de todos sus 
elementos; por lo común ostos elementos se encierran entre llaves. 
Por ejemplo, {1, 2, 4, 8} es un conjunto de potencias de dos, ence
rradas entre 1 y 10. Como regla, el conjunto se designa con una letra 
mayúscula de algún, alfabeto, y sus elementos con letras minúsculas 
del mismo o de otro alfabeto. Para los conjuntos más importantes, 
se adoptan notaciones uniformes, que conviene observar. Así, las 
letras IN, Z, Ct, fft correspondientemente significan conjuntos de 
los números positivos enteros (naturales), de todos los números 
enteros, de los números racionales, y de los números reales. Para 
un conjunto S  dado, la notación a f  S  indica que a es un elemento 
perteneciente al conjunto S ; en caso contrario se escribe a $ S. 
Se dice que S  es un subconjunto del conjunto T o S cz T (T contiene 
a £), cuando tiene lugar la implicación 

x £ &, Vjc r .
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(Con respecto a las notaciones, véase la parte «al lector», pag. 13). 
Dos conjuntos 5  y 7 coinciden (o son iguales) si ambos contienen 
los mismos elementos. Simbólicamente:

5 =  7  <=> 5 c= 7 y 7  c: 5
(<=> significa «si y sólo si» o «atrae a ambos lados»). El conjunto 
vacío 0 ,  que no contiene ningún elemento, por definición integra 
ol número de subconjuntos de cualquier conjunto. Si S  c : 7, pero 
5  ^  0  y 5 =*£ T, entonces S  es un subconjunto propio en T . Para 
la distinción del subconjunto 5  c  7  frecuentemente usan alguna 
propiedad inherente sólo a los elementos de S. Por ejemplo,

{n f  Z | n — 2m para algún m g Z}
es el conjunto de todos los números enteros pares, y

N — {n 6 Z | n >  0)
es ol conjunto de los números naturales.

Se entionde como intersección de dos conjuntos 5 y 7 , al conjunto
S fl T  -  {x | x e S  y x £ T ) f

y, por su unión (o reunión), al conjunto
S ( j 7  =  { x | s 6 5  o x £  T}.

La intersección de 5 f) 5T puedo ser un conjunto vacío. Entonces 
se dice que S  y 7  son conjuntos disjuntos. Las operaciones de inter
sección y unión cumplen con las identidades del tipo

x n (s u t) -  (R n s) u (R n *), x u (s n t) -  (i? u s) n (R u tl
cuyas comprobaciones dejamos al lector en calidad de ejercicio. 
Los dibujos

ayudarán a realizar los razonamientos sencillos requeridos.
Se llama diferencia 5 \ 7  de dos conjuntos 5 y 7, al cúmulo de 

elementos de S, que no pertonecen a 7. Aquí, en general, no se 
supone que 7T cz 5. En lugar de 5 x 7  se escribe también 5 — 7.

Si T es un subconjunto en 5, entonces el símbolo 5 x 7  indica 
además suplemento de 7 en 5. Haciendo X  — 5 x 7 ,  tendremos: 
X f] T — 0 ,  X U T =  Prestemos atención a Ja correspondencia
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entre las operaciones de intersección, unión, suplementación, y las 
uniones lógicas «y«, «o», «no».

Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera. El par do elementos 
(r, y), con x 6 X, y € Y  > tomados en un orden dado, serán llamados 
par ordenado, considerando en este caso, que (xlt y^ =  (sa, yt) 
si y sólo si, xt s» x2, yx =  y*. Se llama producto ortogonal (o carte
siano) de dos conjuntos X e Y, al conjunto de todos los pares orde
nados (a?, y):

X  X Y  =  {(*, y) | * 6 X, y 6 y ).
Sea, por ejemplo, el conjunto de todos los números reales IR. Enton
ces, el cuadrado cartesiano 01a =  R X ¡R, es simplemente el conjunto 
de todas las coordenadas cartesianas de los puntos en el plano respecto 
a los ejes de coordenadas dados. En forma análoga se podía haber 
definido el producto cartesiano X x X Xa X X3 do tres conjuntos 
(•» (Xj x  Xj) X Xj ^  X x X (X¡ X Xj)), de cuatro, etc. Con X x == 
=* Xa »  . . .  =  X* se escribe abreviadamente X* =  X  X X  X 
X X  X . . .  X X  y se dice que es un conjunto X  a la k-ésimapoten
cia cartesiana. Los elementos de X* son las sucesiones, o filas (*1, 
z 2, . . ., xh) de longitud k.

Para sentir la diferencia entre los conjuntos X X Y  y X (J Y, 
tomemos en calidad de X  e Y  conjuntos de potencia finita (cardi
nales)

| X  | =- Card X  =  | Y  [ =  Card Y  =  m.
Entonces

| X  X Y  | =  nmt y |X  U 7  | +  m — | X fl 7  |.
Si esto no es claro, entonces es necesario releer todas las definiciones.

2. Aplicaciones. El concepto de aplicaciones o funciones, juega 
un papel esencial en las matemáticas. Dados los conjuntos X o Y, 
la aplicación f  con dominio de definición X  y codominio de existencia y , 
hace corresponder a cada elemento x £ X, el elemento /  (,r) g Y, 
denotado también con los símbolos fx  o f x. Cuando Y  =  X se habla 
también de la transformación f  del conjunto X sobre sí mismo. Sim
bólicamente, la aplicación se escribe de forma /: X -k Y o X Y. 
Se llama imagen de la aplicación /, al conjunto de todos los ele
mentos de la forma f  (#):

Im / - { / < * )  | * 6 X } - / ( X )  c Y .
El conjunto

/ -1 fe) -  !/<*> =  *}
se llama prelmagen del elemento y 6 Y. Más generalmento, para 
Y0 czY, supongamos que

/-1 (Y0) -  {* e x  1 /  (x) e y 0} =  u r 1 fe).ve Yo
Si y € y \ I m  /, entonces, evidentemente, f ”1 (y) =  0 .
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La aplicación /: X  - * Y  se llama exahustiva o sobreyectiva (apli
cación sobre), cuando Im /  =  Y; ella se llama inyectiva, cuando de 
x x' sigue /  (2) =54= /  (x'). Finalmente, /: X - * Y  es biyectiva 
o biunívoca, cuando esta aplicación es al mismo tiempo sobreyectiva 
e inyectiva.

La igualdad f  =  g de dos aplicaciones significa, por definición,f g
que sus dominios correspondientes coinciden: X Y , X  —* Y  
además /  (2:) =  g  (x), Vx £ X . La confrontación del «argumento» 
x, o sea del elemento x 6 X, con el significado /  (x) £ Y  se adopta 
representarla por medio de una flecha limitada x ^  /(x).

Sea, por ejemplo, f n un número de Fíbonacci (véase el § 4) de una magnitud 
n. La correspondencia n*—>fn determina la aplicación (V Ñ, que no es sobreyec
tiva, le que resulta evidente, ni inyectiva, por cuanto /, =  / ,  =  i .  SI R+ 
es el conjunto de los números reales positivos, entonces las aplicaciones /: R -vR, 
g: F. -*• R-f., fe: R+ R+ , definidas por una misma regla x »-*■**, son todas 
diferentes: /  no es ni sobreyectiva ni inyectiva; g es sobreyectiva pero no inyec
tiva; y la aplicación h es biyectiva. De este modo, todo lo concorníonte al domi
nio de definición y al codominio de valores (o de existencia), es una parte esencial 
en la determinación de la aplicación (función).

Se denomina aplicación unidad (o idéntica) ex: X  -* X  la que tras
lada cada elemento x € X  sobre sí misino. Si X  es un subconjunto 
en Y: X c : Y\ entonces a veces resulta útil una aplicación especial, 
la inclusión I: X —*Y, que asocia a cada demento x £ X  el mismo 
elemento, pero ya en el conjunto Y . La aplicación / :  X -+ Y  se 
llama estrechamiento (o restricción o limitación) de Ja aplicación 
g: Xf -* Y ', cuando X c  X \  Y  cz: Y ' y f  (x) =  g (x), Vi £ X. 
A su vez g se llama prolongación de la aplicación /. Por ejemplo, la 
inclusión/: X Y  es limitación de la aplicación unidad ev\ Y  -* Y .

Tendremos oportunidad también de referirnos a funciones de 
muchas variables. Es útil aclararse a sí mismo, que el concepto 
arriba introducido de potencia cartesiana Xn del conjunto X permite 
hablar acerca de Ja función /  (xlt . . ., xn) de múltiples variables 
xt 6 X , i =  1, . . n, como si fuera una aplicación común /: Xn 
~+Y.

Producto (superposición o composición) de dos aplicaciones 
g: U -* V  y f: V -* W  se llama la aplicación f o g: \J W, definida 
por las condiciones

(/-«■) («) =  1 (g (u)), V» € u.
Lo mismo, claramente, se muestra en el diagrama triangular 

n  fo9 _
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De este diagrama se dice, que *conmuta» (o es conmutativo), o sea, 
que el resultado del paso desde ü  hacia W no depende si lo damos 
directamente, con ayuda de / <> g, o utilizamos Ja etapa intermedia V. 
Obsérvese que la composición no está definida para cualesquiera 
aplicaciones /  y g. Es necesario que en las notaciones anteriores, el 
conjunto V fuese común a ambas. Pero la composición de dos trans
formaciones del conjunto X  en sí mismo, siempre tiene sentido.

En adelante, en lugar de fo g  escribiremos sencillamente g.
Es claro que

fax = /• *Y 1 =  f
para cualquier aplicación /: X -+-Y. La prueba do esta propiedad 
es evidente.

A una importante propiedad de la composición (producto) de 
una aplicación, se refiere el siguiente

teorema í. La composición de aplicaciones obedece a la ley de 
Qsociatividad. Esto significa que¡ si h : U V, g: V W% f: W-+ 
-v T , son tres aplicaciones, entonces

1 (gh) =  (fg) h.
d e m o s t r a c ió n . Visualmente, todos los razonamientos necesarios 

están contenidos en el diagrama siguiente:

V

h
oc

T

f

V ^ 9 w

donde cc **■ gk> P =* /g. En correspondencia con la definición formal 
de igualdad de aplicaciones, sólo es necesario comparar los valores 
de las aplicaciones /  (gh): U y {fg) h: U en un «punto» 
cualquiera u g U. Pero, de acuerdo con la definición de composición 
de aplicaciones, tenemos

(/ (gh)) u -  /  ((gh) u) = f (g  (hu)) -  (fg) (hu) =  «fg) h) u. |
La composición de las aplicaciones X  X,  en general, no es con

mutativa, o sea fg gf . Resulta fácil convencerse de esto en el 
ejemplo, cuando X  =  (a, ó) es un conjunto de dos elementos, 
/  (a) =  b, /  (6) =  a, g (a) =  «, g (b) =  a. Otro ejemplo: /  y g 
son aplicaciones constantes de X  en X, o sea, los valores de /  (¿r) 
y g (x) no dependen de x. Entonces /  g fS ¥= gf-

Algunas funciones tienen inversas. Supongamos que /: Ar -kV  
y g: Y  -+ X  son dos aplicaciones tales, que las composiciones fg 
y gf están determinadas. Si fg  =  eY, entonces /  se llama inverso por
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la izquierda respecto a g, y g es inversa por la derecha respecto a /. 
Cuando el producto, en cualquier orden que se lo realice» da como 
resultado una aplicación idéntica:

1S — Gyi 8yÍ — ex* (1)
entonces g se llama aplicación inversa hacia ambos lados (o simple
mente inversa) para /, o con respecto a /  (y /  es aplicación inversa 
respecto a g), y se designa con el símbolo f~l. Y bien, f  (u) =  y
<=>/-! (v) =  U.

Suponiendo también la existencia de otra aplicación g’: Y  —*• X 
para la cual

f i ' =  er> S i  “=* ex* (1#)
basándonos en las igualdades de (1) y (1') y en el teorema 1, obte
nemos

e' =  ex g' =  (gj) g' =  g ifg‘) =  ge Y  ~  g.
De este modo, la aplicación inversa para ambos lados respecto a / 
si es que existe, está determinada unívocamente. Esto sirve para 
convalidar la notación / “x.

t e o r e m a  2. La aplicación f: X  Y  tiene inversa s í ,  y sólo stt 
es recíprocamente unívoca (biyectiva). 

la d e m o s t r a c i ó n  de este teorema se basa en e! lema siguiente, 
que tiene un interés particular.

l e m a . Si f: X  -*Y , g: Y  X son dos aplicaciones cualesquiera, 
para las cuales gf =  ex , entonces f es inyectivat y g es sobreyectiva.

De hecho, sea x, x’ £ X y f  (x) = f  (,x ). Entonces x «  ex  (x) = 
=» (gfi * =  g (/*) =  g (Jxf) =  (gf) x f =  ex (z') =  x \  Por lo visto 
/  es inyectiva. Si, de seguido, x es un elemento cualquiera de X, 
entonces x =  ex (x) =  (gf) x =* g (fx), y esto demuestra la so- 
breyectividad de g.

Volviendo al teorema 2, supongamos, al principio, que /  tiene 
inversa g =  f~l. Entonces, de las igualdades (1) y del lema se deduce 
tanto la sobre yecti vi dad, como la inyectividad de /. En otras 
palabras, /  es biyectiva. Por el contrario, suponiendo a /  biyectiva, 
encontraremos para cualquier y 6 Y  un único elemento x  g X, 
para el cual /  (:r) =  y. Haciendo g (y) — x y definimos la aplicación 
g: Y  X, que tiene las propiedades de (1). Significa, que/“* =  g, g  

c o r o l a r io , ¡ye ¡a biyectividad de la aplicación /: X Y  se deduce 
la biyectividad de además

(/-1)"1 =  /■ (2)
Sea, después, /: X -**Y, h: Y  — un par de aplicaciones biyectivas. 
Entonces también será biyectiva su composición hf, además

(A/)'1 =  /"‘A*1- (3)
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d e m o s t r a c ió n . De acuerdo al teorema 2, la biyectividad (lo / 
trae aparejada la existencia de f~l t que, en virtud del mismo teo
rema, equivale a la biyectividad de f~l . La simetría de las condicio
nes de (1) reescritas de la forma //'* =  <?y , f~lf  = ex , da la igual
dad (2). Siguiendo, de acuerdo a las condiciones y al teorema 2, 
existen las aplicaciones / ”l : Y  ->Y , /t"1: Z - * Y  y su composición 
f - f y ' 1: Z - * X .  De las igualdades

m  (/-v*-1) =  ((hf) n  k -1 =  (h i / r 1)) ¿ -1 = 
r A - 1) (hf) =  f~l (h-> (hf)) =  / - l f) =  / - 1/  =  e*

se deduce, que g~lk~l es la aplicación inversa con respecto a hf. |
La aplicación «de seguimiento» a: N definida por la

regla a (n) — n +  1, es inyectiva, pero no sobroyectiva, por cuanto 
el primer elemento (la unidad) no pertenece a la Im a. Es intere
sante el hecho de que, para los conjuntos finitos, una situación 
semejante es imposible.

t e o r e m a  3. Si X es un conjunto finito, y la transformación f: X
X  es inyectiva, entonces ésta es biyectiva.
d e m o s t r a c ió n . Es sólo necesario mostrar, que /  es sobre yectiva, 

o sea, que para cualquier elemento x g X  se llalla un x ' con f  (zr) =* 
=  x. Hagamos

f  (x) =  / ( / . . .  (fx) . . .) =  /  (/*-lx), k -  Ü, 1, 2, . . .
En virtud que X  es finito, en esta sucesión de elementos deberá haber 
repeticiones. Sea, digamos, /”* (x) — f 1 («x), m >  n. Si n >  0 enton
ces, de ] (T~lx) =  /  (T’1*) y de Ja inyectividad de /, sigue la igual
dad fm“1 (x) =  (x). Repitiendo un número suficiente de veces
la reducción de /, llegaremos al elemento x ' =  f (a:) con la 
propiedad requerida: /  (xr) =  x. |

Como es fácil de comprender, la transformación sobre yectiva de 
un conjunto finito en si mismo, es también biyectiva.

Algunas palabras sobre potencia. Se considera que dos conjuntos 
X e Y  tienen igual potencia si, y sólo si, existo una aplicación biyec
tiva / :  X - * Y .  Los conjuntos de la misma potencia que M (o X ), 
se llaman conjuntos numerables.

EJREC1C10S

1. Sea Q — {-K —• + + .  d— * — K ----- , + + + .  • • ®l conjunto
de todas las sucesiones de «más» y «menos», y /: Q ->* Q una transformación, 
que traslada el elemento co — <úiG)2 . . .  ^  a = a>j&>ift>s(o« . . . tún(ún, 
donde <úh =  —, si túh =  -K y aak =» 4-, si íoa =  —. Mostrar que en / (/<*>) 
cualquier segmento de longitud >> 4 contiene H—|-0----- •

2 . ¿Tendrá la aplicación /: ^  -*• foj, dada de acuordo u la regla n n \  
inversa por la derecha? Indicar para /  dos aplicaciones inversas por la izquierda.

3. Sean /: X  -*■ y  una aplicación y 7* dos subconjuntos en .Y. Mostrar
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que
/ {s u t) -  / {S) u / (?•), / ( í n n  =  / w o  / <n-

Dar un ejemplo quo muestro que la última inclusión no se puede» en general, 
sustituir por una igualdad.

4. El símbolo (.?) ■* {TI T c :^ }  designa al conjunto de todos los
subconjuntos do Sí, por ejemplo, S  — {aJt s8, . . . os un conjunto finito 
de n elementos, entonces j> (S) está compuesto por el conjunto vacío 0 y por 
n conjuntos de un elemento (*j), {s2}y . . (ín ), por » {« — l )/2  conjuntos
(st, sj | 1 ^  i <  j <  n) y así sucesivamente, hasta T =  S. ¿Cuál es la potencia 
del conjunto .r> (S)'i

5. Seo uno aplicación /: A' -*■ Y y y b — /  (a) pora cierto a £ X . A la 
pro imagen

/-* (ó) -  y» (/ (a)) -  <z| /<*) - / ( « ) }
a veces la llaman también estrato sobre el elemento b £ Im /. Demostrar, que 
todo el conjunto A es resultado de la unión de estratos no intersecados (parti
ción del conjunto X ). Advertencia: el símbolo /~ 2 (b) no se debe asociar con la 
aplicación inversa, que puede no existir.

6 . Mostrar que la potencia (grado) cartesiana de un conjunto par, es un 
conjunto numerable.

7. El símbolo S A  T significa la diferencia simétrica de dos conjuntos

S A  T =  (S \  T) U (T \  S). 

Mostrar que

S  y T:

S r

% 0

S  A  T
S  A  T =  (S [; f ) \ ( 5 f ]  7).

§ €• RELACIONES DE EQUIVALENCIA.
FACTORIZACIONES DE LAS APLICACIONES
La equivalencia de sistemas de ecuaciones lineales fue formu

lada en el § 3, y sugiere considerar este concepto en un plano general, 
sobre todo siendo que las equivalencias de distintos tipos se usan 
con significados diversos, tanto en los razonamientos lógicos, como 
en la vida diaria.

1. Relaciones binarias. Para dos conjuntos cualesquiera X  e Y  
cualquier subconjunto O cz X  X Y  se denomina relación binaria 
entre X  e Y  (o sencillamente on X y si Y  =  X). Para el par ordenado 
{x7 y) 6 0  se usa el símbolo xOy y se dice, que x se encuentra en 
relación O respecto a y. Esto es cómodo, por cuanto, por ejemplo, el 
ordenamiento « O  en el conjunto de los números reales IR es una 
relación binaria en !R, compuesta de todos los puntos del plano R8, 
que se encuentran por encima de la recta x  — y *= 0 (véase la fig. 6); 
La voluminosa inclusión

(*, y) € O (O — < )
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es sustituida por la habitual desigualdad x < y ,
A cada función /: X Y  se le confronta su gráfica, el subcon

junto
r (/> =  {(*, y) u e x ,  ^ / W l c i x r ,  

que indica la relación ontre X  o Y. El estudio de las gráficas do las 
funciones R % en R2, es parte del curso do análisis matemático. 
Se comprende, que no cada relación O puede servir de gráfica de

Fig.6

alguna aplicación X -* Y .  La condición necesaria y suficiente se 
reduce a que, a cada x 6 X  responda exactamente un elemento 
y con xOy. Las X  e Y  dadas, así como las gráficas T (/) reconsti
tuyen a /.

2. Relación de equivalencia. La relación binaria ^ e o  Xso llama 
relación de equivalencia, si para toda x , x*, x* £ X so cumplen las 
condiciones:

(i) x ~  x (]reflexlvtdad);
(ü) x ~  x9 =>- x9 ~  x (simetría);
(iii) x  ' x9, x' ~  x* =>• z  ~  x* (transitividad) „
La escritura a ^  b expresa la negación de la equivalencia entre 

los elementos a, b £ X.
El subconjunto __

x =  {x* £ X  | x' ~  x) cz X 
de todos los elementos equivalentes a un x  dado, se donomina clase 
de equivalencia contenedora de x . _

Como x ~  x (ver (i)), entonces, efectivamente x £ x. Cualquier 
elemento x' £ x se llama representante do la clase x .
Es justa la afirmación siguiente.

El conjunto de clases de equivalencia en la relación ~  es partición 
del conjunto X  en el sentido que X es la unión de subconjuntos disjun
tos (esta partición se puedo designar con el símbolo ~  Jt (X)). 

De hecho, como x £ x.Y entonces X  — |J x. Seguidamente, la
*E.T

«slaso x se determina unívocamente por medio de cualquiera de 
sús roprosontnntes, o sea, x  =» x f <=> t ~  x/. De un lado x ~  xf
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y /  6 x=s>x" ~  x => x" ~  x' «=> xn 6 x* =>* x cz x*. Pero x ~  x'
~  x (véase (ii))._Por eso, también se cumple la inclusión inversa 
x* <z:x. O sea, x* =  x. Por otro lado: tal como x £ x  entonces
X* =  X => x £ X9 => X ~  x \

Si ahora x' f) * ¥* 0  y ® 6 fl x"f entonces x ~  a? y x ~  3% 
de donde, debido a la transitividad (iii) tenemos x* ~  xm y x' ~  x”. 
O sea, las distintas clases no se intersecan. J

Sea II =  [O un plano real con un sis lema de coordenadas rectangulares 
(cartesianas).

Tomando como propiedad de ~  la pertenencia de los puntos P, P 9 6 H 
a una recta horizontal, obtenemos, evidentemente, una relación de equivalencia

con clases do rectas horizontales (fig. 7). Las hipérbolas Tp (fig. 8 ) del tipo 
xy mn p >  of doterminan la relación de equivalencia en el campo 11+ cz n  
de los puntos P (x, y) con coordenadas x  >  0, y >  0. Estos ejemplos geomé
tricos, muestran en forma clara, que es cierta la siguiente afirmación.

Si se tiene alguna partición jt (X ) del conjunto X  en subconjuntos 
disjuntos Cxy entonces y los Cx serán clases de equivalencia por alguna 
relación de equivalencia ~ .

De hecho, según la condición cada elemento x £ X  ostá exacta
mente contenido en un subco junto Ca. Es suficiente considerar 
x ~  x* si, y sólo si, x y x' pertenecen a un mismo subconjunto Ca. 
Evidentemente, la relación ~  es reflexiva, simétrica y transitiva, 
o sea, es relación de equivalencia. Seguidamente, x  €_£<» a? =  Ca, 
por cuanto por definición de ^  tenemos la inclusión x a C a, y Ca cu 
<3 x se deduce de que distintos Ct no se intersecan de dos en dos. 
Por lo visto, n (X ) =  íi.. (X). |

3. Factorissación de las aplicaciones. En vista de la corresponden
cia mutuamonlo unívoca, establecida arriba, entre las relaciones de 
equivalencia y las particiones del conjunto X ; es usual designar 
con el símbolo X!  y llamar conjunto cociente S  respecto a ^  (oen 
relación a ~ ) , a la partición que cumple la relación de equivalen
cia La aplicación sobreyectiva

x

Fig. 7 Fig. 8

p : x <1>
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se llama aplicación natural (o proyección canónica) (le X  en el con
junto cociente X / ~ .

Sean X e Y  dos conjuntos y /: X -* Y  una aplicación. La rela
ción binaria Of:

xOfx* <5=> /  (x), /  (x') Vx, x9 6 X,

evidentemente, es reflexiva (/ (x) =  /  (x)), simétrica (/ (x') =  
=  /  (x) =*- /  (x) =  f  (x')) y transitiva ( / ( * ) = /  (x') y /  (x') =  
— /  (x") =>* /  (x) =  f  (x*))- De este modo, 0 1 es una relación de 
equivalencia en X. Las clases correspondientes de equivalencia x 
son estratos (preimágenos) en el sentido del ejercicio 5 del § 5. En 
otras palabras,

£ - { * ' !  /  (*') =  /  (*»-
La aplicación /: X - * y  induce la aplicacióu J A70, - * y ,

definida por la regla

o, lo que es lo mismo,
T ®  = / ( * ) . (2)

7p (*) =  f  <*), (2')
donde p es la aplicación natural (i). Como x ■= x9 o  /  (x) =  /  (x'), 
entonces la relación (2), que prefija /, no depende de la elección del 
representante x  de la clase x. En tales casos se dice que la definición /

x —
p 7

es cierta o correcta. El diagrama conmutativo describe claramente la 
factorizactón (descomposición)

i  =  T'P  (3)
de la aplicación /  en el producto de la aplicación sobreyecliva p 
por la aplicación inyectiva /. La inyectividad de /  se deduce de que,

7 (*i) = 7  (*,) «*■ f  fo) =  i  (*») *i “  xt .
La biyectividad de /  equivale a la sobreyectividad de /. Observemos, 
que si / ':  X/Of os otra aplicación, para la cual se cumple lo 
relación (3):_ f p  =  /, entonces, de /'' (x) =  f  (px) =  (/'/>) x =  
=  /  (x) = 7  (x) (véase (2)), sigue de hecho la igualdad / ' ■= /. Por 
lo visto, la aplicación /, que hace conmutativo al diagrama trian
gular indicado arriba, es única.
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4. Conjuntos ordenados. Se llama ordenación del conjunto X 
(u ordenen X), la relación binaria ^  on X, que tiene las propiedades 
de reflexión (x ^  x), antisimetría (si x y e y <  x, entonces 
x — y) y traiisítmdad (si x y e y ^  z, onlonces x  ^  z). Cuando 
x  ^  y y x =£ y se oscribe x <  3/. En lugar de x <  y se usa también 
la notación y >  x. El par de elementos x, x' € X puede no encon
trarse en rolación Sin ombargo, si o para cada

par do elementos do X, onlonces X se denomina conjunto linealmenle 
ordenado (o conjunto completamente ordenado, cadena, etc.). En un 
caso general se hace referencia a un orden parcial en X.

Él conjunto X =  ^  (S) de los subconjuntos del conjunto S 
(véase el ejercicio 4 del § 5) con relaciones comunes de inclusión 
R cr T entre los subconjuntos, y también el conjunto N de núme
ros naturales con la relación d | n (n se divide por d), son ejemplos 
de conjuntos parcialmente ordenados.

Sea X  un conjunto parcialmente ordenado cualquiera, x  e y 
sus elementos. Se dice, que y cubre a x, si x <  y y no existe ningún z 
tal que x  ■< z •< y. En caso que Card X  <  0 0 , x <  y si, y sólo si, 
se halla una sucesión do elementos x — xx, x*, . . xn~i, Zn =¡h 
en la cual x í+l cubre a (en otras palabras: esta es también la con
dición necesaria para que x e y sean comparables). El concepto de 
cobertura es cómodo para la representación de un conjunto finito 
parcialmente ordenado X, por un diagrama plano. Los elementos 
del conjunto X  se representan con puntos. Si y cubre a x, entonces 
jy se coloca por encima de x, y x se une con y por medio de un seg
mento de recta. La comparabilidad entro y y x se indica por una línea 
quebrada «en descenso», que uno a y con x, pudiendo haber varias 
líneas quebradas. Las x e y no comparables no se unen. En dos de los 
diagramas presentados (véase la fig. 9) se han trazado «segmentos» 
de la serie natural do números y oí conjunto ^  ({a, ó, <?}) (N es un 
conjunto natural Jinealmente ordenado, y ol ordenamiento en (S) 
fue introducido antes).

Se llama elemento mayor n, de un conjunto parcialmente orde
nado X a n £ X tal que x ^  n para todo x 6 X; y elemento máximo
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m £ X y al que, cumpliendo coa m ^  x  g X, hace x =  m. El ele
mento mayor es siempre máximo, pero no viceversa. Puede haber 
muchos elementos máximos, pero el elemento mayor, si existe, está 
determinado unívocamente. Las mismas observaciones se refieren 
a los elementos menor y mínimo. En ja fig. 9, los dos diagramas de la 
izquierda tienen elementos mayor y menor. En el diagrama de la 
derecha hay tres elementos máximos, un menor, pero no existe ele
mento mayor.

La teoría de los sistemas algebraicos parcialmente ordenados 
(álgebra de Boole, retículos), saturada de resultados sustanciales, 
ocupa un lugar importante en el álgebra, pero no tenemos posibili
dades de referirnos a ella. Este parágrafo porsigue un fin modesto: 
presentar al lector otra relación binaria natural, y darle una idea 
acerca de los diagramas, que ayudarán en el futuro a comprender 
la posición mutua de los subgrupos en los grupos o, digamos, la 
disposición de los subcampos en los campos.

EJERCICIOS
1. Mostrar, que el conjunto cociente (R.V~ que so obtiene del dibujo goo- 

métrico de la fig. 7, y cualquier recta 1, que corta al ojo Ox, se encuentran en 
correspondencia biyectiva.

2. Hacer P (x, y) ~  P (x \ y*) para los puntos de coordonadas reales del 
plano R* exactamente, cuando x* — x £ 2 o y* — y € 7..

Demostrar, que ~  es relación do equivalencia y que el conjunto cociente 
R*/~ geométricamente se Ilustra por los puntos on el torso (superficies de «con
torno»; véase la fig. 10).

3. MostraT que los conjuntos de dos, tres y cuatro elementos, tienen, respec
tivamente, 2, 5 y 15 conjuntos cocientes distintos.

4. Sea ~  una relación de equivalencia en el conjunto X, y /: X  -*■ 7  una 
aplicación para la quo x  ~  x* =£ /  (jr)= f {x '). Mostrar que esta condición 
de compatibilidad de /  con — (más débil que la considerada en ol punto 2) per
mite determinar correctamente la aplicación inducida ] : x  (x), de X !~  
en Y  y que lleva a la íactorizución /  — ?•/>, pero? ya no sorá necesariamente 
inyectiva. ¿A qué Be reduce la condición de inyectividad de /?

5 . Trazar Toa diagramas de los conjuntos parcialmente ordenados: 
1) ;P ({a, 6, Cy d}); 2) conjunto do todos los divisores del número entero 24 
(las relaciones de ordenamiento están indicadas en el texto).

(0,1)1--------

Fig, 10

4 -03D 2
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§ 7. PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA

Se considera que nos os conocido el conjunto N == {1, 2, 3, . . .} 
de todos Jos uúmeros naturales (enteros positivos). De hecho, como 
punto de partida para el estudio de N sirve la axiomática de Peano 
(1858—1932). De sus tres axiomas (que no exponemos) surgen las 
propiedades de suma, multiplicación y ordenamiento lineal (véase 
el punto 4 del § 6) de los números naturales o, más exactamente, 
del sistema N (J {0}. fin particular, se demuestra esta afirmación 
que es intuitivamente clara: en cada conjunto no vacío S czH hay 
un elemento menor, o soa, un número natural $ £ S más pequeño 
que los demás números en S. Teniendo en cuenta esta afirmación 
de los axiomas de Peano se extrae el siguiente

p r i n c i p i o  d e  i n d u c c i ó n - Supongamos, que para cada n 6  N tene
mos alguna afirmación M (n). Supongamos también que disponemos 
de una regla que nos permite establecer la veracidad de M  (1) para un l 
dadoy con la condición de que M (fe) es cierto para todo k <Z l (en parti
cular se sobreentiende que podemos verificar la veracidad de M  (1). 
EnlonceSy M (n) es cierto para todo n 6

De hecho, admitamos que ol subconjunto
S =  {s | 5 6 N, M (s) inexacto) c: N

no es vacío. De acuerdo a lo antedicho, S  contiene ol elemento 
menor s0. Entonces, la afirmación NI (s0) es falsa, y M (s) es verda
dera para cada s <  V  Esto, sin embargo, contradice nuestra supuesta 
capacidad para demostrar la veracidad de M  (ff0). |

No es éste el lugar para una discusión profunda del principio 
de inducción matemática. Nos limitaremos a obsorvar que él refleja, 
por así decir, la esencia de la serie natural, y el conocimiento de 
esta última no conduce a algo quo sea fundamentalmente más sen
cillo.

Cabe prestar atención a otra circunstancia más. Precisamente, 
un momento indispensa Ido en la «demostración por el método ele 
inducción completa», resulta el establecimiento de la base de la 
inducción, o sea, la comprobación de que la propiedad o la afirma
ción es cumplida pnrn n pequeños. Sin esta comprobación se puede* 
llegar a conclusiones arbitrarias del tipo «todos los estudiantes son 
de igual estatura». Veamos el razonamiento. El conjunto vacío de 
estudiantos y cJ conjunto de un estudiante aparte tienen esta pro
piedad. Formulamos el presupuesto de inducción, que esta propiedad 
la tiene cualquier conjunto de \n estudiantes. En el conjunto de 
ti 4- 1 estudiantes, los primeros n y los últimos n son de igual esta
tura por presupuesto de inducción. Estos conjuntos se intersecan con 
el subconjunto de n — 1 estudiantes, también do igual estatura. 
Esto significa que todos los n +  1 estudiantes son do igual estatura. 
De hecho, la primera afirmación de contenido se refería a un con-
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junto de cualesquiera dos estudiantes» pero aquí precisamente resulta 
esto falso. ¿Qué longitud debe tener la fundnmentación (la base) de 
la inducción? Frecuentemente esto queda claro de la demostración. 
En nuestro ejemplo elemental, lo importante es Ja condición de 
que la intersección de dos conjuntos no resulte un conjunto vacío, 
o sea, el cumplimiento de la desigualdad n — 1 ^  i, de donde 

2 .
En situaciones más complejas, en especial cuando hay que definir 

o construir un objeto por inducción, con ayuda de relaciones de 
recurrenpia (como nos proponemos construir determinantes de las 
matrices, en el capítulo 3), hay que prestar especial atención a la 
base de la inducción. Por otra parte, no se puede caer en el otro extre
mo: convencidos de la veracidad de M (k) para todos los k de un seg
mento suficientemente largo i ^  k ^  / de la serie natural, concluir 
sin fundamento la veracidad de M  (») para todo n £ N (lo que es, 
la denominada inducción incompleta).

He aquí dos ejemplos desalentadores.
1. P. Fermat suponía que todos los números del tipo Fn =  2-*n •+• 1, 

n =  0, 1, . . .  (números de Fermat) eran primos. Los primeros cinco números 
de Fermat son primos, paro para Fh Euler bailó la descomposición Fs «  
-= 4 294 967 297 — 641 *6 100 417. Los esfuerzos actuales para obtener, con 
ayuda de las novísimas computadoras, aunque sea sólo un nuevo número de 
Fermat, hasta ahora no han Icnido éxito. Uno de los últimos «propesos» en 
este sentido, ha sido la comprobación de que se divide por 5-z1WT ■+• 1 .

2. La investigación de los números del tipo n* — n +  41 cuando n =  
=  1, 2, . . ., 40 (o sea, del polinomio propuesto por Euler), es capaz de hacer
nos pensar que estos números son primos para cualquier n (acerca de los números 
primos véase § 8). Sin embaTgo, 41a — 41 -+ 41 — 41 *.

Ejemplos de este género, pueden brindarse en cantidad.

En los razonamientos por inducción, a veces lo más importante 
es darle la forma debida a la afirmación que se demuestra. Suponga
mos que hay que hallar la suma

Ph (rt) =  i h +  2* +  3* -j- • « . (ti — 1)* -f- nh\ k =  1, 2, 3,
El problema se facilita considerablemente, cuando a Ud. le dicen 
que ln presunta respuesta está contenida en las expresiones:

/>,(») =  p ^ - ] \

Si bien a p x (n) no es difícil llegar a pensarlo (lo que hizo Gauss 
a temprana edad), las formas p 8 (n) y p 3 (n) ya no son tan triviales, 
y la relación

Pi («) +  Pi («) =  2 [■" '”2+ l) ]*

en general habría que haberla buscado por algún plan determinado. 
En el caso dado, se puede indicar este plan, pero no es ésta la cuestión.
4*



52 FUENTES DEL ALGEBRA [CAP. 1

Para la fundnmentación de todas las relaciones indicadas arriba, 
es necesario realizar el paso de inducción de n a n +  1 por cálculos 
directos. Dejamos esto al lector, en calidad de ejercicio útil.

A propósito, en éste ejercicio sirve la denominada fórmula bino- 
mlal

(o +  6)n =  aM+ (  +  (1)

Aquí a y b son números arbitrarios, y el coeficiente binomial ( y )  
del término tiene la forma

/ n \ _  n\ n (n— i) . . .  (n— fc-M) /o\
\ k ) Al(n—*)1 k(k — t) . ..  21 # V ;

Es útil completar (2) con la convención de que 0! =  1 y de que
=  0 cuando Ar <  0. Observemos también que.

(propiedad de simetría de los coeficientes binomiales).
La fórmula (1) os cierta para n =  1, 2, evidentemente, y noso

tros demostraremos por inducción que os cierta para n. Contando con 
su legitimidad para todos los índices ^/2, multiplicamos ambas par
tes de la relación (1) por a +  b, Obtenemos
{a  +  b )n+i =  {a +  b)n {a  +  b ) = i

-  a" (« +  b) +  . . .  +  ( l  ) «-*6» (a +  b) + . . .  +  bn (a + b) =

- a n+» + a « ¿ +  ( j t l j ) an«-*6*-‘+  an*'-hbh +

+  ( * ) «"♦»-*** +  ( " ) an-kbk*i + . . .  + abn +  V'*K

La reducción de los miembros semejantes muestra que, el coeficiente 
del término an+l~*ó* será

( * — 1 ) ^ * (  * ) ~ { k —  — +  fcl (n— k)l “

______*1____________f  !_+ _L(k—1)1 (»—*)l L n—fc+1 ^  *
ni n-H 1_____(w-H)l / nH-1 \

“  (k— l ) l ( n — fc)l ‘ * ( n — k + i )  ~~ +  *)1 le ) *

o sea, un coeficiente binomial del tipo (2 )  c o d  el índico superior 
aumentado on una unidad. Por eso mismo, la veracidad de la fór
mula (1) queda demostrada para todo n ¿ N.

Si se escribo
(a -h b)n — (a -t- 6) (a -f &) • . . (a 4- ó),
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adjudicando a cada factor del segundo miembro, números de 1 a n9 
y examinar aquellos subconjuntos de números 1 2^ C  C  . . .  
. . .  <  lk ^  n, que al ser multiplicados responden al término

entonces llegaremos a la conclusión, que ) no es otra 
cosa que el número de todos los subconjuntos de potencia k^ de un con
junto de n elementos. El número, un poco pasado de moda, C* =  ( y )
de combinaciones de n sobre A, en esencia expresa lo mismo.

En particular, la potencia del conjunto ({v  . . ., sft}) (véase
el ejercicio 4 del § 5) es igual »(<>) +  ( " )  +  +
-f  ̂* j . Pero, suponiendo que a — b =  1 en Ja fórmula (1), obtene
mos

De este modo, Card & (fo, s2, . . sn}) =  2n.
La demostración do un teoiema o la construcción do un objeto, a veces ee 

cómodo hacerlas apoyándose en formas más complejas de inducción. Por ejemplo, 
el principio de «inducción doble» consiste en lo siguiente: sea que dos números 
naturales cualesquiera m y n responden a alguna afirmación Y (m, n), y al miamo 
tiempo: (i) Y  (m, 1) y Y  (1, n) se cumplen para todos los m y n; (ii) ai Y (A — i , J) 
e Y (*, l — 1) son ciertas, entonces Y (A, l) también es cierta (equivalentemente: 
(ii)' si Y  (k \ V) es cierta paTa todos los k* <  ft, V <  i, k  -J- V <  k +  1, 
entonces Y (A, J) es también cierta). Entonces, la afirmación Y (/», /t) es cierta 
para todos los números naturales m y n.

§ 8 . ARITMETICA DE NUMEROS ENTEROS

Es tarea de este parágrafo la suscinta descripción de las propie
dades más sencillas de divisibilidad de los números enteros, a las 
que, por distintos motivos, resultará cómodo hacer referencia más 
adelante. En el capítulo 5 se expondrán hechos complementarios, 
debido a que la teoría de Ja divisibilidad se lleva a un sistema alge
braico más general.

1. Teorema fundamental de la aritmética. El número entero s 
se llama divisor (o multiplicador) del número entero n, si n — $t 
para algún t 6 Z. A su vez, n se llama múltiplo de s. La divisibili
dad de n por s se indica con el símbolo s | n, y a la indivisibilidad 
con el símbolo n / La divisibilidad es una relación transitiva
en 1. Si, sucesivamente m \ n y n | my entonces n =  1fcw, y los 
números enteros m y n se llaman asociados. El número entero p, 
cuyos únicos divisores son los números ± p , ¡fcl (divisores incompa
tibles), se llama primo. Habitualmente, en calidad de primos, se 
toman los números primos positivos > 1 .

El rol fundamental de los números primos es puesto en claro por 
el denominado
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t e o r e m a  f u n d a m e n t a l  d e  l a  a r it m é t ic a . Cada número entero 
positivo n 1 puede ser escrito en forma de un producto de números 
primos: n =  pxp t . . . pH. Esta escritura es única con exactitud hasta 
el orden de los multiplicadores.

Uniendo multiplicadores primos iguales y modificando sus 
notaciones, obtenomos una expresión de n de forma n — P%'P\1 . . • 
. . . B; >  0, 1 ^  i ^  k. Para cualquier número racional a 
=  n/m ¿ O. tiene lugar una descomposición análoga, pero con expo
líenles e¿ tanto positivos como negativos. Observemos, que el con
junto

P =  {2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .}

de todos los números primos, es infinito (teorema de Euclides). Por 
cierto, si sólo existiera una cantidad finita de números primos, 
digamos p,, p2, . . p M entonces, de acuerdo al teorema funda
mental, el número c =  pipl . . . / ? *  +  ! sería divisible, por lo 
menos, por uno de losp*. Sin limitación de comunidad consideramos 
a c =  pLc \  Entonces, p (c' =* p 2 . . .  p¡) =  1, y esto es imposible, 
por cuanto en Z divisores de la unidad son solamente ± 1 . J

La demostración del teorema fundamental se pospone basta el cap. 5. 
A primera vista, en general no hace falta demostrarlo, por lo evidente que parece. 
Entretanto, aun cuando se trata de las propiedades multiplicativas (propiedades 
divisivas) de los números enteros, no se puede demostrar el teorema principal 
sin efectuar a un mismo tiempo operaciones de multiplicación y do suma en Z. 
En calidad ilustrativa de osta afirmación, examinemos en N al subconjunto 
S  =  {4* 4 -  l | * =  0, i ,  2 , . . El escoriado respecto al producto: (4*1+ 1)X 
X (4kt +  1) 4*3 -h 1. Por inducción, sobre n £ S, no es difícil establecer la
existencia de una descomposición (primera parte del teorema fundamonlal) 
n =  qx . . .  q¡, donde qf son elementos de S que ya no pueden ser descompuestos. 
Los denominamos números cuasi primos. Escribamos algunos de estos números: 
5, 9, 13, 17, 21, 49. La segunda paTte del teorema fundamental para el sistema S 
no es cierta, por cuanto, por ejemplo, el número 441 é $ tiene dos descomposi
ciones esencialmente distintas en productos de números cunsipriraoet

441 =  9*49 =  21*.

2. M.e.d. y m.c.m. en £. Dos números enteros cualesquiera 
n y wi, pueden escribirse en formo de producto de los mismos números 
primos

n = ±p%'p%> . . .  m = ±p^pl>  . . .

si se acuerda en admitir a los exponentes ñutos (como siempre con
siderando a pt =* 1). Pongamos en consideración dos números enteros

m .e .d . (n, n i)-p \ip l*  . . .  m .c.m . (n , m) = p\'p\* . . .  />**,
( 1 )
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donde Vj =» min (ai, p<), Ó* =  max (ai, (3¿), ¿ = 1 , 2 ,  . . ., k. Como 
d | n o  d =  ztp?‘ . . . O ^ a í ^ a j ,  entonces, de las relaciones 
determinantes (1) se deducen las siguientes afirmaciones:

(i) m.c.d. (n, m) | rt, m.c.d. (nt m) | m, y si d | n, d | m, enton
ces d | m.c.d. (n, nt).

(ii) n | m.c.m. (n, w), ni | m.c.m. («, m), y si n 1 u, m | u. 
entonces m.c.m. (n, m) | u.
Las propiedades (i) y (ii) justifican la simbolización reducida del 
máximo común divisor (m.c.d.) y del mínimo común múltiplo 
(m.c.m.) de los números enteros n, m. Para n >  0, m >  0 se cumple 
la relación

m.c.d. (n, w)» m.c.d. (n, m) =  nm. (2)
Los números enteros n , m se llaman primos entre sí, cuando 
m.c.d. (n, m) =  1. En esle caso, la relación (2) toma la forma 
m.c.d. (n, ni) =  nm.

3. Algoritmo de división en Z. Dados o, 6 6 Z, b >  0, siempre 
se hallarán r g Z tales que,

a =  í>í -(- r, 0 ^  r <  ó
(s¿ considerar sólo los b 0, entonces se cumplirá la desigualdad
0 < r <  | ó |).

Efectivamente, el conjunto S =  {a — bs | s g a — ^  0},
es, evidentemente, no vacío (por ejemplo, a — b (- -a2) >  0). Así 
que S  contiene un elemento menor; designémoslo r = a — bq. 
Por condición r >  0. Suponiendo que r >  b, obtendríamos el ele
mento r — b =  a — b (q 4- 1) g £, menor que r. Esta contradicción 
sólo se resuelve cuando ; C  b. |

Esle sencillo razonamiento, llevado a cabo, da también la pres
cripción (el algoritmo) para hallar al cociente b y  al resto r en un núme
ro finito de pasos. Él algoritmo de división en Z se omplea para 
otra definición del m.c.d., y, 011 consecuencia, del m.c.m., si se 
toma en consideración la relación (2).

Precisamente, dados los números enteros n, m, conjuntamente 
no nulos, admitamos que

J  =  (nu -r mv | i¿, v g £}. (3)
Elegimos en J  el menor elemento positivo d =  nu0 j- mv0. Utili
zando el algoritmo de división, escribimos n =  dq /*, 0 ^  r <  d. 
Habiendo elegido d, la inclusión
r — 71 — dq = n — («u0 +  mu0) q =  n (1 — Uqq) |- m (—v0q) g J

lleva a la igualdad r =  0. Así qued | n. Análogamente, se demuestra 
que d | m. Sea ahora d' un divisor cualquiera de los números n y m. 
Entonces

d' | n, d’ | m =3- d1 \ nu0t d* | niv0 d ' | (nu0 -j- nwQ) =>- d* | d.
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Así, U posee todas las propiedades del máximo común divisor, y por 
eso d — m.c.d. (nf m). Llegamos a la siguiente afirmación.

El máximo común divisor de dos números enteros n, m, que no se 
anulan conjuntamente, siempre se escribe de la forma siguiente

m.c.d. (n, m) =  nu -f mi>; ut v 6 Z. (4)
En particular, los números enteros n, m , son primos entre sí cuando♦ 
y sólo cuandoy

nu 4- mv =  1 (4')
para, algunos w, v £ %. |

Fue comprobado, que la condición de primos entre sí de n, m 
lleva a la relación (4'). Por lo contrario, si n, m son tales, que tiene 
Jugar (4'), entonces d \ ny d | m =>■ d | nu, d \ nw**- d \ (nu ■+• 
4  mv) =*- ¿ | 1 d — ±1 .

La demostración de las relaciones (4) y (4') es suficientemente 
efectiva. Es necesario tomar cualquier elemento positivo del con
junto /  (véase (3)), y luego disminuirlo con ayuda del algoritmo 
de división, hasta que so obtiene el menor elemento, el que será 
el máximo común divisor.

EJERCICIOS
1. Cada número primo tiene la forma do 4/e 4- 1 o de Ak — 1 . Utilizando 

la multiplicidad del conjunto S dado en el punto 1, demostrar que el conjunto 
de loa números primos de la forma 4/c — 1 , es infinito. (Indicación. Para cual
quier n natural, 4 nf — L tiene por lo monos un divisor primo p do la forma 
4A -  1 , además, p >  n).

2. Demostrar, que existen infinitarnonto muchos números primos de la
forma 4* 4  1, basándose en la siguiente afirmación no trivial (véase el punto 1, 
§ 2, cap. 9). Si n, m 6 2, el m.c.d. (n, m) — 1, y, si p es un número primo, 
que divide a 4  *na. entonces p — \k  4- 1. {Indicación. Hacer n ** 2 y m «■ 
=  PiPs * • • P5» donde pí% son números primos de La forma p¡ =  4ki 4*
4  L distintos entre sí. Entonces, cada divisor primo p del nú moro impar n1 +  
4 «i* tiene la forma 4A-M» y, adornas, p no pertenece at conjunto (pj, p#, . . .  
- . />*))•

3. Si el número natural n se divido exactamente en r números primos distin
tos P |, . . ., pn  entonces, la cantidad do números inenoros que n y primos 
entro sí de n, es igual a

. . .  ( i - J - ) .

La función <p •' f\J 4  so llama función do Euler. Probar la voracidad de la 
fórmula para los valores de q> (n), con n ^  25 y con n =  pm (véase también 
el punto 4, § 1, cap. 0).

4. Utiliznndo la fórmula binoinial, demostrar por inducción sobre n, 
que, si p es un número primo, entonces nV ~  n se divide p o t  p para cualquier 
n £ Z. (Indicación. En oaso de fracaso, so recomienda dirigirse al § 4 del cap. 4, 
que contiene una demostración, con el uso de «elevadas* reflexiones).



Capítulo 2

ESPACIOS LINEALES ARITMÉTICOS.
MATRICES

Las matrices rectangulares, introducidas en el § 3 del cap. 1, 
se emplean tan frecuentemente, que con el tiempo apareció una 
parte independiente de las matemáticas, la teoría de matrices. Su 
proceso de formación tiene lugar hacia mediados del siglo pasado, 
pero su plenitud y elegancia Tas adquiere más tarde, junto con el 
desarrollo del álgebra lineal. Plasta ahora, la teoría de matrices 
continúa siendo un instrumento importante de investigación, bien 
apropiado a las necesidades prácticas y a las construcciones abstrac
tas de las matemáticas modernas. Aquí serán expuestos los resulta
dos más sencillos de la teoría de matrices.

El título del capítulo, probablemente, da Jugar a la ilusión de 
que la descripción de objetos puramente algebraicos nos disponemos 
a cargarlos sobre los hombros de la geometría. En lo práctica, sólo 
se trata de expresar cómoda y económicamente las propiedades de 
las matrices y las soluciones de los sistemas lineales en un idioma 
adoptado de la geometría. Los conceptos de espacio, vector, depen
dencia lineal, rango de un sistema, etc., que son acepto dos por 
todos, se desarrollan exactamente en tanto, en cuanto son necesarios 
para nuestros fines inmediatos. A la intuición geométrica se le 
reserva un papel más honroso en otros cursos.

A propósito, los espacios lineales nos serán también necesarios 
para que sea posible hablar acerca de las aplicaciones lineales, de 
las cuales las matrices son satélites. Precisamente, Ja composición 
de aplicaciones (véase el punto 2, § 4, cap. 1) lleva por el camino más 
naturol a la compresión del producto de matrices.

§ 1. ESPACIOS LINEALES ARITMETICOS

1. Argumentación. En relación con los sistemas de ecuaciones 
lineales, tuvimos que examinar filas de largo n% en las cuales se 
introducía distinto sentido. Eran filas (a^, ai2> . . ., uin)y 1 ^  i ^  
<  m, de la matriz A — (atj) de dimensiones m x n% y de la solución 
(xj, x¡, . . ., xñ) del sistema lineal con la matriz A.  La reducción, en 
el § 3 del cap. 1, del sistema o de la matriz a una forma escalonada, 
incluía, además do una transformación elemental del tipo (1), dos 
actos importantes: multiplicación de una fila por un número, y la 
suma de dos filas. Las mismas operaciones pueden llevarse a cabo con 
las soluciones de un sistema lineal homogéneo. Efectivamente, si 
(xí, Xp . . ., xñ) y (x¡, x¡¡, . . ., xñ) sou dos soluciones del sistema 
anxi 4" 2 *+•••• 4* <*inxn ™ 0, i *  1, 2, . . ., m, y a, dos
números reales cualesquiera, entoncos, la fila

(otrj -r <zx't -+• px¡, 0JQ
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también será solución de nuestro sistema:
Jtit (ax\ 4- +  ait (ax2 +  pz¡) +  . . . 4- &in fam  4- P*ñ) =■

=  a  («íiXj +  4- • • • 4* tt|nañ) 4-
+  P “I" at2?i +  * • • +  =** 0

Por otra parte, cualquier fila, independientemente de lo que 
exprese, es elemento dei conjunto «universal» Hn, potencia n-ésima 
del conjunto IR de los números reales. Por eso, es deseable estudiar 
un objeto general, cuyas propiedades se transfirieran automática
mente a las matrices y a las soluciones de los sistemas homogéneos.

2. Definiciones fundamentales. Sea n, un número natural dado. 
Se denomina espacio lineal aritmético de dimensión n sobre ift, al 
conjunto IRn (los vectores-filas o, sencillamente, los vectores, son 
los elementos del mismo), considerado junto con las operaciones 
de suma de vectores y multiplicación de vectores por escalares (núme
ros reales). Los escalares se designan con letras minúsculas del alfa
beto griego o del latino, y los vectores con letras latinas mayúsculas, 
como las matrices. En esencia, el vector X  =  (xx, x2, . . . »  x„) se 
puede considerar como una matriz de 1 x n dimensiones. Sea Y  
=  (yt, y2, . . pn) otro vector, y X un escalar. Por definición

X  4 - Y  =  (xx +  ? i, x % 4 - y2, . . +  Vn)*
XX  =  (Xxu Xx2t • • .» ta:n).

El vector uulo (0, 0, . . ., 0), en adelante se indica con ol sím
bolo corriente del cero, 0. Es más, a Rl se acostumbra a identifi
carlo con ft*

Las reglas formales de operaciones con los números reales, seguramente 
son conocidas por el lector, y so trasladan al Rn. La enumeración do Ias mismas, 
aunque aburridora, da una idea exacta sobre que dobo entenderse como ospacio 
vectorial abstracto, que se estudia en un curso posterior do álgebra Lineal y geo
metría:

Jin t: X 4* Y =  Y  4- X, para cualesquiera vectores X, Y  € f t n (ley con
mutativa);

JITIa: (X 4- Y) -f Z =  X  4- (V 4- Z), para tres vectores cualesquiera X , Y t 
Z  € Rn (ley asociativa);

J1I13: Existe un vector especial (nulo) 0 tal, que X - f  0 *  X para todo
X  6  Rn;

J i n 4 : a cada X  € f ín le corresponde un vector opuesto (o contrario) — X  íaZ,
que

X  4- (- X ) -  0;

J U L :  I X  =  X para lodo X  6 &n i
Jlfl*: (afl) X  =  a  (0X) para todos los a , 0 € X 6  Rn;
JIÍI7 : (a 4 - 0) X =  aX  4 “ 0X (distributividad en relación con los escalares);
Jlflj: a  (X -r  Y) «■ aX  -+■ ctY (distributividad en relación con los vectores).

La unicidad de los vectores 0 y — A, sobre las que se habla en J/773 y en JÍTl^ 
al igual que otros corolarios simples de las reglas indicadas (o axiomas, si se 
tiene en consideración el espacio vectorial abstracto), no vamos a deducirlas, 
considerándolas suficientemente transparentes.
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Llamamos a |RW espacio de dimensión n, pero el propio concepto 
de dimensión adquiero sentido sólo ai final de parágrafo, luego de 
una pequeña preparación. £1 origen del término «espacio lineal» 
se explica en el curso de geometría analítica, donde se establece 
la correspondencia biunívoca entre los puntos (vectores) del espacio, 
el plano cartesiano y sus coordenadas (x, y). La suma de vectores 
por la regla del paralelogramo, y la multiplicación de ellos por un 
número corresponden, precisamente, a las operaciones con vectores- 
filas en ft2.

Juntamente con el espacio lineal de vectores-filas (x,, xa, . . . 
. . xn) de longitud ny so considera también el espacio lineal arit
mético de vectores-columnas de altura n

X\
x-l l t̂» • • •»

xn
como convinimos on expresarlos en el $ 3 del cap. 1. Se comprende, 
que la diferencia entre ellos es puramente convencional, pero pronto 
nos convenceremos de que es útil disponer de ambas variantes del 
espacio aritmético. Del contexto, habitualmente, queda claro sobre 
qué vectores, filas o columnas se trata, por eso no se introduce nin
guna simbólica especial.

Sea V un subconjuuto no vacío en Rn. Llamaremos a V subespacio 
lineal *) en Rn, si

X, Y 6 V => aX  +  py 6 V (1)
para todas los a, p £ IR* En particular, el vector nulo siempre está 
contenido en V. Digamos, la agrupación do todos los vectores-filas 
(«i, . . ., xn_lt 0) con el componente x„ 0, e0 un subespacio; es 
admitido identificarlo con Rn“l. Tenemos una cadcnita, como se 
suele docir, de subespacios dispuestos canónica mente

0 c  R ci (R2 c . . . c  R"-1 c: R".
Las soluciones de la ecuación homogénea x, -j- -h . . . -h xn — 0 
componen un subespacio en !Rn, n 1, distinto de cero y de todo 
el espacio iRn. Más abajo se dan otros ejemplos.

3. Combinaciones lineales. Envoltura lineal. Sean X,, X2 . . . 
. . Xft, vectores del espacio lineal aritmético ftn, y a,, a a, . . .  
. . ., a*, escalares. El vector X =* a 2X2 +  . . . 4- akXh
se llama combinación lineal de los vectores X¡ con coeficientes a*. 
Por ejemplo, (2. 3, 5, 5) - 3  (1, 1, 1, 1) +  2 (i, 0, —t, -1 )  =  
=  (1, 0, 0, 0). Soa, puos, Y  =  p1Xl -f- P*X2 -f . • • 4- PftXft una 
combinación lineal de los mismos vectores X ( con coeficientes p*,

•) Esla definición hasta ahora iione un aspecto no muy satisfactorio, pero 
a final del parágrafo diremos alguuas palabra? on su defensa
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y a ,  P 6 R« Entonces
ctX 4~ pY =  a (otjA, -p a 2X2 -f . . . +  ccitX h) 4-

r P (Pi-Yi +  PtX2 r  Pí<A\) =
=  (actj +  PPi) X\ t  (aaa -j- PP2) X3 +  . . . 4- (aa* -+* PPO Xk 

de nuevo hay una combinación lineal de los vectores X f con coefi
cientes oca i +  pp¡. Vemos que el conjunto de todas las combinaciones 
lineales del sistema dado de vectores Xj, X2> . . X^.esun subespacio 
lineal en Y*. Habí tu ulmén te se representa con el símbolo <Xlf 
X 2% . . X*> y se denomina envoltura lineal del sistema de vectores
Xlt X2, . . ., X k. Se dice también, que el espacio (Xlt X8, . . .
. . ., X h) cubre a Xlt X2, . . . » X* o está engendrado por el sistema 
do vectores X,, X 2l . . X k.

S cOY* se puede definir como la envoltura lineal de cualquier 
suhconjunlo, comprendiendo como (S) ia agrupación de todas 
las combinaciones lineales de los sistemas finitos de vectores de S. 
Es claro que, si V es un subespacio en IR/1, entonces (V) ■* V: cual
quier combinación lineal de vectores de Y pertenecen a V. En parti
cular, S czV => (S) cz V, o sea, ia envoltura lineal de {S) se 
puedo definir como la intersección de todos los subespacios que con
tienen el conjunto dado de vectores S y de ft”:

(5) -  n v (2>sev
A primera vista no es evidente que, lo contenido en el segundo miem
bro de (2), una intersección f)Vr de alguna familia de semiespacios, 
resultará un subespacio. Pero si X, Y 6 f) Y* entonces X, Y  6 V 
para cada subespacio de V, que pertenece a esta familia. Esto signi
fica, que aX +  pY £ V para todas las a, p 6 fl, y esto da la inclu
sión necesaria aX H- pY 6 fl Y.

Por el contrario, la unión U U V do los subespacios ü y V% en general, 
no es un subcspacio, como lo muestra aunque más no sea ol ejemplo de los subes
pacios U =■ {(X, 0) | A 6 R }, V =  {(0 , A) ( A € ^.} en R*. Se llama envoltura 
lineal (C/ IM/ ) a la ¡turna de los subespacios U y V:

U -f V =  (U U V) »  (u -i- v | u 6 U, v 6 V).
Si V fl V *  0, entonces, so dice que la suma de U +  V es directa, y so escribe
U 0  V. Sea V =  V% 0  Vtt y X  =  Xt -r Xa — X\ -j- XJ, dos expresiones
del vector X i  V en forma de combinación lineal de los vectores Xif X't 6 V\ 
y X2, X2 £ t'*. Entonces tenemos Xj — X¡ =  X¡ — X t £ l̂ i fl IV y como 
l'i fl f'* =  0, entonces X t = X{. X 2 = XJ. Por el contrario, si la escritura
X — X] +  Xs, X/ 6 lrj, i =  i, 2, es única para cada vector X  £ V* entonces,
lo suma V »  k , -| \ \  es directa (dejamos esto en calidad de ejorcicio). En forma 
más general, la suma V do subespacios IV . . c k "  es denominada suma 
directa V =  h  ® . . . <S> si cada vector X £ V tiene expresión unívoca 
de la forma X — X, -|- . . . -|- Xh con X¡ £ IV 

EJEMPLO t. Examinemos dos conjuntos en fcn:
<(*b 0 ............0) 1 A| É R }

y
i r» — • • •» 0, ^ 4 .1 , . . ., An) | X¿ £ R ),
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O <  m, <  n. Se comprueba inmediatamente que 6rm, l'm sou subespacios en 
Rn, y además Üm +  Vm =  Rn y í/m 0 l'm *  0. Esto significa que R* — 
= C/m ® Vm.

ejemplo 2 Consideremos en Rn el llamado vtctor-fUa unitario 
Et «  (l, 0, . . ., 0), Et =  (0, 0)» . . ., £ n -  (0, 0, . . ). (3)

■Cada vector X  =  (zlt za, . . zn) so escribe unívocamente en forma X ™ 
-  +  xtEt -f- . . . +  Xn£R. Por eso

R" =  (^i> 0  (Et ) 0  . . .  0  <£„>.
Los vectores-columnas unitarios los designaremos con los símbolos
£(»i =  (1, 0 ...............0], £<■> =  [0. 1, . . 01............... £<»> =  10, 0, . . ., 11. (3 ')

4. Dependencia lineal. El sistema de vectores X:, . . ., Xft del 
espacio mn se llama linealmente dependiente, si existen k números 
&i' ct21 . . a*, que no sean simultáneamente nulos, y tales que

axXj  -h a aXs +  . . . +  =* 0 (4)
(el segundo miembro es un vector nulo). Diremos también que la 
dependencia lineal (4) es no trivial. Pero, si cc1Xl 4- a aXa +  . . . 
. . .  4- akXh =  0 => a x =  a a — . . .  — a* =  0, entonces los vec
tores Xlf Xa, . . X k se denominan Unealmente independientes.

El ejemplo 2 del punto 3 muestra que lo vectores unitarios 
Eu E%% . . ., En son linealmente independientes.

Un vector X  =£ 0, evidentemente, es siempre lincalmente inde
pendiente por cuanto XX =  0, X ^  0 X =  0. Luego, la propie
dad del sistema X1% . . ., Xk de ser linealmente independiente, de 
ningún modo está vinculada con el orden de Jos vectoros, puesto que 
los sumandos a*Xf de la igualdad (4) pueden sor permutados eu 
forma arbitraria.

teorema i. Tienen lugar las siguientes afirmaciones:
(i) un sistema de vectores {Xx, . . X*} con un subsistema lineal

mente dependiente, es linealmente dependiente;
(ii) cualquier parte de un sistema de vectores linealmente inde

pendiente {XlP . . . » X*}, es lineahnente independiente;
(iii) entre los vectores linealmente dependientes X l% . . ., X* por 

lo menos uno es combinación lineal de los restantes;
(iv) si uno de los vectores X l% . . ., X* se expresa linealmente por

medio de los restantes, entonces los vectores A\......... X k son lineal
mente dependientes;

(v) si los vectores XIf . . ., X* son linealmente independientes, 
y los vectores Xt, . . ., XA, X son linealmente dependientes, entonces X 
es una combinación lineal de los vectores ArL, . . X,t;

(vi) si los vectores X u . . ., X k son linealmente Independientes
y el vector X*+1 no puede ser expresado por medio de los mismos, entonces 
el sistema Xlt . . X*, Xfc+1 es Unealmente independiente.

demostración, (i) Sean, por ejemplo, los primeros s vectores 
Xlf . . X„ linealmente dependientes, o sea,

ctjXj • .  • -f- otsXt =  0,
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donde no todos los a t son nulos. Haciendo entonces a,+, =  . . . 
. . . =  a* = 0, obtenemos una dependencia lineal no trivial

4 • • • 4* CCaX* + «j.+tX.+x + . • . + CtfcXfc *= 0.
La afirmación (ii) se deduce inmediatamente de (i) (razonamiento 

por el contrario).
(iií) Sea, por ejemplo, a  * 0 en la relación (4). Entonces

<*»-! XA-I»

(iv) Sea, por ejemplo, X h =  P ^ j  -j- . . . 4* Pa-i-Xa-i- Haciendo 
«i =  Pi» • • .i a ft.i =  P*.„ a* «= — 1, llegamos a la relación (4) 
con el coeficiente ah =£ 0.

(v) La relación no trivial
Pi*i +  • • • 4- $kXk 4* PAr *= 0 

con p 0 brinda, en virtud de (iii) todo lo necesario. Si, no obstante, 
p — 0, entonces p, =  . . . =  Pa =  0, por cuanto Xly . . . » X* 
de acuerdo a las condiciones, son linealmenlc independientes.

La afirmación (vi) se deduce inmediatamente de (v). |
5. Base. Dimensión. Damos ahora una importante 
definición. Sea V un subespacio en Rn. El sistema de vectores 

X lt . . ., Xr 6 V se llama base para V (o en V), si es linealmente 
independiente y su envoltura lineal coincide con V:

« i ,  - • * r>  =  V.
De las definiciones de la base y de la envoltura lineal de un 

sistema de vectores, se deduce que cada vector X £ V se escribe de 
un modo único, en forma de X =  a,X, +  . . . 4- <trXr- Los coefi
cientes o ,̂ . . ., ar 6 Rn se denominan coordenadas del vector X  
en la base Xlf . . ., Xr.

Como hemos visto, los vectores unitarios linealmente indepen
dientes (3) engendran a Rn. Así que, {Elf E2, . . es la base
del espacio Rn. Pero esta base llamada estándar, está lejos de ser 
la única base en Rn. Por ejemplo, los vectores

£ ¡ - ^ 1 -  e 2,
£, =  Ei 4  4* £3» • • -i En =  Ei 4  E% 4- • • • 4- En

también conforman base en el espacio R" (compruebe esto cuida
dosamente). Por otro lado, hasta ahora no es claro, si cada subes
pacio lineal en Rn tiene base, y en caso de que sí, será constante la 
cantidad de vectores básicos o no. La respuesta a ambas preguntas 
resulta afirmativa. Nuestros razonamientos se basarán en el lema 
siguiente.

lema. Sean, V un subespacto en Rn con base Xlt . . Xri e 
y „  Y2, . . Y $ un sistema de vectores linealmente independientes 
pertenecientes a V. Entonces, s ^  r.
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demo6tracion. Como todo vector de V, y  i, . . . »  y ,  son com
binaciones linéalos de los vectores básicos. Sean

y  i =  f ln X , 4“ * j iX  j 4 ” • • • 4“ a T\ X ry 
y 2  -  * 1 2 - ^ 1  "i* ^ J l^ í  4" - • • 4 “ rt

y *  — al* X l “1" * 2 * ^ 2  4" • • • 4" *r«Xr»

donde a.ij son escalares (siendo coordenadas de los vectores Y Jy están 
determinados unívocamente, pero esto hasta ahora no es esencial 
para nosotros). Razonamos por el contrario. Supongamos que * >  r.

Formamos la combinación lineal de los vectores Y ¿  con los coe
ficientes de
X i Y i  +  XSY S «  4* *12*2 -h • • - -f Aj -f- . . .

• • • + (*rl*l +  *r2*2 + *r**ü) XF
y examinemos el sistema de r ecuaciones lineales con s incógnitas:

* u * i *n*a 4  . - - +  *is*< =  0,

*1-1*1 -h flr2j a 4- . . .  +  a„:r, =  0.
Como se supuso que s >  r, entonces es aplicable eJ corolario 2 del 

§ 3 del cap. 1, de acuerdo al cual, nuestro sistema tiene solución 
no nula (rrj, . . ., ^t). Llegamos a una dependencia lineal no 
trivial ajy, 4- *;yf +  . . .  +  *;y, =  o,
cuya existencia, sin embargo, contradice la condición del lema. 
Por consiguiente, $ ^  r. g

teorema 2. Cada subespacio V d  ltn posee una base finita. Todas 
las bases de un espacio lineal V constan de un misma número r ^ .n  
de vectores (este número se llama dimensión del espacio V y se expresa 
con el símbolo diwiR V, o sencillamente dim V).

demostración. Si V =  0, entonces no hay nada que demostrar. 
Consideramos que V 0. Sea que encontramos en V un sistema de 
vectores linealmente independiente, X,, . . ., X*. En calidad de 
Xj se puedo tomar cualquier vector no nulo de V. Si Ja envoltura 
lineal (X„ . . . »  X*) no coincide con V, entonces elegimos en V 
al vector Xh+1 $ <X,, . . .. X u). En otras palabras, X*+l no es una 
combinación lineal de los vectores Xv  . . X*. Según el teorema i
(vi), el sistema Xlt . . X ky Xfc+1 es linealmonte independiente. 
Podríamos continuar un proceso ilimitado de ampliación del sistema 
lineal independiente, pero todos sus vectores Xf están situados en 

3= (£’11 Ety . . ., ¿ n), y por el lema recicn demostrado, todo 
sistema íinealmente independiente en Rn contiene no más de n 
vectores. Así. pues, dado un cierto n natural, el sistema lineal
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independíenle X X9 . . . . ., X r £ V se vuelve maximal9 o sea,
obtenemos un sistema lineairaente dependiente X i9 . . X n X 9 
cualquiera que sea el vector X ^  0 de 7. Por el teorema 1 (v) ten
dremos la inclusión X  £ (Xl9 . . ., X r). Esto significa que 7  =- 
— (X¡, . . . .  X r)9 y los vectores X l, . . . .  X r componen la base 
para 7.

Supongamos ahora, que Y l% . . Y s es otra base para V. Por 
el lema tenemos la desigualdad s ^  r. Cambiando de lugar los sis
temas X l9 . . X r e Y lt . . ., Y st obtenemos, por el mismo lema, 
la desigualdad r .9. Así, s =  r y el teorema queda demostrado. J

Observemos ahora, aunque en esto no haya una necesidad impe
riosa, que todos nuestros razonamientos del mismo modo se refi
rieron tanto al aspado de las filas, como al espacio de las columnas.

Así, con cada subespacio lineal 7 en Rn se asocia un número 
«ntero positivo r ^  n9 al que hemos denominado dimensión 7: r =* 
=  dina 7. En particular, dim ftn =  n. Este importante parámetro 
numérico del espacio, se puede caracterizar de distintos modos 
(véanse los ejercicios). Una de las variantes para la determinación 
de la dimensión so basa en el concepto de rango de un sistema de vec
tores. Precisamente, si {Xlf X 2t . . .} es algún sistema de vectores, 
posiblemente infinito, en oí espacio lineal aritmético IRR, entonces, 
como sabemos, la dimensión de la envoltura lineal (Xl9 X 2, . . . > 
no es superior a n. Esta dimensión se denomina rango del sistema 
{Xl9 X »  . .

rank {Xlt X i9 . . .} — dim X t9 . .

Algunas palabras en defensa del término «subespacio lineal». 
Elegimos en el subespacio lineal 7  a  Ct” una base cualquiera 
X l9 . . ., X r. Entonces, X  a^Yt +  . . . +  (XrAr para cada X  £ 
6 7, y el conjunto 7 se encuentra en mutua correspondencia unívoca 
con el conjunto de todas las filas coordenados (a,, . . ., a r) de 
largo r (o de las columnas coordenadas lal9 , . a r] de altura r). 
Además, con esLn correspondencia, la combinación lineal de vectores 
pasa a sor combinación lineal de filas. Por lo visto, la elección de 
cualquier base en V nos permite interpretar a 7  como un espacio 
vectorial aritmético Ur. incluido de algún modo en Rn, con n ^  r.

EJERCICIOS
1. Sean 7 , Vx y 7 * subespaclos en r<", y al mismo tiempo 7  <= 7t +  7 f. 

¿Es siempre cierto quo 7 ^ 7 n 7 i + 7 n  7,? ¿Qn6 se puede decir acerca 
de esta relación en el caso particular en quo Vx c = 7 ?

2. Sea 7, un subespacio en Rn. Si 7 =  U ® W 09 una descomposición 
en una suma directa, entonces el subespacio W se llama suplemento de u , y Ut 
Suplemento de W on V. ¿El suplemento de U en 7, está determinado unívoca
mente? Comparar a W con el concepto conjunto teórico de suplemento V ^  U 
(véase el § 5 dei cap. 1).
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3. Mostrar, que los vectores Xj =  {l, 2, 3), X \ =  (3, 2. 1) son lineal* 
mente independíenles; examinar la envoltura lineal V =  CYiA't ); mostrar, 
que el vector A" — í—5, 2f 9) está contenido en V', y hallar sus coordenadas 
en la base Xít X2, hallar en R* por lo menos un suplemento de V.

4. Mostrar, que el sistema de vectores X1v . . Xn de R*. genera a Rft si, 
y sólo si, es linealmeute independiente.

5. Mostrar, que cualquier sistema de vectores, linealmente independiente, 
Xlf . . . .  Xh del subespacio V c  Rn puede incluirse en un sistema básico 
pan V.

6. Sean ü  y V, subespacios en Rn. Demostrar que si ü  0 V =  0, entonces 
dim {U H- I') =  dim U ■+- ditn V.

7. Hallar el rango del sistema de vectores (0, 1, i), (t, 0, 1), (1, 1, 0).

§ 2. RANGO DE UNA MATRIZ

1. Regreso a las ecuaciones. En el espacio lineal aritmético de 
columnas de altura m, examinamos n vectores

•4<>> =  ía,j, am¡\, j -  t, 2, . . n,
y su envoltura lineal V =  ¿<n>>. Sea dado otro
vector B =  lbi, bit . . bm). Se pregunta: pertenece B al subespa
cio V cr ftm, y si pertenece, entonces, de qué modo sus coordenadas 
blt •••»&»» (en relación a la base estándar (3') § 1) se expresan por 
medio de las coordenadas de los vectores En el caso en que 
dim V = n, la segunda parte de la pregunta so refiere a los valores 
de las coordenadas del vector B en la base ¿4<l>, . . A<nK Toma
mos una combinación lineal de los vectores con coeficientes 
arbitrarios x¡ y componemos la ecuación * 4<x> -t- . . . +  xnA<n} =  
=  B. La forma explícita de esta ecuación

«11 «12 «ln

*1 «21
+  H

«22 «2n *2

«mi «m2 «mr» bm
es sólo otra forma de escribir un sistema de m ecuaciones lineales 
con n Incógnitas:

«11*1 ~  «12*2 H- - • • *f* «ln-*n —
«21*1 + «22*2 + • ■• “t' «2n*n =

«ml*l “7" «m2*2 “1“ ■• • “i" «mn*r» = • (2)
Precisamente, con este sistema nos encontramos por primera vez 
en el § 3 del cap. 1. También allí introdujimos los conceptos de 
matriz simple y de matriz ampliada

«ii «12 • «ln «11 «12 •• «ln

A  = «21 «22 •• • «2 n , ( AI B ) «21 «22 • • «2r» h

«mi «m2 •• • «mn «mi «m2 •• • «m n bm
5-0392
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dei sistema lineal (2). La primera impresión es que regresamos a la 
posición inicial, perdiendo el tiempo sin ganar nada. De hecho. 
Ahora disponemos do una serie de conceptos importantes. Queda 
por adquirir práctica en el manejo de los mismos.

En este lugar es cómodo convenir en Jas designaciones. En el 
futuro, a fin de abreviar la escritura, frecuentemente indicaremos

n

la suma sx -f s2 -r . . . f  sn con el signo 2  st- Además, las s¡, . . .
. . ., s„, son magnitudes de naturaleza arbitraria (números, vectores- 
filas, etc.), para las cuales se cumplen todas las leyes de la suma de 
números o vectores. La regla

, 5 t s > 1S , I ,  (s‘+4<)=<X,¡ +  Í1 *<
es suficiente comprensible, y no necesita aclaración.

Serán consideradas también las sumas dobles
a m n ni m n

en las cuales el orden de la suma (por el primer y por el segundo índice) 
se puede elegir a gusto’ Esto es fácil de comprender, si se disponen 
a las magnitudes a¡j en una matriz rectangular de dimensiones m X 
X n : somos libres de comenzar la suma de los elementos por filas 
o por columnas.

Otros posibles tipos do suma, serán explicados en el lugar nece
sario.

2, Rango de una matriz. Llamamos espacio de columnas de la 
matriz rectangular A % de dimensiones m X n (véase (3)), al arriba 
introducido espacio V =  C411), i4<*>, . . ., A<n>), al que ahora indi
caremos con el símbolo Vv (A), o sencillamente VD (la v significa 
vertical). A su dimensión r„ (A) «  dim V„ la denominamos rango 
por columnas de la matriz A . Análogamente, se introduce el rango 
por filas de la matriz A: rh (A) = dim Vh„ donde Vh =  <Aj, A t , . . .
. . A m) es un subespacio en Rn, estirado en los vectores-filas 
Ai =  (au, «ij, . . ., aln)t i =  1, 2, . . . .  m (h significa hori
zontal). En otras palabras,

r0 (i4) =  rank {A<1\  . . ., A<n>},
Oí (A) =  rank {Aj, A • • •» Am}

son rangos de sistema de vectores-columnas y de vectores-filas, 
respectivamente. Por el teorema 2 del § 1, las magnitudes r9 (A) 
y rh (4), están determinadas correctamente.

Siguiendo la definición dada en el $ 3 del cap. 1, diremos que 
la matriz A \  fue obtenida de A por medio de una transformación 
elemental del tipo (I), si A\ — A u A¡ =  A $, para algún par de
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Indices s ^  t, y A\ — A t, para i ^  $, 1. Y si «¿J =  para lodo 
i =£ 5, y A'% =  i4, 4- XA ti con R, entonces decimos, que a
la matriz A se le ha aplicado una transformación elemenialdel tipo (11).

Observemos, que las transformaciones elementales de ambos 
tipos son invertibles, o sea, que la matriz A \  obtenida de A por 
medio de una transformación elemental, pasa de nuevo a ser A, 
por medio de la aplicación de otra transformación elemental del 
mismo tipo.

lema. Si la matriz A ' fue obtenida de la matriz A , mediante una 
sucesión finita de transformaciones elementales, entonces tienen lugar 
las igualdades:

(0 Th (A’) =  rh (>ty,
(¡i) r„ (A‘) =  r„ (4).
demostración. Es suficiente examinar el caso, cuando A ' es 

obtenida de A aplicando una transformación elemental (abreviado, 
t.e.).

(i) Como, evidentemente, C4j, . . ., A» . . ., A l% . . ., i4m> =
= U ,, . . ., A t, . . ., i4„ . . ., A m) entonces, una t.e. tipo (I) 
no modifica el rh (A). Luego, A¡ ** A 9-r XA f =>• A f ~  A't — XA t 
y, en consecuencia, <Ax, . . ., j4, +  X¿4 f, . . ., A t, . . ., 4̂m) =  
=* . . ., A 9t . . ., A it . . ., A m), tal que el rh (A) no varía
y con una t.e. del tipo (11).

(ii) Sean ; — 1, . . ., nt columnas de la matriz A Nos 
es necesario demostrar, que

X,Aii>=Q J ¡4 X j A ’V> =  Q.

Entonces, cualquier sistema independiente de columnas de una 
matriz, incluso el maximal, deberá corresponder a un sistema inde
pendiente de columnas, con los mismos números, de otra matriz, 
con lo quo se establece la igualdad rh (A’) =  r0 (A). Observemos 
además, que en virtud de la inversión de las t.e.t es suficiente de-

n

mostrar la implicación en un sentido. Sea, por ejemplo, Y. XjA^ =
=  0. Entonces, sustituyendo en (1) xj por X¡ y todos los b¡ por 0, 
vemos, que (X,, X2t . . Xn) es solución del sistema homogéneo 
SH, asociado con el sistema lineal (2). Por el teorema 1 del cap. 1, 
esta solución también la es del sistema homogéneo SH', obtenido 
con ayuda de t.e. del tipo (I) o (II), y que tiene a A' como su matriz.
Tal como el sistema SH en forma abreviada so escribe 2  xjA'<v =  
=  0, entonces llegamos a la relación 2  — 0. |

El resultado fundamental de este parágrafo es la afirmación 
siguiente:
i»
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teorema i. Para cualquier matriz rectangular m X n% 4 ,  es 
cierta la igualdad r0 (4) — rh (-4) {este número, sencillamente se llama 
rango de la matriz A, y se indica con el símbolo rank A) .

d e m o s t r a c ió n . Según el teorema 2 del § 3 del cap 1, con un nú
mero finito de t.e., efectuadas sobre las filas 4¿, de la matriz 4 , 
se puede reducir esta matriz a una forma escalonada:

fln . . . . . . .  ais . •• *ln
0 .. . . .  an . . .  a2a .
0 .. . 0 . . .  a3l ••• *u •

0 .. 0 . . .  0 . . .  ars • * • ®fn
0 .... 0 . . .  0 . . .  0 . .. 0

0 .. . 0 . . .  0 . . .  0 . . .  0
con anaika2i . . .  0. De acuerdo con el lema

rp( 4 ) ^ r D(4), r* (4) =  r* (4),
así que nos es suficiente demostrar la igualdad r0 (4) =  rh (4).

Las columnas de las matrices 4 y 4 con números 1, k. L st 
que corresponden a las incógnitas principales Xx% xkí x h . . ., xs 
del sistema lineal (2), son llamadas columnas básicas. Esta termino
logía está plenamente justificada. Suponiendo la existencia de la 
relación _ _ _

Xj4<° +  l kÁih> +  x,4(l> +  • - • +  M (,) =  0,
que _ une a los vectores-columnas 4W =  [a,,, _0, . . . , 0] ,  Áih) = 
=  aik* 0, )̂» 4t,) =  [a!3, ẑt* • ar»t 0, de
la matriz (4), obtenemos sucesivamente: h¿ar t— 0, . . . ,  /̂O3/ =  0, 

=  Xjalt =  0, y tal como an , a2h . . . a rs=£ 0, entoncos 
\ { =  \ k =  Xt =  . . .  =  \ 9 =  0. Esto significa,_ que el rango rank 
{Jt1̂  4 \  4 (/>, . ..,4<*>} =  r, y que rp(4 )> r . Pero el espa
cio V9y engendrado por las columnas de la matriz 4, se identifica 
con el espacio de las] columnas de la matriz, que se obtiene d£ 4 , 
eliminando las últimas m — r filas nulas. Por eso, rc (4) =  
=  dim V0 ^  dim ftr =  r. La confrontación de_las dos desigualdades 
muestra, que rP (4) — r (la desigualdad rp (4) ^  r también surge 
del razonamiento evidente, de que todas las columnas de la matriz A 
son combinaciones lineales de las columnas básicas; ejecute esto 
por su cuenta, en calidad de ejercicio).

Por otro lado, todas las filas no nulas de la matriz 4 son lineal-
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monto independientes: cualquier relación hipotética
XjAj 4-X2A2-l-. . . XrAr — 0, X^R,

como en el caso con las columnas, da sucesivamente X,</n = 0, 
X2a2* =  0, . . ., =  0, de donde X, =  X2 =  . . . =  Ar =  0. Así
que rh (A) =* r =  rv (A). ■

3. Criterio de compatibilidad. La forma escalonada de la matriz 
A, que da respuesta a una serie de cuestiones referentes a los siste
mas lineales (véase el $ 3 del cap. 1), contiene elementos de arbitra
riedad, vinculados, por ejemplo, con la elección de las columnas 
básicas o, lo que es equivalente, con la elección de las principales 
incógnitas del sistema (2). Al mismo tiempo, dol teorema 1 y de 
su demostración se extrae lo siguiente.

corolario. El número de los incógnitas principales del sistema 
lineal (2), no depende del modo con se lleve este sistema a la forma 
escalonada, y es igual a rank A , donde A es la matriz del sistema.

Efectivamente, hemos visto que el número de incógnitas princi
pales es igual al número de filas no nulas de la matriz A (véase (4)), 
coincidente, como vimos, con el rango de la matriz A. El rango 
es definido por nosotros de un modo totalmente invariante. Con 
estas palabras se expresa el hecho de que el rango de una matriz 
le sirve a ella de característica intrínseca, no dependiendo de cuales
quiera circunstancias accesorias. ■

En el capitulo siguiente obtendremos un medio efectivo para 
el cálculo del rango de la matriz A, eliminando la necesidad de lle
varla a la forma escalonada. Esto, indudablemente, eleva el valor 
de las afirmaciones basadas en el concepto de rango. En calidad de 
ejemplo sencillo pero útil, formulemos el criterio de resolución 
de un sistema lineal, acerca del cual ya se habló en el cap. 1.

teorema 2. (de Kronecker—Cape 11 i). El sistema de ecuaciones 
lineales (2) es compatible si, y sólo si, el rango de su matriz coincide 
con el rango de la matriz ampliada (véase (4)}.

demostración. La compatibilidad del sistema lineal (2), expre
sado en la forma (1), so puede interpretar (con esto se comenzó el 
presente parágrafo) como una cuestión acerca de la presentación 
del vector-columna 6 de los términos independientes en forma de 
combinación lineal de los vectores-columnas A<̂> de la matriz A. 
Si tal presentación es posible (o sea, el sistema (2) compatible), 
entonces, B £ (A^, . . ., A<n)) y rank {A 1 , . . ., A<n>} *«*
=  rank {A<1)..........A<n\  B), do dondo rank A — rp (A) =
=» rc ((A | B)) =  rank <A | B) (véase la formulación del teorema 1).

Por el contrario, si los rangos de las matrices A y (A | B) coinci
den, y {Â i>, . . ., Ajr} es algún sistema lineal mente indepen
diente maximal de las columnas básicos de Ja matriz A, entonces, 
el sistemo ampliado {A(V, . . AV, 5), será lia palmen le depen-
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diente, y esto, por el teorema 1 (v) del § 1, significa que B es combi
nación lineal de Jas columnas básicas (más aún, de todas) AK O sea, 
el sistema (2) es compatible. |
EJERCICIOS

1. Demostrar ol teorema 1, sin reducir la m X u — matriz A =  (au) a la 
forma escalonada. (indicación. Sean, dim Vh {A) — r, dim V0 (A) — s. Ele
gir r filas básicas; sio limitación de comunidad se puede considerar que ellas 
son las primeras r filas A l% A %......... A r. Examinar la r X n-matriz acortada
A — [A1} A i% . . . .  A r). formada por las primeras r filas de la matriz A. Elegir
en A l columnas básicas, t ■= dim 1'0 (A). Sean ellas Avl>, . . ., ACO. Como (A) 
<=ftr, entonces t ^  r. Para cada columna A<*>, k >  t, es preciso hallar escala-

t
resXj........./.t £ K, tales que A<*> «■ XjAO) -} - . . .  X,ACO, osea, ^paip*

1 <  i <  m .  Para i  <  r. esto es seguramente así, puesto que ae tiene ls relación
4(ft> =  XjACM XfA<0 para las columnas acortadas. Para i >  r, utilizar
la expresión A  t  —  A1 -f- . . . - j -  PrA r de la i-éaima fila por medio de las 
primeras r filas.

r  r  t  I r

De ellas sigue que, <*/fc =* 2  ^ ° ík ”  2  ^  2  *PaiP=  S  l4'®'* 30
 ̂ í«7i loa 1 P»1 pañi fral

=  Xpaíp . La dependencia lineal de columnas establecida, muestra que
p-t

# < f ,  y como entonces * < r .  Examinar más adelante, la llamada
matriz traspuesta

an  az\ • • • flmi 
° i a  *28  ■ * • flm :

®in - • • <*bmi
de dimensiones n  X  m .  Tienen lugar las igualdades r h  (*A) — r 0 (A), rp (<A) -■ 
«— rh (A), por eso, por lo demostrado r <  s. Así que r =  *).

2. Como en el caso de las filas, la permutación de las columnas, con núme
ros s y t, de la matriz A, se llama transformación elemental (l. e.) del tipo 
(1), y la suma a la s-ósima columna, de t-ésima columna multiplicada por el 
escalar X, — t.e. del tipo (II). IndicaT la forma escalonada de la matriz A por 
columnas. Por medio de t.c. sobre las columnas, llevar a la matriz A (véase (4>) 
a la forma

«n O
an

A =

O

a r r
O

O
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3. Mostrar, que para a0 ^  0, la matriz cuadrada
0 0 .,.. 0 0 «0
1 0 .. 0 0 a|
0 1 . .. 0 0 at

0 0 .,.. 1 0 * 
‘

s 1

0 0 .... 0 1 ttn
tiene rango a .

4. Expresar la condición de igualdad de Los rangos de la? dos matrices

«i <*i
p.

a n II
ft 1» B=

«i
Pt

at
P, •

- *n
•• Pn

P* 11 Yi Y* •.. Y*
mediante la propiedad geométrica del conjunto de n recias en el plano.

§ 3. APLICACIONES LINEALES. OPERACIONES CON MATRICES

1. Matrices y aplicaciones. Sean JT y ftm dos espacios lineales 
aritméticos de columnas de altura n y m% respectivamente. Sea, 
luego, A =  (a¿j) una matriz de dimensiones m X n. Definimos la 
aplicación <pA: |Rn suponiendo para cualquier X =  lxx xt ,

Va (*) -  +  ztA& +  - . . ~  xñAW. (1)
donde A<1\  . . ., A<n>, son columnas de la matriz A (comparar 
con (1) del $ 2). Como ollns tienen una altura mt entonces, en el segun
do miembro de (1) se encuentra el vector-columna Y  -- [glt y7, . . .  
• • •» y»J 6 fllm. Explícitamente, (1) se vuelve a escribir en la forma

n
y i = £  auxr  < =  1 . 2 .........m. (1'))=l

Si Ar =  X' +A" =  [I¡-1-x", x't + x\, . . +  z;j, entonces,

<px <*'+**) -  ¿  (z í+ aíM “> ~ S  jeíW O  +  Í  rM«(> —
í-1 i-1  i« t

-<Px <A") + q>x (X').
Análogamente

q>x (AX) =  2  >.M(i> =  ̂ 2  x tA ^  = X<(A(X)s *>€3.f=i Wi
Por el contrario,1 supongamos que <p: R<n> es una aplica

ción de los conjuntos en el sentido del § 5. del cap. 1, poseedora 
de las dos propiedades siguientes:

(¿) y (X' -f- X *) =  <p (X*) t  (X") para todos los X \  X* £
(ii) <p (XX) — Xq> (X) para todos los A' £ Jlín>, y X £
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Entonces designando a las columnas básicas estándares (véase 
el punto 3 del § 1) de los espacios Rn y |Rm, correspondientemente 
con Jos símbolos B y E £\ . . E}?\ aprovechamos
las propiedades (i) y (¡i), aplicándolas al vector arbitrario

..........

<P (A') =  <p (y , XjEf?) =  jS Xj<p (E^). (2)

La relación (2) muestra que la aplicación <p se determina total
mente con sus valores, en los vectores-columnas básicos. Haciendo

<f = l « w .  o v ............ (3 )

descubrimos, que la <p dada es equivalente a la matriz rectangular 
A — (o/j) dada, de dimensiones m X n> con columnas ¿4<l\  . . .
. . y que las relaciones (1) y (2), de hecho, coinciden. Asi
que se puede admitir que tp =  <pA.

depínigion. La Aplicación cp =* <pA: R” poseedora de las
propiedades (i) y (ii), se llama aplicación lineal de Rn en Rm. 
Frecuentemente, en especial cuando n = m, se hace referencia 
a transformaciones lineales. La matriz A se llama matriz de la aplica
ción lineal <pA.

Sean <pA y q>A», dos aplicaciones lineales de con las
matrices A ■= (a¡j) y A* =  (flj;). Entonces, la igualdad <pA =  qU' 
es equivalente a la coincidencia del significado <pA (X) =  <pA* (X), 
para lodos los X 6 Rn- En particular, A t{i) =  <pA' —
=  <Pa (E¡/)) =  A<f\  1 O  <  n, de donde ai> =  al} y A' = A.

Resumimos nuestros resultados:
teorema i. Entre las aplicaciones lineales de RM en Rm y las 

matrices de dimensiones m X /?, existe una correspondencia recíproca- 
mente unívoca.

Hay que subrayar, que no tiene sentido hablar de aplicaciones 
lineales $ -* 7' de los conjuntos arbitrarios S y T. Las condiciones
(i) y (ii) presuponen que S y T son subespacios de los espacios lineales 
aritméticos IR", Rw.

Prestemos atención al caso especial ni =  1, cuando la aplicación 
lineal <p: Rn -*R, generalmente denominada función lineal de n 
variablos, se da por medio de n escalares alt a2, . . an:

<P (X) — cp (xj_, x2, . . ., xn) =  alxl — â jr̂  -p . . . ~P ^ 5 " ’ , ^  
Nuestra lenniuología se diferencia de la adoptada en la escuela media, donde 
(eu el caso de una variable x) a la aplicación lineal la llama función x -► ax -p b.

Las funciones lineales (4), al ig u a l  que las A p lic a c io n e s  lineales 
arbitrarias de R n — c o n  n y m dados, pueden sumarse y mnlti-
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plicarse por escalares. De hecho, sean q>A, <pB: Rn -*RW dos 
aplicaciones lineales. La aplicación

<p =  aq>A -f p<pB: Rn a, p 6 IR»
se determina por sus valores:

<p (X) =  acpA (X) +  Ptb W - 
En el segundo miembro hay una combinación lineal corriente de 
vectores-col imrnas.

Como
q> (X' +  X ') »  a<pA (X1 + X') (* ' -  X') =

-  « {9* (X') +  <pA (X0)) +  P {<pB (X') +  q>a (X0)) -  
=  {<*<Pa <X') +  pcp* (X')> +  {a<pA (X*) +  P<Pb (X0)) =  <p (X') +
-f «pX*; <p (XX) =  a<pA (XX) 4- Pcp B (XX) =  aX<pA (X) 4 -

+  P^Pb (X) “  X {a<pA (X) -f- P<Pb (X)} 53 X(p (X>
(aquí, en forma no evidente usamos las reglas JinA — JII1S del § l)f 
entonces, <p es una aplicación lineal. En virtud del teorema 1, se 
puede hablar de «u matriz C: q> =  q>c. Para hallar C, copiemos, 
siguiendo a (3), la columna con el número /:
ICU, c .......... Cml) =  C<» = <fc <W) =  (fijp) +  P«p»(^) -

=  a4<J> +  PflW =  [o«„ -I- P&!;. oatJ +  $b2j..........«ara;+P 6»il.
A la matriz C =  (c¡;) con elementos =  oaj/ +  p6,7 es natural 
llamarla combinación lineal de las matrices A y B, con los coefi
cientes a  y p:

. . .  ain II bit . . .  bin
+  P ..................

• • • ®bib II • • ■ &mn
a«H-rpf>„ . . .  ao,B-(-Póin II

=    • (5>
«<*ml+P*mí ••• «a wn “i~ fámn II

Así,
B<Fa + P <Pu =  <PaA«̂ B*

Especialmente con frecuencia utilizaremos el hecho, de que las- 
combinaciones lineales de funciones lineales, de nuevo resultan 
funciones lineales.

Para finalizar este punto señalemos que, si las reglas Jin* — JIÜ* 
del § 1 para los espacios lineales se copian reemplazando on todas 
partes a los vectores-filas X, Y , Z, por matrices de dimensiones 
m Xn y entonces, en correspondencia con las relaciones determinan
tes (5), se obtendrán las regios JIAft — JIM*, que dan fundamenta 
para hablar sobre un espacio lineal de matrices de dimensiones mXn.
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Si se desea, este puede considerarse como una escritura compacta 
del espacio lineal 5t,nn de filas de largo mn (filas divididas en seg
mentos de largo n> dispuestas unas sobre otras).

2. Rroducto de matrices. Las relaciones (5) y (6) oxpresan coordi
nación de las operaciones de suma y multiplicación por escalares, 
en los conjuntos de matrices de dimensiones m x n y de aplicaciones 
de -*¡Rm. En el coso de conjuntos arbitrarios se tiene otro 
concepto importante de producto (composición) de aplicaciones 
(véase el punto 2, § 5, del cap. 1). Es sensato esperar que la composi
ción de dos aplicaciones lineales deba de expresarse de algún modo 
concordante en términos de matrices. Veamos como se hace esto.

Sean <p„: Rn «pA: R* dos aplicaciones lineales,
y q>c =  <pA o <p B su composición:

Hablando en general, nos será necesario probar previamente que 
o q B es una aplicación lineal, pero esto es suficientemente

claro:
(i) 9 (X ' +  X - ) = <Pa (V, (*' + X*)) = 9 a  <9 b ( X ' )  +

+  9  b (* ') )  =  9 a (9 b (X')) +  9 a (9  b (X ')) -  9  (X ') +  9  (**);
(ii) <p (XX) — <pA (<pB (XX)) *= qA (Xq (X)) — XqA (<pB (X)) *» 

=  X<p (X); por eso, por el teorema 1, con <p se asocia una matriz C 
-completamente determinada.

La operación con aplicaciones en las columnas en cadena

l*n ■ *«ll— -> lyi. y-)I— ► Un • •» 2ml
la escribimos explícitamente, de acuerdo a la fórmula (1')

i i n n 9
zi “  S  aikl/h— S  a J * 2  ( S  aik^hj)xj*1 A*=l /»1 7*1 **»1

Por otra parte

*/. í =  i. 2.........m.

Comparando las expresiones obtenidas, y recordando que (J =  
=  1, 2, . . ., n) son números reales arbitrarios, llegamos a las 
relaciones
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Diremos, que la matriz C =■ (ct¡) se obtiene como resultado de 
multiplicar la matriz A por la matriz B. Es admitido escribir

C -  AB .
De este modo, se denomina producto de la matriz rectangular (aik), 
de dimensiones m X s, por la matriz rectangular (6*j), de dimensiones 
«s x n, a la matriz rectangular (<ctj), de dimensiones m X n, con 
elementos c*/, dados por la relación (7). Hemos demostrado el 

t e o r e m a  2 El producto <pA<p R de dos aplicaciones lineales con 
matrices A y B, es una aplicación lineal con matriz C =  AB. En 
otras palabras,

<Pa =  9a a* |  (8)
La relación (8) es un suplemento natural de la (6).

Nos podemos olvidar de las aplicaciones lineales, y hallar el 
producto AB de dos matrices arbitrarias A , fí, teniendo en cuenta, 
sin embargo, que el símbolo AB tiene sentido sólo en el caso cuando 
el número de columnas de la matriz A t coincide con el número de filas 
de la matriz B. Precisamente con esta condición funciona la regla (7) 
de «multiplicación de la i-ésima fila Ak\ por la /-ósima columna B^h, 
de acuerdo a la cual

cij *  (ñu* ■ - ai*) Ibi¡t . . ., btj] =  AiB^K (9)
El número de filas de la matriz Ab , es igual al número de filas de la 
matriz A, y el número de columnas, igual al número de columnas de la 
matriz B . En particular, el producto de matrices cuadradas de un 
mismo orden siempre es determinado, pero, aún en este caso, hablan
do en general, AB=£BA, romo lo muestra, aunque mas no sea, 
el siguiente ejemplo:

i ¿ : i
El producto de matrices, por supuesto, se podría haber introdu

cido de muchos otros modos (multiplicar, por ejemplo, filas por 
filas), pero ninguno de estos modos es comparable, por su importan
cia, con el examinado más arriba. Esto se entiende, por cuanto 
nosotros llegamos al mismo por medio del estudio de la composición 
natural (superposición) de aplicaciones y el propio concepto de 
aplicación es uno de los más fundamentales en las matemáticas. 

c o r o l a r io . La multiplicación de matrices es asociativa:
A (BC) =  (AB) C.

Efectivamente, el producto de matrices corresponde al producto 
de aplicaciones lineales (teorema 2 y relación (8)), y según el teore
ma 1 del § 5 del cap. 1, el producto de cualesquiera aplicaciones es 
asociativo. A este mismo resultado se puede llegar por el camino 
del cálculo, utilizando directamente la relación (7). J

1 0 111° 0 11 0 0 I 1 0 0 11 0 0 11
0 0 t i l  o í - 0 o | \ 1 0 II 1 o l í
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3. Matrices cuadradas. Sea M n (R) (o Afn) el conjunto de todas. 
La forma escalonada de la matriz las matrices cuadradas (a<j), de 
orden n% con coeficientes reales aij.

A 1a transformación unitaria Kn que traslada cada
columna X £ Rn en sí misma, le corresponde, evidentemente, la 
matriz unidad

1 0 . .. 0

E « 0 1 . .. 0

0 0 . .. 1
Se puede escribir E =  (ó*;), donde

í 1, si fc =  j\ 
si k +  j,

es el símbolo de Kronecker. La regla (7) de multiplicación de matri
ces, en la cual hay que sustituir a bkí por muestra que es justa 
la relación

EA =  A -  AE , V/l 6 A/ft 00- (10)
Las relaciones matriciales (10), obtenidas por el camino del cálculo, 
surgen, por supuesto, de las relaciones e<p =  ip =  <pe para la aplica
ción arbitraria y (véase el punto 2 del § 5 del cap. 1), si se aprovechan 
el teorema 1 y la igualdad (8) con =  <p, <p8 =  <p* =  e.

Como sabemos (véase (5)), las matrices de Mn (R) se pueden 
multiplicar por un número, interpretando como XA la matriz (&&<;)« 
donde A =  (aij).

Pero la multiplicación por un oscalar (número) se reduce a Ja 
multiplicación de las matrices:

XA =  diagn (X) A =  A diag* (X), (ü )
donde

X 0 .. . 0

diagn (X) =  XE = 0 X .. . 0

0 0 .. . X
es la matriz escalar conocida por nosotros (véase el § 4 del cap. 1).

En la igualdad (11) se refleja el hecho, fácilmente comprobable, 
de permutación de la diagn (X) con cualquier matriz A. Muy impor
tante para sus aplicaciones, resulta su siguiente tratamiento.

teorema r Una matriz de A/n, permutable con lodos las matrices 
en Mn, deberá ser escalar.

d e m o st r a c ió n . Introducimos la matriz Eíj, donde, en Ja inter
sección de la í-ésima fila con la y-ésima columna está el 1, y ios 
restantes elementos son nulos. Si Z <= (ztj) es la matriz de la que 
se habla en el teorema, entonces, ella es permutable, particularmen
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te, con todas las Eij:
ZEtj =* E¡jZt i, / =  1, 2, . . n.

Multiplicando ambos miembros de esta igualdad, obtenemos las 
matrices

0 . . Z , |  , . . 0

0  . . - • Zli • « 0

0  . . 2 n i  . . . .  0

Ü >

0 0 .... 0
y */■ • •■ ZJn

0 0 .. . 0
con l a  única /-ésima columna iio  nula y. correspondientemente, 
con la única ¿-ésima fila no nula. La comparación entre ambas 
inmediatamente conlleva a las relaciones zbi — 0 para k ^  i y 
zit =  Zjj. Intercambiando i y /, obtenemos lo requerido. |

Notemos también las relaciones \  (AB) — (M) B =  A (\B)% 
que se deducen inmediatamente según la definición de multiplica
ción de matrices por escalares o, sise quiere, aplicando las relacio
nes (11) y mediante la propiedad asociativa de la multiplicación 
de matrices.

Para la matriz dada A f  il/n (St) se puede hacer la prueba 
de hallar tal matriz B é Mn (R), que se cumpla la condición

AB =  E =  BA. (12)

Si la matriz B existe, entonces, a la condición (12), en términos do 
transformaciones lineales, le responde la condición

=  « =  <Pa<Px. f12')

que significa que <p b “  <Pa es una transformación inversa a <pA. 
De acuerdo al teorema 2 del § 5 del cap. i, <pA existe si, y sólo si, 
<pA es una transformación biycclivn. Ademas, la <j>a está determi
nada unívocamente. Como <pA (0) =  0, entonces, la biyectividad 
de la <pA significa, en particular, que

X ^ O ,  X e  R" =í. <pA (X ) #  0 . (13)

Sea ahora cpA alguna transformación lineal biyectiva de Rw 
en (Rn. La transformación inversa a ello, <px\ existe, pero, hablando 
en general, no está claro si es o no lineal. A fin de convencerse de la 
linealidad de <pA, introducimos Jos vectores-columnas

x =  <px4 (X ' +  X ”) -  <pA* (X') <pxl (X%
y  =  &  q w - xva' V ' )
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y aplicamos a ambos miembros do estas igualdades la transforma* 
ción q>A. En virtud de su linealidad obtenemos

9a (X) =  9a (TÍ (X' -f X ')) -  9A ( t í  (X')) -  9a ( t í  (*")),
<Pa 00  =  <Pa (9Í (» " »  -  *<Pa ( t í  (y '» .

Como 9a9á‘ =  entonces
9a (X) -  e (X' +  X") -  e (X') -  * (X') -  0,
9 a <y) <yo - o f

de donde, en correspondencia con la implicación (13), hallamos que 
X, y , son vectores nulos. De este modo, se cumplen las condiciones
(i) y (ii) del punto 1, que definen a las aplicaciones lineales. Tenemos 
9a =  9 a» donde H es una matriz cualquiera. Copiando la condi
ción (12') en forma 9A n *■ q>s *= 9 fíA [véase (8)1 y de nuevo emplean
do el teorema 1, llegamos a las igualdades (12).

Así, la matriz, inversa a A 6 Mn (R), precisamente existe, entoncesT 
cuando la transformación 9A: (Rn -* Rn es btyectiva. Además, la 
transformación <pA es lineal. La inyección de <pA es equivalente a la 
condición de que cualquier vector-colnmna Y  ¿ Rn se escribe unívo
camente en forma (1)

y  -  9a (X) -  xxAV  +  +  • +  M (n>,
donde A°K A<*>, . . . » .rl^, son columnas de la matriz A (la 
sobreyect-ividad de 9A lleva a la existencia de X, para el cual Y  =» 
=  9 a  (X), y la inyectividad de 9A muestra la unicidad de X: 
si y  =  9A (Xf) — 9a (X")f entonces, 9A (X' — X') =  9A (X') — 
— 9 a  (X") =  0, de donde, de acuerdo a (12), X r — X* =  0). Esto 
significa que el Rn coincide con el espacio de las columnas V* (.4) =  
=  CáW, . . i4(R>)dela matriz A , así queelranki4 =  dim Rn =  
=» n.

Si existe la matriz inversa de A , entonces, do acuerdo con lo 
expresado arriba, es única. Se acostumbra designarla con el sím
bolo -4"1. En tal caso (véase (12'))

<Pa =  «Pa-» (14)
La matriz cuadrada A, para la cual existe matriz inversa A~l, so 
denomina no degenerada (o no singular)*. También se llama no dege
nerada Ja correspondiente transformación lineal 9A. En caso contra
rio, la matriz A y la transformación lineal (pA se llaman degeneradas 
(o singulares).

Resumimos lus resultados que hemos obtenido.
t e o r e m a  h. La matriz cuadrada A , de orden n, es no degenerada 

si, y sólo si, su rango es igual a n. La transformación <pA, inversa de 
9a , es lineal y está dada por la igualdad (14). g

*) Tamb:én se llama matriz no regular. (Nota del T.)
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co ro lario . La no degeneración de cp* lleva a la no degeneración 
fe <Pa » y (4”1)"1 — A. S i, A y B , . . .  Cy D son matrices no degene
radas de n  X n dimensiones% entonces y el producto AB . . .  CD tam
bién os no degenerado y (AB . . . CD)~l =  D~lC~l . . .

Para demostrarlo es suficiente fundarse bien en el corolario del: 
teorema 2 del $ 5 del cap. 1, o bien en la simetría de Ja condición 
AA -1 =  B = A~'A. |

La fórmula explícita para A -1 la mostraremos en el cap. 3. Ahora sola
mente advertimos que el cálculo efectivo de A ml para la matriz A con coeficientes 
numéricos, o el cálculo del producto do dos matrices, aunque sea por el método 
indicado al final de este capítulo, habitualmente requiero el cumplimiento de 
un gran nómoro de operaciones. En la práctica nos encontramos con matrices 
de orden n ■» 100 o más. Si A y B son matrices tales, entonces, para el cálculo 
de C =  ABy es necesario hallar n2 elementos cu de acuerdo con la fórmula (7) 
Jó (0)), lo que, en cada caso, requiere 2n — 1 multiplicaciones y sumas do núme
ros. En total es necesario realizar (2n — 1) n* operaciones, o sea, cerca de dos 
millones de operaciones cuando n — 100. Para las computadoras modernas esta 
tarea es relativamente fácil, pero las dificultades reales aparecen, si se requiere 
hallar la potencia Am de la matriz A con exponente m >  1000. Aquí por defi
nición A m =s A A m~1y de hecho A m =  0 ^  k <  m, es consecuencia
fácil de la asociatividad (véase el corolario del teorema 2), como esto será mostra
do en el capítulo 4 en un contexto más amplio. Para calcular A m se utilizan 
distintos procedimientos complementarios, basados en la especificidad de la 
matriz A, o bien tomados del curso de álgebra lineal. En calidad de ilustración 
examinemos tres ejemplos.

EJEMPLO 1. Si

entonces, evidentemente.

EJEMPLO 2. Sea

>4m=

I* 1
. . .  0

a n)«*
1 0 . • • ttf»

| a f . . .  0
. . . .

1 o . . .  a

H :  : i .

muestra que1
m _ am—-bm

a —-b *
0 bm

donde a—6 En particular, con

a «  b, tenemos
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EJEMPLO 3. Por indicación sobre n» no es difícil convencerse de que, la 
m-ésima potencia de la matriz

h: ¡i
•tiene la forma

I /m-i f m 
I fm Im+i |

donde los números enteros / 0 =“ 0, f v =  i, /a =  1, / s =  2, . . .  se determinan 
mediante relaciones recurrentes /m+i =  fm +  /m-i- Estos no son otra cosa 
^ue loa números de Fibonacct (véase el ejemplo 2) al final del § 3 del cap. 1).

(15)

Introducimos la matriz

’ 5
I - /5 X ! / 5

con determinante 1 (véase el $ 4 del cap. 1), donde

X»a 14~ / 5
2 »

«Un pequeño célcuio muestra que,

v i  -  Í-II

1 - / 5
2

Pero, si tres matrices cualesquiera A, B,  C, de dimensiones n X n, do las 
cuales B es no degenerada, están vinculadas por la relación A =■ B “lCB , entonces 

i4ro -  B - ' C B - B - 'C B  B - 'C B  . . . =  B~l CmB
(los mulliplicadores interiores BB~l , sustituidos por B  se «redujeron»). En 
nuestro caso, teniendo en cuenta el ejemplo 1 y la relación (15), tenemos

1/m-i fm II 
fm fm*i II

■ i r *
x?
o

X, 0
o x,

B =

B =

V s

/5 J .,
5 IIII K
*•. Il-ll 0

xp o
X? 5=

r'sk? >-r n ~s~ ±L
5

_1_
5

/sxr* K*' ' / 5 X , Yl
(con estrellitas están indicados los términos quo no nos interesan).

Comparando los cocficiontes de las matrices del primer y de! segundo 
miembro de esta igualdad, obtenemos, para el número de Fibonacci de orden mv 
el valor

/mB xp-xp
Y l

. ( ( j ± j 2 _r _ ( 2 ^ V L n
V¡
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Vemos, que } m — Xf1 pare m grandes (progresión 

cuanto lim

geométrica), por

Hemos obtenido relativamente muchas reglas de operación con 
matrices cuadradas de orden n. Se tienen en cuenta las reglas JlMi — 
— JIM* (véase la observación al final del punto 1), la propiedad 
asociativa (corolario del teorema 2), (10) y el teorema 4. Prestemos 
de nuevo atención a Jas llamadas leyes distributivas:

(A +  B) C =  AC +  BCy C (A + B) = CA + CB, (16)
donde A, B , Ct son matrices arbitrarias de Mn (R).

Efectivamente, suponiendo que A — (a¿j), »  (¿i/), C =  (cf/),
obtenemos para cualesquiera i, / =  1, . . n, una igualdad (se 
utiliza la distributividad en Rl):

n n n
5  (a ik 4* ¿ll,) Chj  =  2  blkckj*

de cuyo primer miembro resulta el elemento gij de la matriz (A -i- B) C 
y de cuyo segundo miembro se tienen los elementos hf¡ y fh) de las 
matrices AC y BC, respectivamente. La segunda ley distributiva (16) 
se comprueba en forma totalmente análoga. La necesidad de ello 
está fundida por la no conmutatividad del producto en Mn (R). 
Las leyes distributivas

(<p +  ♦) I =  <pi 4- tá .  I (<p +  ’p) =  5<P +  (16')
para las transformaciones lineales q>, 1(7, £, de Rn en Rn se pueden 
no demostrar, haciendo hincapié en la correspondencia entre apli
caciones y matrices, pero se puede, a su voz, deducir (16) de (16')t 
por cuanto en el caso de las aplicaciones el razonamiento es lo mismo 
de fácil:
((9 + 9 )  I) (X ) -  (9 +  9) (|X ) -  9 a x )  +  t  «X ) -

=  (9?) (X) +  (91) (X) =  m  +  * 6) (X), X  6 R"

EJERCICIOS

1. Dadas las aplicaciones
«) [*!• *». • ••. .... xt. *il;
b) [xi. xnl*"*l*ii x|» •••» ñ̂).
C) \*if xt# -••• xnl**[xu xi +  *g» •••? xi"b***!•••• xnl*

¿Cuáles de ellas son lineales?
2. Verificar que

H l*  ¿II* arf~ ia=it<)=>y'"I"':3fb?!l_í ~ l
6-0392
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En particular, ad—bc< i=>A' = d
—e

| | . ¿Existe o no Aml cuando

A -

sd—6c=0?
3. Demostrar, que para cualquier matriz

l: ;i
se cumple la relación

A* =  (a +  d) A — (ad -  be) B
(en otras palabras, que A es «raíza de la ecuación cuadrada ** — (« 4- d) * +
+  (ad — be) =  0).

4. Con ad — be gfc 0 emplear la relación del ejercicio 3 para obtener la 
matriz inversa A ml.

5. Demostrar que

1 a e II”» 
01 M = 
0 0 i

1 ma m (m — 1) ab+mc

mb
1

Hallar para
1 a e 
0 1 6 
0 0 1 

6. Verificar que

7, Demostrar que, s!
¡ a b ||’n 
la d

la matriz inverso.

—1II* 
—1

—O, entonces = 0.

8. En las aplicaciones prácticas un papel destacado juegan las matrices 
de Márkou (o ettocdsticas):

n
P ^ lP lf)  PtJ ^  PU“̂U  / — i»2, n.

Las aplicaciones lineales <pp asociadas con las matrices de Mórkov, habitual
mente se emplean para vectores-columnas especiales, los llamados probabilisit- 
co$ (o de probabilidades)

n
X « [ x Jt « . . .  **1, * 1 ^ 0 , V x / = » i .

<=-l
La concordancia de estas definiciones, dictadas por problemas científico-natu
rales, so aprecia en las siguientes afirmaciones, las cuales es necesario demostrar 
aunque solo sea para n =  2.

a) La matriz P € Mn (R) es matriz de Márkov, propiamente dicho, siempre 
cuando junto con cualquier vector probabllístico X t el vector PX también 
resulta probabillstico (aquí PX — <pp (X)),
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b) Si P es una malri2 de Márkov positiva (ptj >  0. V<* f). entonces, 
a cualquier vector probabilístico X le responde un vector positivo probabiUstico 
PX (todos sus componentes son rigurosamente mayores que cero).

c) Si P y Q son matrices de Márkov, entonces, también la matriz PQ seré 
de Márkov. Esto significa, en particular, que cualquier potencia P* de e.«t* 
matriz también es matriz de Márkov.

§ 4. ESPACIO DE SOLUCIONES

1. Soluciones de un sistema lineal homogéneo. De las observacio
nes incorporadas a principios de los §§ 2 y 3 se deduce que el siste
ma de ecuaciones lineales con matriz A  de dimensiones m  X n  
y columna B 6 Rm, puede ser indicado sintéticamente en la form A

Va (X) -  Bt (1)

AX = B  (V)
(en el primer miembro se tiene el producto de matrices de dimensiones 
m x n y n X 1).

Imaginándoso por un momento que m *= n y que la matriz 
cuadrada A, de orden n, no es degenerada (véase punto 3 del § 3), 
obtenemos una solución, además única, del sistema (1'), multipli
cando ambos miembros de la relación matricial, a la izquierda, por 
A -1: X = EX = (A-'A) X =  A~l (AX) = A~lB. Esta cómoda es
critura simbólica de la solución del sistema cuadrado determinado, 
no nos libera de los cálculos, por cuanto la matriz A~l no nos es 
previamente dada. Pero no nos privaremos de Ja satisfacción de 
observar, que el aparato matricial desarrollado en el § 3, brinda, 
por lo menos, un placer estético. Utilicémoslo ahora para apreciar 
todas las soluciones del sistema (1). Con este fin, examinemos en 
principió el sistema homogéneo asociado, cuando B =  [0, 0 , 0 1  =  
=  0.

Se llama núcleo de la Aplicación lineal <pA: Rn ->» Rm al conjunto
Ker q>A -  {X 6 Rn | q>A (X) -  0}

(Ker del inglés kernel). En otras palabras, Ker q>A es el conjunto 
de las soluciones del sistema homogéneo con matriz A. De hecho, 
Ker <pA es un subespacio en ¡Rn (denominado espacio de soluciones 
del sistema lineal homogéneo), lo que ya se señaló al principio del 
§ 1 y que fácilmente sigue de la linealidad de la aplicación <pA:
X \ X ” g Ker q>A =► Va W  +  fiX*) =

-  a<pA (X') +  pq>A {X9) =  0 aX' + pX' 6 Ker <pA.
A su vez, la imagen Im q>A de la aplicación q>A es un subespacio en 
R"1: si Ó* =  q>A (X '), Bm =* q>A (X') f Im q>Al entonces y
a B ’ +  W  -  aq>A (* ') +  Pva ( X 9) -  Va («* ' +  P*') 6 Fm <pA.
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La compatibilidad del sistema (1) es equivalente a que B £ Im <pA. 
Sean

s — dim Ker <pA, r *= dim Im <pA

las dimensiones de los espacios Ker q>A e Im <pA. De la definición 
de dimensión en el $ 1 se deduce, que s ^  n, r <  nu Al mismo tiem
po r ^  ti, puesto que cualquier sistema lineal mente independiente 
ipA (X<1>), . . ., <pA (X(k>) en Im <pA se puede obtener sólo a partir 
del sistema lineal independíente X(l>, . . Xik) en 0ln. Una infor
mación más exacta la da el

t e o r e m a  i. Tiene lugar la igualdad r 4- s =* n. Luego, el número 
r ^  dim Im <pA coincide con el rango de la matriz A (y por esta causa r 
se llama rango de la aplicación lineal q>A).

d e m o s t r a c ió n . Elegimos la base X<1>, . . . ,  X*** del subespacio Ker 
<Pa c R n y completamos al mismo hasta la baso X<1>, . . . »  X<*>, 
Xi'*l\  . . ., X<n) de todo el espacio Rn. Esto siempre se puede 
hacer, como lo indica la demostración del teorema 2 del § 1 (y el 
ejercicio 5 del § 1). Para cualquier vector X =  2  «iX ^ € Rn tene-i
mos

<Pa W  =  g  « ¡ 9 a  <*<*>) =  «rt-i'P A  (X<’+‘>) +  . . .  an<fA (X<">),

tal que Im <pA =  (<pA(X<*+1)) . . <pA (X<n>)) y rs$n —s. Los
vectores <pA (X ^ 0), . . . ,  <pA (X(n)) son linealmente independientes, 
por cuanto de 0 =» 2  <*a<Pa (X<*>) cpA ( 2  <**X<*>) sigue, que

*>*+! *>S+1
S  a*X<k)£Ker<pA, y esto, en virtud de la elecciónX(*+1), « X < n) 

*>»+!
sólo es posible cuando a,+! =  . . . =  On =  0. O sea, r =  n —s. 
Luego, por definición de <pA para X =  U,, . . xn] tenemos 
Ja  (X) =  x A*1* -|- . . . 4- j o  sea, Im <pA =  ...,i4<n)>.
Pero la dimensión de la envoltura lineal C4<1>, . . . » i4<n>> de las 
columnas de la matriz A y precisamente es el rank A. |

Un caso particular del teorema 1 ya nos es conocido: si A es 
una matriz cuadrada no degenerada de orden n, entonces A y q>A 
tienen un rango máximo posible n.

A fin do hallar la base del espacio de soluciones del sistema lineal 
homogéneo AX  =  0 de rango r, elegimos en A r columnas básicas 
(el modo práctico de elección se indica en el siguiente capítulo). 
Con una permutación de columnas o, lo que es equivalente, con un 
cambio en la numeración de las variables, se puede conseguir que 
las columnas básicas sean las r primeras Ail>, . . A<rK Cualquier 
sistoma de r 4- 1 columnas A<1), . . . » A<r\  A(kK k >  r, será lineal
mente dependiente y basándoso en el teorema i (v) dol § 1, se puede
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representar el sistema por medio de las relaciones:
2> +  . . .  +  x p A M  -r A<*> =  0,

f t * r + l , r + 2, . . . .  n.
Los vectores-columnas

x<*>=[*ir+,\ 4r+,\ .... x!.̂ 0. i. o...... 0],
xv=ix<;+2\  2) «r*\ o, i oí, (2>

X(»-n =  Ia:<»)i 4"), 4">, o, o , . . . .  1J
en cantidad de n — r son, evidentemente, linealmente independientes 
(a causa de la forma especial de sus últimos n — r componentes) 
y como soluciones del sistema (1) conformarán, por el teorema 1, 
la base del espacio Ker <pA de todas ellas.

Cualquier base del espacio de soluciones del sistema lineal homo
géneo A X =  0 de rango r, se llama sistema fundamental de soluciones. 
Al sistema (2) también lo llaman sistema fundamental normal. 
De acuerdo al corolario del teorema 1 del § 2, su rango s«dim Im cpA=* 
= n — r, es igual al número de incógnitas independientes del 
sistema lineal.

Un cierto sentido «geométrico» de los sistemas de ecuaciones 
lineales descubre la siguiente afirmación (que en adelante, no nos 
será necesario).

t e o r e m a  2. Todo subespacio V c  !Rn de dimensión $, es el espacio 
de soluciones de algún sistema lineal homogéneo de rango r =  n — s.

d e m o s t r a c i ó n . Sea V ■» <A<1>, . . ., A***). Al igual que en la 
demostración del teorema 1, completamos el sistema linea] inde
pendiente A<*>, . . ., A<*> hasta la base A(,\  . . ., A<#\  A(' 4l\  . . .
. . ., A<n) de todo el espacio Rn. Cualquier vector-columna X  =  
=  lxlt . . „ i j  f  Rn se escribe unívocamente en forma

X < = jtx iA & -A X ', (3)

donde A es una matriz cuadrada de orden n, compuesta por las 
columnas A<>\ y X' =  lx¡, x'2> . . ., *í,). Como las columnas 
A*1*, . . ., A<n>, son linealmente independientes, entonces rank 
A =  n y, según el teorema 4 del § 3, existe la matriz A~l =  (a^) 
inversa de A. Tenemos

» __ n _
• ••» =  A iX =  l^3 aijXf, .• • * anjxj\*

El corolario del teorema 4 del § 3 muestra, que rank A"1 =  n, 
por eso, cualesquiera r filas suyas son linealmente independientes.
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Por consiguiente, ol sistema homogéneo
n

k = * s + i , . . . ,n

liene rango r ■= n — s. Pero el conjunto de soluciones de este siste
ma está compuesto, precisamente, por los vectores-columnas X 
del tipo (3), para los cuales x't+i =  0, . . =  0, o sea, exacta
mente, por los vectores del subespacio V. |

2. Mullíformidodcs lineales* Soluciones do un sistema no homogé
neo. Sean V un subcspacio en Jtn, y Xo un vector perteneciente 
a (ftn. El conjunto

v  4- = {x  +  x° i x  e v )  -  x°  +  v
se llama multiformidad lineal tipo V y de dimensiones dim V, La 
figura geométrica

ilustra esto, en general, en una forma clara: V -f- Xo es el espacio V 
trasladado! (desplazado) a la magnitud del vector Xo. El subespacio V 
en Rn también es una multiformidad lineal, que responde al despla
zamiento cuando el vector Xo =  0. Dos multiformidades lineales 
de tipo ír coinciden exactamente sólo, cuando se obtienen de V 
al ser desplazadas a una magnitud de los vectores X \ X 0 tales que 
X' — X* 6 V (la prueba de esta afirmación se le deja al lector).

En particular, si X' es un vector arbitrario de la multiformidad 
lineal V -f- Xo, ontonces, V + X' coincide con V +  Xo.

Sean, por ejemplo, V =  (£(l>, £i*>f £<*>> cz 71\ Xo =  10, 0, 
1, i, 01, X' *  [0, 0, 0, 1, 01. Entonces

V -f- Xo = V +  X' — {[*, y9 z% 1, 0] | x, y, z £ R}«
Nos dirigimos a un sistema no homogéneo de ecuaciones linea

les (1). Supongamos, que el sistema (1) es compatible» o sea (según 
el teorema 2 deJ § 2), los rangos de las matrices A y (A | B) coinci
den. Sea Xo =■ UJ, . . xñl una solución cualquiera dada de este 
sistema, tal que <pA (Xo) *  B. Si X' es cualquier otra solución 
del sistema (1), entonces, <pA (X' — Xo) =  <pA (X') — q>A (Xo) =  
— B — B =  0. O sea, la diferencia X* X' — Xo, entre dos 
soluciones del sistema no homogéneo (1), siempre es solución del 
sistema homogéneo correspondiente y X' =* X" +  Xo. Por otra
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parte, si <pA (X) =  0, entonces
qpA (X +  Xo) =  q)A (X) +  q>A (Xo) =  0 +  B -  B.

De esta manera, es cierta la siguiente afirmación.
t e o r e m a  s. Las soluciones de un sistemo lineal no homogéneo 

compatible, llenan la multiformídad lineal del tipo F, donde V = 
— Ker <pA, es el subespacio lineal de soluciones del sistema homogéneo 
correspondiente.

3. Rango del producto de matrices. La operación de multiplica
ción de t . . . Gr<p\|> aplicaciones convencional mente se puode repre
sentar por medio del diagrama

que aclara, en el caso de aplicaciones lineales de espacios lineales, 
la implicación

<pt¡) (U) c: <p (F) => rank ^  rank <p.
Luego, la base del espacio t|> (U) se representa (como aplicación) 
en la base del espacio qty (£/), de donde 

rank ^  rank
O sea,

rank ^  min {rank <p, rank ty). (4)
Pero, rank <pA =  rank A % y rank AB — rank q =  rank <pA<p„, 
por eso, la desigualdad (4) lleva a la siguiente afirmación útil.

t e o r e m a  4 El rango del producto de matrices no es superior al 
rango de cada uno de los factores:

rank AB ^  min (rank A, rank B). |  (V)
c o r o l a r io  i. Si B y C son matrices cuadradas no degeneradas de 

órdenes m y n, respectivamente, y A es una matriz arbitraria m x  n, 
entonces

rank BAC =  rank A. 
d e m o s t r a c ió n . Por el teorema 4 tenemos rank BAC rank 

BA =  rank BA (CC~l) =  rank (BAC) C' 1 ^  rank BAC, de donde 
rank BAC — rank BA. Análogamente se establece la igualdad rank 
BA — rank A . |
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corolario 2 La matriz cuadrada A de orden ny que tiene matriz 
inversa a la izquierda o a la derecha, no es degenerada.

d e m o s t r a c i ó n . Supongamos que AB  ■= E, para alguna matriz B 
de orden n. Como el rank E  =  nt entonces, la desigualdad (4') 
se vuelve a escribir on forma n min {rank A y rank B}, de donde 
se deduce, que rank A =* rank B ■=» n. Pero esta condición es equi
valente a la no degeneración de A y B (véase el teorema 4 del § 3). 
Análogamente, se establece la no degeneración de A en el caso 
cuando existe la matriz C, para la cual CA =  E. |

De acuerdo con el corolario 2, la transformación lineal cp̂ : Rn -► 
Km, invertiblo a Ja derecha y a la izquierda, tiene inversa de 

ambos lados, lo que atestigua la diferencia radical que existe entre 
las transformaciones lineales y las aplicaciones generales de conjun
tos (véase el ejercicio 2 del § 5 del cap. 1).

4. Clases de matrices equivalentes. A] igual que en el punto 3 
del § 3, designemos por medio de E8t a la matriz de dimensiones 
m x mt en la cual en la intersección de la 5-ésima fila con la ¿-ésima 
columna está el 1, y los restantes elementos son nulos (estas matrices 
a veces las llaman matrices unidades).

Introducimos luego en Mm (R) las denominadas matrices ele
mentales:

(1) — Eat—Ett +  Ett +  Esta
1

0 1

1 . s¥*t;
9

0

1

1

(H) ¿Y <(*) =  £ + * £ « . . .  i . X .
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(III) F8(k) = E +  (X — i) — diag {I, . . i f A, 1------  1}»
A ^  0.

Sea A una matriz arbitraria m X n. Entonces, inmediatamente 
se comprueba, que la matriz A' =  FA se obtiene de A por medio 
de una transformación elemental (t.e) sobre las filas, del tipo (1) 
o (II) dependiendo de si será F =  FStt o F =  FmJ (X). En el caso 
cuando F =■ F8 (X), hablaremos de t.e. del tipo (Ili) (multiplica
ción de la pésima fila de A s por X). Análogamente, la matriz A m =  
=* AF  se obtiene de A por medio de t.e. de columnas. Ya sabemos, 
del punto 2 del § 2 y del ejercicio 2 del § 2, que las t.e. de tipos (I) 
y (II), efectuadas sobre las filas y columnas de la matriz A, conlle
van a ésta a una forma diagonal. Puesto que
*1 1 0

«a 4
0 1

o
= F.{ai)Pi (aJ . . . F r (or) * 1

0

0 ’ o 0 0
entonces, incorporando una t.e. del tipo (III), brinda la posibilidad 
de obtoner de A una matriz de la formo

Er 0 
0 0 (5)

(aquí los ceros significan matrices do dimensiones r v (n — r)t 
(m — r) x  r y (m — r) X (n — r)). De este modo,

P, P , PiAQiQi • ••(?*
Er 01
o o h («>

donde Pt (correspondientemente Qj) es una matriz elemental de 
orden m (correspondientemente n). Varias veces se señaló que las 
operaciones elementales son invcrtiblos. Esto concuerda con la 
existencia de las matrices inversas

(P,.,)-1 -  F,.u F,.t (X)-1 =  F,.t (—X), F, <X)-‘ =  F, (X-‘).
En correspondencia con el corolario del teorema 4 del § 3, Jas matri
ces P =  y Q — QiQt • ■ • Qt también son invertí-
bles: P ’1 *  Pj* . . . P7LiP;\ Q-x =  QV - . . Q;lQ¡'. llagamos no
tar, que P;*, Q]\ son matrices elementales.

Dos matrices A % B  de dimensiones m  X /z, se llaman equivalentes 
y se escriben A ~  P, si se hallan matrices no degeneradas, de orden 
m y n, correspondientemente tales, que B ~ PAQ.
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Como es fácil comprender* ~  es relación de equivalencia: (i) A  ~  
~  A (P *  E mt Q =  £n); (ii) A  ~  B =*> B  ~  A ,  por cuanto B  =  
=  PAQ =>A -  P~'BQ-l; (iii) £  «  P'AQ', C -  P 'B Q 'o C  -  Pi4£* 
donde P =  P"P' f De acuerdo con los principios generales
(véase el § 6 del cap. 1), el conjunto de todas las m X n matrices 
se parte en relación de equivalencia ~  en clases disjuntas de matri
ces equivalentes. Como los rangos de las matrices equivalentes son 
iguales (véase el corolario 1 del teorema 4), entonces* el razona
miento que nos llevó a la igualdad (6), muestra que, en calidad de 
representantes de las clases* se pueden tomar matrices (5). Obtenemos 
la siguiente afirmación.

t e o r e m a  5 El ron junto de matrices de dimensiones m X n se 
parte en P  =  min (m, n) +  i clases de equivalencias. Todas las 
matrices de rango r van a parar a una clase con los representantes 
de (5). |

c o r o l a r i o  Toda matriz n X  n no degenerada, s e  escribe en forma 
de producto de matrices elementales.

Efectivamente, todas las matrices no degeneradas de orden n 
pertenecen a una clase con representantes que son matrices unidades, 
por cuanto sus rangos son iguales a n. La relación (6)

P . P -  i . . .  PxAQxQ*
vuelta a escribir en forma

A ~ n l . . .  p i '~i P ; 1q ¡ '  . . .  Q i 'Q [ \  (7)
brinda la afirmación necesaria. |

No se afirma que la escritura de A  en forma de producto de 
matrices elementales es única* pero, el sólo hecho que exista tal 
'escritura es sumamente útil. En particular* se puede utilizar en la 
búsqueda de la matriz inversa. De hecho* de (7) hallamos:

A  1 = QiQ% • • • Q tP*P«-i • • • P i 5=3 Q P•

Puesto que, a cada una de las matrices P<* QJf le corresponde una 
transformación elemental* entonces* la cadena de transformaciones
E  \ A  -+ P x | P tA P, . . . P t | P 9 . . .

. . . PXA l \ . . .  PA | P, . . . P XA Q X | < ? ! - * . . .
. . . + P $ . . .  P t \ P 9 . . .  P XA Q X . . . Q t \ Q x . . . Q %

es realmente factible, aunque el número s -f t de todas las trans- 
formaciones puede ser grande. Los productos que nos interesan 
están separados por trazos ondulados para recordar que son los resul
tados de Jas transformaciones elementales sobre las filas (en la 
parte izquierda) y sobre las columnas (en la parte derecha) de la 
matriz unidad. Para r <C n llegamos a la conclusión, de que A  es 
una matriz degenerada y no tiene inversa. Con r =» n% nos queda
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multiplicar Q por P, a fin de obtener A "l. Notemos que eJ orden 
de las transformaciones sobre las filas y sobre las columnas se puede 
cambiar.

Examinemos dos ejemplos. 
Para la matriz

8 9
tenemos

1 2 3

r
5 6 -* * Y i( -é )

7 8 9

1 2 3 I
0 - 3 - 6  
7 8 9 |

-  i (— i(—4)
1 2 
O —3

3
-6

0 —6 —12

¿Ya ( - 2 ) .  ^ ( - 7 ) ^  ( - 4 )
1 2 3
0 —3 —6 
0 0 0

Gomo en el segundo miembro hay úna matriz escalonada de rango 2, entonces, 
rank >4— 2. En consecuencia, A es una matriz degenerada.

De la cadena

II ° 0 0 i 1 0 0 0
1 0 0 0 Pl. 1 0 0 ó 1
0 1 0 0 0 1 0 0

II () 0 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0
ü 1 0 0-  í'.-ifl• t 0 0 0 1
0 0 1 0

's .a 't .s 'Y i o 1
0 0

hallamos
0 0 0 1 -1
1 0 0 (>

- f . .  «/'«.»#• l . i -0 1 0 0
u 0 i 0

0 1 0 
0 0 1
0 o o
1 o o

•n la práctica, loa productos Ft , aFz.Y F%, AFt . sFít a inmediatamente ae hubiesen 
expresado explícitamente).

£1 cálculo de la matriz inversa por el nuevo método, llamado 
a .veces (P, Q)-reduccíón de la matriz a la forma normal (5), es sufi
cientemente cómodo, aunque es temprano para hablar sobre sus



92 E S P A C IO S  L IN E A L E S  A R IT M E T IC O S [C A P . 2-

ven tajos e insuficiencias basándose en los sencillos ejemplos exami
nados: no nos fueron necesarias, incluso, todas las transformaciones 

P*%t F* (&)•

EJERCICIOS
1. Obtener las reglas de operaciones con las matrices traspuestas (ver 

ejercicio 1 del § 2)
HA *B;

*(AB) ~
2. Demostrar, por razonamientos directos con las matrices, que rank

AB ^  min {rauk>4, ranlc B). (Indicación: Prestar atención a que, si es la 
matriz B % son bases las columnas con números/,, . . / r, entonces, todas las
columnas de la matriz AB  se expresan linealinente por medio de las columnas 
(¿ £)(*), k — j  Lo mismo se refiore a la matriz traspuesta *(AB) =
-  *B*A.)

3. Demostrar la desigualdad de Sylvestcr
dim Ker 9 9  <  dim Ker 9  - f  dim Ker 9

para doe aplicaciones lineales cualesquiera Rn -*R m -*R*. (Indicación. 
Examinar la restricción 9 =  9 lv de la aplicación 9  en cualquier subespacio 
V 3  Rm. Evidentemente Ker 9  c K e r  9 . Por consiguiente, según el teorema 1 
(ya sabemos, que V se puede jnterpretar como R*, k <  m, por eso el teorema 1 
es aplicable) dim V — rank 9  — dim Ker 9  <  dim Ker 9 , de donde, dim V —
— dim 9  (V) <  dim Ker 9 . Haciendo V «  9  (RR) =  Im 9 , obtenemos defi
nitivamente: dim Ker 9 9  =  n — rank 9 9  — (n—rank 9 ) + (dim V—rank 9 ) ^  
<  dim Ker 9  +  dim Ker 9 ).

4. Demostrar, que toda aplicación lineal 9: RB -*• Rm de rango r, se 
escribe en forma de suma 9  =  9 i +  • • • +  9 r de fas aplicaciones 91 de rango 1 .

5. Hallar el rango do la matriz

*1*1 *i*a . . . *1*»
. .. *tVn

*n*i ^nlf» ••• *»yn
(Indicación. Mostrar, que A =  \xl% . . xn\ (yu  .  . • . %yn.)



Capítulo 3 

DETERMINANTES

Las fórmulas (3) y (9) del $ 4 del cap. 1, para las resoluciones 
de sistemas lineales cuadrados de órdenes n — 2, 3, inducen a pen
sar sobre la existencia de fórmulas semejantes para cualquier n.

A fin de cuentas, so trata de la interpretación correcta, en cada 
una de estas fórmulas, del numerador y del denominador. Las mira
remos como los valores de alguna función «universal» det: Aí„ (R) ->

IR del conjunto de matrices cuadradas de orden n en IR. La con
formación efectiva de Ja función det (determinante) también da 
respuesta a muchas otras cuestiones sobre matrices, formuladas en el 
cap. 2. En efecto, ol papel do la teoría de determinantes en las mate
máticas es mucho más amplio que los temas tratados por nosotros, 
y cada una de los aplicaciones de esta teoría, indican caminos propios 
para su formulación. Uno de los enfoques más naturales os el geo
métrico, basado en la analogía «determinantes de matrices—volú
menes de figuras polidimensionales» (véase el ejercicio del $ 4 del 
cap. 1) y en las n-formas externas. Como para esto se necesita un 
poquito más de geometría, nos quedaremos en el camino «analíti
co»*.

§ 1. DETERMINANTES: CONSTRUCCION Y PROPIEDADES PRINCIPALES

1. Construcción por el método de inducción completa. Considera
remos, que el determinante 1 X 1 de la matriz es igual al 
número au. El determinante de Ja matriz de dimensiones 2 x 2  
y 3 X 3 son introducidos, respectivamente, por las fórmulas (2) 
y (8) del § 4 del cap. 1. En el último caso, el determinante de la 
matriz 2 X 2 se dejó premeditadamente «sin desarrollar». Por eso 
mismo se subraya la base de la inducción que nos disponemos a usar 
para la construcción de determinantes de matrices n x  n.

Sea, que los determinantes de las matrices de ordenes 1 , 2 , . . .  
. . ., n — 1 ya han sido introducidos. Llamamos determinante de la 
matriz A =  (a^)? a la magnitud

D =  — O21^2 • • • ~h (— (1 )
•) Formas analíticas de exposición de la teoría do determinantes, hay va

rias. En este capítulo al igual que en el § 4 del cap. 1, nos atenemos a las lec
ciones de I. R. Shaforévicn (profesor de la Universidad de Moscú), suponiendo, 
que un ejercicio de m¿9. por el método de inducción es útil por sí mismo. En 
todo caso, prácticamente, los principales modos para calcular los determinantes 
de matrices se obtienen bastante rápido, aunque, posiblemente, la exposición 
basada on la fórmula de «desarrollo completo del determinante» (véase § 3 
del cap. 4) sea un poco más sencilla en A. O. Kurosch. Curso de álgebra superior, 
Ed. «Mir», Moscú, 1977.
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donde Dk es el determínente de la matriz de orden n — 1:
a iZ <*ln

2  • • •• ® k - l ,  n

• • • a * + l ,  it

a n 2  • . . • ® n n

que se obtiene de A tachando la primera columna y la fc-ésima fila.
Es fácil convencerse de que la expresión (1), cuando n «= 2, 3* 

concuerda con Jas expresiones (2), (8) del $ 4 del cap. 1. El determi
nante de la matriz A = (a¡j) se designa con el símbolo \ A 1, o tam
bién por medio de | a¡j |f o det A. Los trazos verticales se usan 
preferentemente, cuando la matriz A se escribe explícitamente.

Si en la matriz A se tachan la i-ósiraa fila y la /-ésima columna 
y se deja Ja misma disposición de los elementos restantes, entonces, 
so obtiene una matriz cuadrada de (n — l)-ésimo orden. Su determi
nante se indica por medio de Mij y se llama menor de la matriz A r 
correspondiente al elemento a^.

Con las nuevas designaciones, la fórmula (1') adquiere la forma
det A =  CLiiMn — #S1^91 +  • • • “h (— (O

En palabras, so expresa así: se considera determinante de una 
matriz cuadrada de n-éstmo orden, a la suma algebraica de los productos 
de los elementos de la primera columna , por los menores correspondientes, 
además, los productos se toman con signos alternados.

Si en lugar do la primera columna se toma la &-ésima, y los meno
res Af/j se sustituyen por los M ik, entonces, como veremos más 
adelante, se obtiene una expresión que, a lo sumo, se diferencia 
del det A en el signo.

En adelante, al igual que en el cap. 2, los símbolos
A i — (fljj. 0/2* • • •» ®ln) f =  1* 2,

 ̂ fljj, • • »» ”  1» 2, « • •, n,
indicarán, respectivamente, la í-ésima fila y la ;-ésima columna 
de la matriz A -= (an). La propia motriz A se representa, bien 
como unión do sus filas:

A =  L4j, í4j, . • •« A f¡\
(columnas de filas), o bien como unión de sos columnas:

A =  M(1\  A&, . . ¿<n>)
(fila de columnas). Convengamos en adelante en llamar, a las filas 
y columnas do la n X n-matriz A también filas y columnas del 
determinante } au \ de orden n.
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De acuerdo con la definición, | | = det, es una función, que 
confronta a la mutriz cuadrada A , algún número \A | =  del A. 
Nuestra tarea, es estudiar el comportamiento de esta función cuando 
varían las filas o las columnas de la matriz A, consideradas como 
elementos (vectores) del espacio lineal Rn. Si se quiere, para noso
tros, det A es la designación sintética (en el espíritu del punto 2* 
del § 5 cap. 1) de la función

det [Alf . . An] o det (A*1’, . . A<">)
de n variables, que son vectores de R”.

A la función arbitraria 20\ (A,, . . ., An\-+2Ú (Alf . . An) la 
llamaremos mult i lineal, si ella es lineal para cada argumento Ai, 
o sea
3  (A,......... aA\ +  An) -

=  (Alf . . ., .4¡------ An) +  00  (Alf . . .. A l  . . ., An)
(comparar con el punto 1, § 3 del cap. 2). La misma función se 
llama an asimétrica, si
3) (A], • • •• A|f A14), • • ., A n) —

^  (Ai, • . Aj-iii A1, • . Aq) 1 5̂ . i ^  n — i» (2)
observación 1. De la definición de funciones lineales (véase (4) 

del § 3, cap. 2) se puedo concluir, que la función 20 es multilineal 
precisamente entonces, cuando, siendo fijas
Alt . . A A h - í ......... An y cuando A t = X — (jl% . . xn)
teuemos

3  (Av  . . ., An) =  a tx, +  axxt +  . . . -r OLnxn,
donde aIt . . ., an son escalares, no dependientes do zlt

Observación 2. La relación nntisiinétricn de la función muí ti- 
lineol 20 es equivalente al cumplimiento de la relación

(Al, • • .. Af_l, Xy Xy Aj+J, . . Art) =  0,
1 ^  i ^  n _  1 (2 r)

En efecto, haciendo A, — A,+1 =  X en (2), llegamos a (2'V 
Por el contrario, con X = A t 4- Aí+1, de (2') so deduce, en virtud 
do la multilinealidad de la relación
3  (. . Aj, A|, • . .) +  20 (. . ., A/+1, Aí+j, - . I

~r 3  (. . , A|, Ai4j, . . ^  Aj+,, A|, . . .) =
=  (. . ., Aj -f- A¿+j, Af -f Aj+i, . . •) — 0.

Los primeros dos términos son nulos (hacer en (2'), respectiva mentó, 
X = At y X  =  A¿+1), por eso es nula la suma de los dos últimos 
términos, lo que es sólo otra escritura de la relación (2).

Las mismas definiciones y observaciones se refieren a la función 
20 (A<L\  . . ., A<n)) de vectores-columnas. Más aún, la condición (2)
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de relación antisiraétrica es aplicable a cualquier función M w  -*■ 
-*• R, donde Aftn> es una potencia cartesiana de algún conjunto M.

En adelante tendremos necesidad del
l e m a  i. Al permutar de lugar dos argumentos cualesquiera de una 

función antisimétrica, ésta cambia su signo.
demostración. Sean permutados los ¿-¿simo y /-ósimo argumen

tos, siendo i <  /. Efectuamos una inducción para un número k  =» 
=  /  — i — 1 de argumentos, entre el par permutado. Guando k *= 0 
la afirmación del Jema coincide con la definición de la función 
antisiniétricn. Sea que el lema se cumple para todos los ) — i — 
— 1 <  fc. Entonces

• •• II */• • • •) —
* &  (. • ., Xj+i, X • • X/-X' X„ . ..)= ■
* ( . . . ,  *1+1. * /. - . x,.lt x„ . . . )  =

— 5/ (. . ,, X j9 • • X ,-u  X„  .. .  . ) • !
2. Propiedades principales de los determinantes. El concepto de 

determinante, introducido por nosotros, hasta ahora no es efectivo. 
Nos queda por obtener una serie do propiedades de los determinantes 
(más exactamente, funciones det), cómodas, tanto desde el punto 
de vista teórico, como para el cálculo.

La relación trivial det (a -|- fe) ™ det a +  det b para determi
nantes de primer orden, puede llevar a una conclusión falsa, de que 
aquella se cumple para Los determinantes de orden n (mostrar un 
ejemplo cuando n =  2). El ca9o de n =  2, sugiere una interpreta
ción más exacta de la relación examinada:

| <xx[ +  pzj «
| «21 «22

(a*; + p x;)a22 — («*í +  atí <

a («Ja»— +  P (*í®íi— xjaj,) =*
I x\ xí

' ' +  PI «2| «22 I 021 022
De nuevo observamos, que

« 1 1 « 1 2  I _______ « 2 1 « 2 2  1
f

« 2 1 « 2 2  l « 1 ! « 1 2  11
Do este modo, existe fundamento para suponer que es veraz el 
t e o r e m a  i . La función A det A en el conjunto Afn (11), tiene 

las siguientes propiedades:
DI. det A es una función multilineal de las filas de la matriz A , 

o sea, el determinante de la matriz es función lineal de los elementos 
de cualquier fila A t.
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D2. del A es una ¡unción antis ¿métrica de la ¡da de la matriz A 
(en otras palabras, el determinante es nulo, si algunas de sus fHas 
vecinas coinciden).

D3. det E = 1.
d e m o s t r a c i ó n . Utilizamos la inducción sobre n. Para n =* 1, 2, 

Jas propiedades DI »  D3 están comprobadas. Consideraremos que 
las tienen todos los determinantes de orden <jn. Demostremos 
D1-D3 para un determinante de orden n, a partir de Ja fórmula (1). 
Comenzamos por la propiedad D3.

D3. Si
1 0 . . .  0

0 0 . . .  1
entonces, en la fórmula (1) será aiY =  0 para i ^  1 y an =  1, por 
eso, det E = Afu . £1 determinante Afn tiene la misma estructura 
que el det £, pero su orden es igual a n — 1. Por presupuesto de la 
inducción, podemos considerar que Mu =  1 y, por consiguiente» 
det E =  1.

Las propiedades DI, D2 las demostramos en una situación un 
poco más general, descrita por el siguiente lema.

l e m a  2. Sea áfy. Mn (R) (R, una ¡unción expresada por la
fórmula

& ¡ M  “  *1 1̂1 — +  • • • + (— (3)
(por presupuesto de la inducción, todos los determinantes Mk¡de orden 
n — 1 nos son conocidos, por eso la /unción ¡ está correctamente
dada).

Entonces, tienen lugar las afirmaciones:
Dji. es una función multilineal de las filas de la matriz A\
Dj2. es una función antisimétrica de las filas de la matriz A .
d e m o s t r a c i ó n . Dj 1. A fin de destacar el carácter variable do I09 

elementos de Ja í-ósima fila, hacemos xf =  ain, s — 1, . . ., n:
*11 . . .  ati . . . *in

«!-l. 1 * * • *1-1, i  • • *
x{ . . .  X,

a l+1.1 • .. at+ . . . a l+l. n

*»! . . .  ant . . . *nn
El menor Mt¡ no depende de xlt . . xn, así que
es una constante. Cualquier otro menor k=£i, contiene, en
7 -0 3 9 2
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calidad de una de sus filas, a (x1? . . xy.x, xJ+l% . . X*), y todas
sus filas restantes son constantes. Por presupuesto de la inducción, 

es función lineal de las variables x1% . . ., Xj.lt Xj+lt . . .f xnt 
o sea, de acuerdo a la observación 1,

Af *  2. a k$xst k ^ i .•+7
Haciendo ahora a,=* ( —l)k-la k,ak/, s^U  llegamos a la expresión

w i
— a ixJ 2  ( "~^)*”*a kj

= a i x j  +  2.( 2  (— l)"'1 *. =° 2  a,*,.t&j ktfri 3=1
que significa, que (¿4) es función lineal de los elementos x2, . . .
. . ., xn de la i-ósima fila de la matriz A .

Dj2. En correspondencia con la observación 2 del punto 2, es 
más cómodo demostrar la igualdad (A) =  0 para la matriz

*11 . . .  aXJ • • •  C l n

'i . . .  X , . . .  o:n
A . . .  X , . . .  xn

;n l . . .  an) ® n n

con dos filas iguales A t A t+i =  (x2, 1,). Él
menor Mhj, k i, i +  1, también contiene dos filas vecinas iguales 
(x2, . . ., Xj.1% xi+lt . . ., xn) de largo n — 1. Por eso, por presu
puesto de la inducción Af*¿ =  0, k ^  i, i 1. La fórmula (3) se 
vuelve a escribir en la forma

3>, (>») =  +  ( -1 ) ‘ x,M t+u .
Pero, evidentemente, Mt. / =  M¡+1 ¡. Así que

a > , ( A )  =  ( - 1 )  «-**, ( M i ]  -  M , + u  ,)  =  0. ■
Haciendo / =  1 en la fórmula (3), y comparando la expresión 

obtenida con la fórmula (1), llegamos a la igualdad
2D\ (A) «= det A. (4)

En consecuencia, las propiedades DI, D2 de los determinantes 
están contenidas en la afirmación del lema. El teorema 1 queda 
demostrado. |
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Describamos más detalladamente la propiedad DI:
DI', det [iáj, . . XA¡y . . ., ^„1 = X dot [i4,, . . j4j, . . . 

. . i4nlf o sea, al multiplicar alguna fila A¡ del determinante porXf 
el propio determinante queda multiplicado por X. En particular, multt~ 
plisando a todas las filas por X, obtenemos

det XA =  Xn det A .
DI*. Si para alguna i, lodos los elementos de A f tienen la forma 

al} =  a> +  a¿, entoncesf det A =  det A' h detA*, donde A] =  
=  Aj = Aj para ] ^  i, yA\ =  (a[f . . a^), .41 = (a¡, . . ai).

Del teorema 1 surgen varias afirmaciones sencillas, que formu
lamos en forma de propiedades de los determinantes, pero que demos
traremos para cualquier función 3>i% definida por la fórmula (3). 
£1 paso a los determinantes es provisto por la igualdad (4).

D4. Un determinante con una fila nula, es nulo.
Sea, por ejemplo, A\ — (0, 0, . . ., 0). Entonces, y ZAt =  

=  (0, . . 0). En consecuencia, por Dji:
3 ,  (A) = & ,{A X, . . • > A (, . . An) =

-  3 ,  {-4„ . . 2At, . ■ A„) =
«  2D, (A¡, . . A„ . . An) =  23>,(/l),

de donde, 3¡¡ (i4) =  0. |
D5. A l permutar cualesquiera dos filas (y no sólo vecinas), el deter 

minante cambia su signo por el contrario.
Para cualquier función (A)t esta propiedad surge de DjL 

y del lema 1. g
D6. Si en la matriz cuadrada A dos filas coinciden, entonces, su 

determinante es nulo.
Tomamos de nuevo una función arbitraria Intercam

biando de lugar las dos filas coincidentes A„ A iy en A. obtenemos 
la misma matriz A. Por otro lado, de acuerdo a lo propiedad D5 
(más exactamente, la propiedad Df> para 3j j\y ZBf {A) toma el 
signo contrario. Así, D*(A) =  —D% (A), de donde 22>< (A) =  0 
y 3, (A) =  0. |

D7. Un determinante no variay si sobre sus filas se efectúan trans
formaciones elementales del tipo (II).

Es suficiento examinar el caso cuando se emplea una sola trans
formación elemental. Por ejemplo, al sumarlo a la *-és¡mn fila de la 
matriz A su /-¿sima fila multiplicada por X, se obtuvo la matriz A*. 
Entonces, en correspondencia con las propiedades DI y DO (más 
exactamente, Dji y D fiy para tenemos
2>j (A§) -  S j  (Au +  A n) -

“  (• • •» A„ . . .) +  XDj (. . ., A r, . , ., At, . . .)
-  3 fj(A u . . . ,  |

7*
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Las propiedad** demostradas permiten calcular, en forma rela
tivamente fácil, un determinante de orden n. Uno de los métodos 
consiste en lo siguiente. La matriz A =  (aj¿) se clebe reducir, por 
medio de transformaciones elementales, a una forma triangular 
(véase § 3 del c a p .  1). Sea que obtenemos la matriz

# i t  #12 • • • #1 n

0 #22 • • • #2n

0 0  . . * # » n
Supongamos, que en el proceso de reducción fueron realizadas q 
transformaciones deméntales del tipo (I), y alguna cantidad de 
transformaciones del tipo (II). Gomo las últimas no modifican el 
determinante; (propiedad D7), y cada transformación del tipo (I) 
lo multiplica por (—1), entonces, det A =» (—l)g det ¿4*). Demostra
remos que

det.d — ajjajj . . .  ann.
En ese caso

det / ! « ( - l)ga11*!** . . .  < w  (6)
Esta será una de las fórmulas para el cálculo de det A .

Demostremos la fórmula para det A por inducción sobre n. 
Como atl =  . . .  =» anl »= 0, entonces, de acuerdo a (1), det Á  =■ 
— donde

« » # 2 3  • . .  # 2 n

M t i  =
0 # 3 3  • . .  # 3 n

0 0  . ■ • #nn
es un determinante do orden n —1. Por presupuesto de la ¡jriducción
M • * ! • • •  Q u n -  P o r  O SO , d f t t  4  -  =  • • • ® n n '

Ahora, apoyándonos en la fórmula (6), estableceremos un impor
tante hecho, que concierne al papel de las propiedades D1-D3 de 
los determinante*. Precisamente, tiene lugar el

t e o r e m a  2. Sea &: Mn una función que tiene las siguien
tes propiedades:

(i) (yll es función lineal de los elementos de cada fila de la matriz 
A e Mn (IR);

*) Hay que hacer notar, que hubiésemos podido reducir la matriz A a una 
forma escalonada, con ayuda de transformaciones elementales (sobre las filas) 
del tipo (II) solamente, que no cambian el signo del determinante, entonces, 
en la demostración no habría] necesidad de usar el multiplicador (—i)g.
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(ii) cuando se permutan dos filas vecinas, ÜB (y)) cambia de signo 
(en otras palabras, 3)(A) es ¡unción rtmllilineal y antisimétrica de las 
filas de la matriz).

Entonces, existe una constante p, no dependiente de A, tal que

El número p se determina de la relación p — 2> (£*), donde E es una 
matriz unidad.

demostración. Según el lema 1 3/ (.4) cambio do signo ol permu
tar dos filas cualesquiera, o sea, con cualquier transformación 
elemental del tipo (I). Luego, un razonamiento análogo al efectuado 
para demostrar la propiedad D7, muestra, que W L4) no varía, si 
las filas de la matriz A so someten a una transformación elemental 
del tipo (II).

Reducimos la matriz A, con ayuda de transformaciones ele
mentales, a la forma triangular (5), donde, claro que algunos de los 
£« pueden ser nulos. Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, 
tenemos dos fórmulas

donde q es el número de transformaciones elementales del tipo 
(I), efectuadas durante el paso de A a A. La igualdad que necesita
mos & (i4) =  p-deti4 es, evidentemente, consecuencia de la fór
mula

que ahora demostraremos (hablando con propiedad, (6) es consecuen
cia de (7), por cuanto, para & =  det, en virtud de la propiedad D3 
será 2B (E) — 1).

De acuerdo a la condición (i) del teorema, podemos sacar al ann 
fuera del signo

Le aplicamos ahora a A una transformación elemental del tipo (11): 
restamos de la f-csima fila, que se encuentra bajo ol signo de/^P, 
de la matriz, la última fila, previamente multiplicada!por <?/„. 
Con esto, los elementos de la última columna se anulan](excepto 
dnn ™ !)• y l°s restantes elementos do la matriz no sufren cambios. 
Aplicamos el mismo razonamiento a la penúltima fila de laTnueva 
matriz obtenida, y así sucosivamentc. Cada voz, ol siguicnlo ele*

& (A) =  p • det .4.

det A =  ( —1)* det As=( — . . .  ann (ver (0)),
# ( A ) - ( - l ) « 2 f ( J ) ,

&(A) = 2 (E )-a it . . . a , (7)



102 DETERMINANTES [GAP. S

mentó ñu se saca fuera del sigo o 3i y el razonamiento se repite* 
Ejecutándolo n veces, nos convencemos de que

y esto es la fórmula (7). |
Así, las propiedades DI—D3 caracterizan unívocamente a la 

función det. Por esta razón, las consideramos propiedades básicas 
de los determinantes. Desde un principio se podría haber llamado 
determinante a la función poseedora de las propiedades DI—D3, 
pero, en ese caso, es necesario establecer su existencia. En nuestro 
caso, la existencia ostá provista por la propia construcción de la 
función det, por la formula (1).

Teniendo en cuenta la futura aplicación dei teorema 2, no inclui
mos en su formulación la condición normativa 20 (E) = 1.

E JE R C IC IO S

1. Utilizando la fórmala (i) y la regla de los signos en ol desarrollo do un 
determinante de torcer orden (ejercicio I  dol § 4 del cap. 1), escribir íntegra
mente todos los productos que entran en el desarrollo de un determinante de 
cuarto orden. Prestar atención al número total de términos en el desarrollo 
y hacer la prueba de hallar la regularidad en la distribución de los signos.

2. En el segundo m iem bro do la  fó rm u la  (1) h ay  n sum andos. A su  vex, 
cada m enor M fl se ind ica  en  form a do com binación  lin ea l de sus n — 1 m enores 
de orden n — 2, y  así sucesivam ente . E n  to ta l , en el desarro llo  do un  de te rm i
n an te  d e t (a¿f) do orden n  en tran  n  (n — 1 ) . . .  3 -2 -1  — ni (ene fac to ria l)  
productos del tip o  a í i t a t22 . . . a inn  con signo + Ó  — . M ostra r que

w(n-l)
d e t (a í j )= s a n a u  . . .  a  *&-{-(— 1) 2 ffn ifln -t, 2

3. En base a las observaciones del ejerc ic io  an te r io r, em p leadas respec to  
a l d e te rm in an te  d e t (ajj)  con a t i  — 1. p ara  í, /  =  1, 2, . . .. n . m o stra r, que 
en e l desarro llo  do cu a lq u ier d e te rm in an te  de  orden * , ex ac tam en te  la  m itad  
de los productos a i f lo¿2Í . . . a¡nn en tran  con signo

4. A la función untisimótrica A -■ R J R* do tres variables *, y , *:

A (*, y . z) — (y — x) (r — x) [z — y) 

escribirla en forma do determinante de tercer orden.

§ 2. PROPIEDADES ULTERIORES DE LOS DETERMINANTES

1. Desarrollo de un determinante por cualquier columna. Esta
mos ahora on condiciones de contestar a la pregunta que involunta
riamente surgió al construir la función det: ¿juega o no la primera 
columna un papel especial en la fórmula recurrente (1) para el 
determinante (Je /¿-¿simo orden? La respuesta está contenida en la
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fórmula siguiente:
ft

det.A =  T. ( - 1  y*¡a,¡MtJ.
i=l (1)

Para la demostración, es suficiente aplicar el teorema 2 del 
§ 1 a la función 3/¡ del lema 2 del § 1. Obtenemos la relación

Pero, de acuerdo con la fórmula (3) del § 1, (E) ■= (—l)*"1.
O sea, (4) =» (—1); ' 1 det A, Luego de multiplicar ambos miem
bros de esta igualdad por (—l^"1 nos queda det A =  (—i)*"1® ¿(A), 
que sólo es otra escritura de la fórmula (1). Esta expresión se vuelve 
más simétrica si introducimos el llamado complemento algebraico 
Atj — (—l)l+*Af|j del elemento a\j del determinante A . Formule
mos el resultado obtenido.

teorema i. El determinante de la matriz A es igual a la suma de 
los productos de alguna fila por sus complementos algebraicos

En esta afirmación todas las columnas ya juegan igual papel. 
Cuando / =  1 ella se transforma en el desarrollo inicial (1) del § 1, 
introductorio del concepto de determinante. Acerca de las fórmu
las (1) y (2) se dice, que ellas brindan el desarrollo de un determinante 
por su j-ésima columna.

Aparece la tentación de comparar a (2) con la suma análoga por

el segundo índice: £  auA {j. Pronto, veremos que se obtiene el
mismo significado del det A.

2. Propiedades de los determinantes respecto a las columnas* Em
pleando el teoremA 1, podemos obtener toda una serie de nuevas 
propiedades de los determinantes.

t e o r e m a  2. Las propiedades D1 —D7 del § í,se cumplen no sólo para 
las filas, sino que también para las columnas de los determinantes.

d e m o s t r a c ió n . Como fue convenido al principio, det A — 
— det U lt . . w4J =  det (A<L\  . . ., De) § 1 se ve, que
las propiedades D4-D7 son totalmente consecuencias formales de las 
propiedades D1-D3, y, por consiguiente, demostrando sus analogías 
para las columnas, automáticamente obtenemos las restantes propie
dades en relación a las columnas. Pero la propiedad normativa D3 
ocupa un lugar especial y no se refiere ni a las filas ni a las columnas. 
De este modo, nos quedan por examinar las propiedades DI y D2. 
Las demostraremos por inducción según e) orden n del determinante.

S i (A) (E)-det A.

(2)

n
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Partiremos de la fórmula (2). Ella directamente muestra, que 
el det A es función lineal de los elementos de la /-ésima columna, 
por cuanto los complementos algebraicos A tj no dependen de estos 
elementos. Por eso mismo, la propiedad 1 queda demostrada.

Demostremos la propiedad D2, es decir la antisimetría de la 
función det (Aíl\  , . Ain>). Para n = 1 la propiedad D2 carece 
de contenido. Para n =  2 es fácil comprobarla inmediatamente:

a b 1 b a
c d ** ~~ =  d c

Sea n >  2. Supongamos que se permutan las columnas y A***1*. 
Utilizamos la fórmula (2) con ; ^  k, k +  1. En el menor Mis (o en 
el complemento algebraico A^) se contienen ambas columnas A<*\ 
A<fc+I>, pero en forma acortada: sin Jos elementos a¡ht #*,*+1- Por 
presupuesto de la inducción, al permutar dos columnas, cada menor 
cambia de signo. Por lo tanto, también

d e t( . . . ,  4<*>. ¿í»*» det( . . . .  -Ai»*», /!(*>, . . . ) .  |
3. Transposición de un determínate. Recordemos el concepto in

troducido en el ejercicio 1 del § 2 del cap. 2. La matriz rectangular 
de dimensiones n X m, en Ja que su f-ésima columna, ¿ =  1 ,2 , ... 
, . m% coincide con la i-ósima fila de la matriz A de dimensiones 
m X n, se llama matriz traspuesta de A. La matriz traspuesta de A 
se anota por medio de *A o de A'. En consecuencia, si A «= (ai$), 
%A =  (oí/)* entonces aj¿ =  Así 
La columna se puede considerar como una fila traspuesta

1 5
2 6
3 7 ’
4 8

La columna se puede considerar como una fila traspuesta 
[x„ . . *nl =  1 (Ti, . . ., *n)-

‘1 1 2  3 4
| 5  6 7 8

En el caso de matrices cuadradas se dice también que el determinante
« I J a Z 1 • •

d et'.4 = * J 2 0 2 2  • • • < *nl

«1» « n 2  • • • * n n

se obtuvo por trasposición del determinante det A. Explícitamente 
la operación de trasposición de una matri2 (determinante) de orden n, 
se puede presentar en forma de giro de la matriz (determinante) 
alrededor de un eje inmóvil, su diagonal principal. El giro alrededor 
de la segunda diagonal (no principal) es mucho menos usado.
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teorema 3 . El determinante de la matriz traspuesta coincide con 
el determinante de la matriz inicial

del *A — det A.
DEMOSTRACION. Examinemos la función M n (\) que

es composición A lA »-* det *A de la función de traslado a la 
matriz traspuesta y a la función det. La función tú posee las pro
piedades (i), (ii), formuladas en el teorema 2 del § 1. En realidad, 
por el recién demostrado teorema 2, la función lA «-*• det {A posee 
las propiedades D1-D7 respecto a las columnas de la matriz *4, o 
sea, respecto a las filas de Ja matriz A . De este modo, tú es función 
multilineal y antisimétrica de las filas de la matriz. Por el teore
ma 2 del § 1 tenemos 2Ú (A) — tú (£)*det A = det f£«det A. Pero, 
*E = E, y por eso, det E — 1. Luego, 3) (A) — det A. g

En correspondencia con el teorema 3, las filas y Jas columnas 
de un determinante gozan los mismos derechos: las propiedades, 
expresadas en términos de sus filas, también se expresan on términos 
de sus columnas, y viceversa. Por ejemplo, juntamente con el teo
rema 1 sobre el desarrollo de un determinante por sus columnas, es 
correcto el

teorema r. El determinante de la matriz A es igual a la suma de 
los producios de todos los elementos de cualquier fila dada, por sus 
complementos algebraicos: n

det A — a¡jA¡], |

A esto se le puede agregar el criterio siguiente: si alguna fila (alguna 
columna) del determinante det A, es combinación lineal de las filas 
restantes ('columnas restantes), entonces, det A = 0  (véanse las propie
dades D l\  DI" y sus análogas para las columnas).

Los dos ejemplos siguientes sirven para ilustrar las propiedades obtenidas 
de I09 determinantes.

EJEMPLO l. El determinante

A n*

1 1 1
*1 x* xn

’Tf

r«-t Tn-i

E A (*,. ...» xn).

vinculado con el nombre de Vandtrmonde, se cu&lcula por la fórmula
An — n (3>

o, en una escritura más detallada
A„ «= (** — i,) [i9 — x,) . . .  (xn — Zi) <x3 — j 2) . . . ixn — xa) . . .

■ • • (xn xn-l)’
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En particular, cuando los olomontos son distintos da dos en dos x., . . xn 
ti determinante de Vandermonde os diferente de cero. Esta propiedad se utiliza 
frecuentemente. Per el teorema 3 también tenoinoa¡

1 *1 ... * f -
1 ** *1

1 ...
Para demostrar la fórmula (3) aplicamos la inducción sobro n. Conside

rando, que Ant, a, se calcula por medio de la fórmula (3), y apoyándonos 
en la propiedad D7, rostamos do cada t-ésima fila del determinante A„ la 
(I — lj-éshna fila, multiplicada por xx:

1 1 1
n xn —xi

An = 0 X* — x t x t . x»-1—xJ-Sxx

ó x2 —x a - x l  . .. x3-‘ - x! r ix.
Surge La idea do'desarrollar ahora a An por la primera columna, y al determi
nante de orden n — 1 que so obtenga, sacar de la /-¿sima columna (/ =** 1, 2, . . .  
. . n — 1) fuera del signo del determinanlc, el multiplicador común xj+t — 
(propiedad Di* para las columnas). Llegamos a la expresión

1 1 1

A » =  (x n — X() (x n . t — Xj) . .  (x 2— x t )
x ¿ X,

x ? “* •*}“* . . . * 8 * 5
“ (■̂ n- ■-jci){ jra-»i“ j:i) ••• (xj — xi)*ó (xt , X|t «t*y *»)i 

q u e  co inc ide  con  (3), p o r c u a n to , p o r  p re s u p u e s to  de la  In d u c c ió n  A (x „  ♦ .*
* • • •  * )  =  ( [  ( x > — X j) .

e je m p l o  2, La m a tr iz  4  =«(<>/j) d e l  tip o
U « i . «13 « í n

— « 1 2 « 23 « j n

A = —  « 1 3 —  « t 3 0 « 8 »

—  f l i n — fla n — « I » 0

ee denomina antisi métrica, (de su determinante también se dice trae es antiai- 
métríco). En otra* palabras, M *  —.4. Teniendo en cuenta el teorema 3, 
tenemos

del A -  det i A =  det (--4 ) -  (-I)*» dot A t
de donde (i -f (—l)n~l] det A — 0. Para n impar obtenemos det A =  0, o sea, 
el determinante de cualquier matriz antisiméirica de orden impar, ee nulo.

,4. Determinantes de matrices especiales. Cuanto más ceros hay 
entre los elementos de la matriz A % «cuanto mejor» ellos se encuentren
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•dispuestos» tanto más fácil resulta calcular el det A . Esta idea intui
tiva encuentra en Algunos casos una expresión cuantitativa exacta. 
Por ejemplo, sabemos (véase el punto 2 del § 1), que el determinante 
do una matriz triangular (superior o inferior) os igual al producto 
de los elementos que se encuentran en la diagonal principal. Otro 
caso particular importante contiene el

teorema 4. Para el determinante D> de orden n -i- m, en el que, 
en las intersecciones de las prltnerasn columnas con las últimas m filas, 
sólo se encuentran ceros% tiene lugar la fórmula

« 1 1 « i n « 1 .  n + i * * • « 1 ,  Tl+W

« n i
*u • ’ • « i n • • •  * l m

« n n « n ,  n + l • • • « n . n i m •
0 0 f t i . . . .  * . m

« n i  • • •  «nn • • • Óm m

0 0 * m . • • • bmm
{el determinante del primer miembro do esta igualdad se llama 
cuasi triangular^ o determinante con un ángulo de ceros).

d e m o s t r a c ió n . Fijomos on principio n (n - f  m) elementos atj 
y consideremos al determinante D como una función de los ele
mentos bkh que conforman la matriz cuadrada B do orden m. La 
función obtenida se puede considerar como una función de la matriz 
B:D =  2  (B).

Es claro, que la niultilinealidad y la antisimetria del determi
nante D respecto a las últimas m filas, es equivalente a las mismas 
propiedades de 2  (tf.i en relación a las filas de Ia matriz B. Quiere 
decir, que es correcto aplicar a 2  (B) ol teorema 2 del § i , de acuerdo 
al que 2  (B) — 2  (E)-det fí. Por definición de la función 2  te
nemos

* 1 1 . . .  ain « 1  n + i • • • Ójt „  +

« n i • • •  « n n « n .  n + l • • • « n ,  n + m

0 . . .  0 1 . . .  0

0 . . .  0 1 . . .  1

Desarrollemos a 2  (E) por la última fila (véase la fórmula (2)), 
luego por la penúltima, etc. Repitiendo esta operación m veces, 
nos convencemos de que 2  (E) — det A, donde

A =
*ii

«ni

« I n

an n

Definitivamente obtenemos: D =  2  (B) =  del /1-det B. |
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Con las nuevas designaciones, la fórmula del teorema 4 adopta 
una forma más compacta

 ̂ | =  det A del B. (4>del 0 B
Aquí, .4 y B son matrices cuadradas, y la motriz nula 0 y la 

matriz C son rectangulares. Apoyándonos en los teoremas 3 y 4 
o en los razonamientos utilizados en el transcurso de la demostración 
del teorema 4, sin trabajo establecemos que,

4 0 I _
=  del A • (let 2?. |del C B

A veces, prueban de escribir exactamente la misma expresión para el 
determinante del || ^  | | ,  aunque inmediatamente se sugiere u»

conlraejemplo sencillísimo || n | |= — la cuestión radica en el
alano. La respuesta correcta se obtiene mediante permutaciones de filas

II C A H , || C o j|
o de columnas, que llevan la matriz. I II a la forma |l _ il o

A C
B A

0 B
Razonamiento* más sencillos, se basan en el mismo teorema 2 del § 1, 

la cua] hemos utilizado repetidamente. Electivamente,

dctfl B o |hdet|| £ o H d0tB-
Luego, por la fórmula (1), aplicada m veces, bailamos

1C A
E 0

A f l j , O in

«M f ln n

1 . . .  o 0  . . . 0

Ó . . .  1 ü  . . . 0

=  ( — ij("+2)+<n+4)+ . . .  +^n-r2w) de t A _  j)nm det
Definitivamente, llegamos a la conclusión que si A , B son matrices cuadradas 
de orden n y m respectivamente, entonces,

d*i l® <*>
Las fórmula (í) y (5) engloban al teorema general do Laplace sobre el desa

rrollo de determinantes. Ente teorema, sin embargo, se utiliza relativamente* 
poco, y no nos detendremos en él. Y no nos apuramos con la deducción del 
llamado teorema del desarrollo completo de un determinante (véaso el cap. 4, 
I 3), que presta poro provecho desdo el punto do vista del cálculo.

Una afirmación muy importante, acerca de los determinantes 
de matrices, contiene el siguiente
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teorema ». Sean A y B, matrices cuadradas de orden n. Entonces 
dot A tí «= det A • dct B.

d e m o s t r a c i ó n . De acuerdo con las fórmulas (7) y (9) del § 3 del 
cap. 2, que expresan los coeficientes ctf de La matriz (c¿/) =  AB 
=  (&íj) (btj) por medio de los coeficientes de las matrices A y B , 
la i-ésima fila (AB)t se escribo de la forma

(AB)t ^ ( A lB^K AtBW.........

Ai&h -  S  «n»V
Fijamos la matriz B y para cualquier matriz A hacemos 

20 (A) =  det AB.
Demostremos, que la función 30 cumple las condiciones (i), 

<ii) del teorema 2 del § 1. Efectivamente, sabemos que el det AB: 
es,una función lineal de I09 elementos de la i-ésima fila (AB)¡:

det 
Por eso,

n  n  n  n  n

=  S  S  aíh S)=\ k=í A*=l A= 1
f»

donde p,fc =  hjbkjf es un escalar» independiente do los elementos

de la i-óslma fila Ai de la matriz A .
Observamos, que 20 (A) es linealmente dependiente de los ele

mentos de la í-ésima fila de la matriz A.
Luego, intercambiamos de lugar a A ñ y A Puesto que las s-ésima 

y t-ésima filas de la matriz AB tienen la forma
(A fiW ..........A 9BW),
(AtBW------ - A

entonces, en este caso, ollas también se intercambian de lugar y, en 
consecuencia, por el teorema 1:

A u . . .) =  20 (A) ^  det AB -=
=  det [. . (AB)...........(¿0)/* . . .) =
=  — det f. . . (AB)t......... (ABU ■ . .1 «

=  —20 (___ . . .)•
De este modo, se cumplon ambas condiciones del teorema 2 del 

5 1, de acuerdo al cual 20 (A) = 20 (E)-det A. Pero, por definición, 
20 (E) =« dot EB dct B. Do donde se deduce la fórmula buscada.|
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5. Sobre la construcción de la teoría de determinante». Los teorema» t y 2 del 

S 1, dan, en esencia, una descripción axiomática de la función (Jet, aunque 
comenzamos con su pura expresión constructiva.

Un camino más para la construcción de la teoría de los determinantes índica 
el teorema 2, Precisamente, sea que tenemos una función 2 :  Mn (R) i , 
poseedora do Jas siguientes propiedades*.

(i) 2  (AB) =* 2  (A)-2  (B), para cualesquiera matrices 4 , B £ Mn (R);
(ii) 2  (P9. |) — —1 para cada matriz elemental P9t t (véase el punto * 

del $ 4 del cap. 2);
(it) 2  (A) «= X,; para cada matriz triangular superior del tipo

So afirma, que 2  =  (Jet. Efectivamente, aprovechándose de la propiedad 
(i) empleándola ou la matriz

X
1 *

1 * 
• •

•

B —  F \ , b

0  !

F u , =

**
■

m
•

«4

o

obtenemos 2  (tí) =- (—1) *X«(— 1) =  X. Esto significa, que 2  (Fa (X)) =  X para 
la matriz elemental P9 (X). De acuerdo con (í/i). 2  (P$, t (X)) >» 1 para la matrír 
elemental P9t ¡ (X) con s <  t. Como

entonces, y2  (Ff(# (X)í = 1 .  y por eso, 2  (P9% t (X)) =  1, para cualesquiera 
índices s t.

Asi Z  (P, t\ =  - 1 .  2  (F„ , (X)> — 1 y 3, (P. <*.)) =  ^  P«r cuanto.
c u a lq u ie r m a triz  A 6 Mn ) se escribe  de fo rm a A =  P I r  ^  I <>, r <  n .

donde P y Q son productos de matrices elementales (véanse los razonamientos 
anteriores al teorema 5 del § 4 dol cap. 2), la propiedad (<) permile efectiva
mente calcular 2  (A).

Sea qno la matriz A ' so obtuvo multiplicando la j-ésima fila Aa de la matriz 
.4 por X, o sumando a A 9 la fila A t con el número t. Entonces, como se hizo notar 
on ol cap 2. A' »  F¿ (X)-4, o también A' — Pt , ♦ <i)-4. En el primer caso, 
tenomos 2  (A‘) =  (4), y en ol segundo, 2  (A ) — 2  (4). Dicho de otro
modo, 2  (4) os función multilinoal de las filas do la matriz 4 .

Si, además, 4 ' so obtuvo de 4 por una permutación do filaa con números » 
v f, entonces, 4 '  =  ^ , . , 4 ,  de donde 2  (A') — 2  (Ps, t) -2  (A) =  —2  (4). 
Ó sea, 2  (A) es una función antfsimétrica do las filas de la matriz 4 .

Finalmente, 2> (£) =» 2  (F, (1)) «= i .
Vemos, que* la función 2  posee las tres propiedades básicas D i —  D Z  

de los determinantes. Así pues, por el teorema 2  del § 1 2  (A) ~  det 4 .
Se le propone al lector plantear y íundamet *ar variantes propias de descrip

ción axiomática do la función det.
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EJERCICIOS

i. Los números enteros 1798 =*- 31 *58, 2139 =  31 *G9, 3255 =  31 >105, 
4887 ■■ 31 >157, son divisibles por 31. Sin ningún cálculo, mostrar que el deter
minante de cuarto orden

1 7  9 8
2 1 3  9
3 2 5 5
4 8 6 7

también es divisiblo por 31.
2. Mostrar, que cualquier determinante antisimétrico de cuarto orden 

I «jj | con Ofj £ es cuadrado de un número entero. (Observación. Esto es 
cierto para cualquier determinante antisimétrico).

3. Demostrar la relación d o t A R »  det A' det £  íteorema 5), mediante 
la reducción empleando transformaciones elementales del tipo (!Í) sobre las
lilas, de la matriz auxiliar C =  II II de dimensiones 2n X 2n, a la

forma C* *  || ^ ^  ̂  || . (Indicación. Aprovechar la igualdad det C — det C
y las relaciones (4), (5).

4. Mostrar, que t ( A B ) i B tA ,  para cualesquiera matrices rectangulares 
A, By de dimensiones m X r y r X n.

5. Mostrar, que det B ~ lA B  =  det/1, para cualquier matriz cuadrada A  € 
6 A/n (R) y cualquier matriz invertible B £ Mn (R).

6. Sea

Cn (̂ i» • ••» n̂) —

X, 0 0
- 1  %t 1 .

0 0 0 .
0 0 0 .
0 0 0 .

0 0 0
0 0 0

l>n-2 1 0
- 1 ^ n -i 1

0 — 1

Mostrar, que det C„ =  det Cn., +  det Cn. t . Para X, = ,»- »  . . . »  X. -  1, 
hallar el valor numérico del det Cn. (Indicación. Recordar el ejemplo 3 del pun
to 3 del § 3 del cap. 2, y prestar atención al hecho, de que dot Cn <1, . . ., 1) —
=  (—I)*”1 det Cn (—1............-1 )).

7. Mostrar, que el determinante n X n de la matriz

2 —  t 0 0  . . 0 0 0
—  1 2 —  1 0  . . 0 0 0

0 - 1 2 —  1 . . 0 0 0

0 0 0 0  . . . - 1 2 ~  1

0 0 0 0 . . 0 —  i

es igual a i»+1.
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$ 3. APLICACION DE LOS DETERMINANTES

1. Criterio de no degeneración de una matriz. En el § 3 dol cap. 2, 
la matriz cuadrada A se llamó no degenerada, sí existe una matriz 
inversa a ella A“l. Aplicando el teorema 5 del § 2 a la relación 
AA~l =  A~lA “  E, obtenemos, que det A «det A“l =  1. Así pues, 
el determinante de una matriz no degenerada es distinto de cero y

det A”1 =  (det A)’1.
Juntamente con la matriz A examinemos su matriz adjunta (o re

cíproca)

II Atí . . .  <4nl
......................

I Ain • • •
A fin de obtener A~, hay que colocar on el lugar de cada elemento 
aij de la in&lriz A, a su complemento algebraico A,; (i, / — 1, . . . 
• ••»*)* y luego proceder a la trasposición de la matriz.

t e o r e m a  i.  La matriz A 6  Afn (X ) es no degenerada ( invertible) si, 
y sólo si, det A 0. Si det A ^  0, entonces A"1 (det A)“lA~, 
o, en escritura más detallada'.att . . •  aln - l IKtV •

A m
•• d é n

=

ani • * - ®nn A m
d e t A *

^ n n
• •  T G t T

A la demostración del teorema le anticipamos un lema. 
t e o r e m a  i. Sea A 6  Mn ( í t ) .  Tienen lugar las relaciones

*nAji +  at%Ajt 4* • • • -r &tnAjn “  det Af (1)
auAij -4- UtiAff +  . . • +  &niAnj *  ®í; det Af (2)

¿omfe es el símbolo de Kronecker (cuando i=f* J se habla sobre el 
desarrollo del determinante por una fila ajena, o por una columna 
ajena, respectivamente).

d e m o s t r a c ió n . Cuando i =■ A la afirmación del lema coincide 
con los teoremas 1 y 1' del § 2. Por eso, queda por examinar el caso 
í ^ A  cuando Ó,/ =  0. Con este fin introducimos la matriz

A' =  [Aj........ A„

On o« . . • Oln

0|i 0,2 ...• oín

an 0,2 •• • 0<n

Onl 0|»2 • . . onn
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que so obtiene de A = (. . A¿* . . AJy . . .1 cambiando la
/-ésima fila por la ¿-ésima (la /-ósima queda en su Jugar.) Como cual
quier otra malm cuadrada con dos filas iguales, el del A' -- Ü. 
Por otro lado, el complemento Algebraico AU (k l, . . n) se 
forma tachando la /-ésima fila A¡ — A t y de la &-ésima columna del 
determinante, así que Ajb — AJk. El desarrollo formal del determi
nante de la matriz A' =  (a9t) por la /-ésima fila nos da la relación

it n
0  =  d e t  A' — 2  a'jhAíh =  2  « i * ^  * •*-i kZi

coincidente con la expresión (1) en la formulación del lema. La 
segunda relación se obtiene de reflexiones análogas, referidas a las 
columnas. |

Volviendo a la demostración del teorema, sencillamente observa
mos, que el primer miembro de la relación (1) no es otra cosa, que 
e) elemento ctj de la matriz C =  A A w:

« 1 ! • • •  r ln II II « M  ' • • « I r *  II I I  * • • « ^ n l

<*nl • • •  ^nn \1 II « n i  • ■ • « n i »  II i  * ^ i n  • • •  Ann
De acuerdo a la relación (1) (r/y) =  (ójjdel A) = (ilet/1) E. De 
este modo,

A A '  -  (det A) E* 
de donde, para det A ^  0 obtenemos

(det A)-1 (A A*) — A (det A )“M v -  E.
El primer miembro de la relación (2) es expresión del elemento 

cu de la matriz C  — A vA. Puesto que los segundos miembros en (1) 
y (2) coinciden, entonces, en el caso en que det . 4 ^ 0  llegamos a las 
relaciones

A (det A)~XA ' *= <d*lAylA 'A  -  £,
que significa que A '1 — (det A y 1 A v. |

cokolario i . Un determinante es nulo si* y sólo si* sus filas (o colum
nas) son linealmente dependientes.

Esto criterio, nos es parcialmente conocido (véase el final del 
punto 3 dol § 2) y pudo haber sido demostrado mucho antes, pero 
no hubo necesidad de él. El razonamiento: por el teorema 1 la igual
dad det A =  0 es equivalente a la degeneración de la matriz A, ye! 
degenerainiento, por el teorema 4 del § 3 del cap. 2, es equivalente 
o la condición do que rank A <C n (n X n son las dimensiones de la 
matriz A)¡ que caracteriza, en virtud del teorema 1 del § 2 del cap. 2, 
a la matriz con filas (columnas) linealmente dependientes. |

El teorema 1 tiene más bien significado teórico. Desdo el punto 
de vista del cálculo, en especial para grandes dimensiones de Jas
8-0302
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matrices, en Ja búsqueda de la matriz A~x es más cómodo utilizar 
el método (P, (l)-reducción, descripto on el corolario del teorema 5 
del § 4 del cap. 2.

Deduzcamos ahora fórmulas para resolver sistemas de n ecuacio
nes lineales con n incógnitas, debido a las cuales, en particular, fue 
inicialmentc desarrollada la teoría de determinantes. 

c o r o l a r i o  2 (Regla de Cramcr). Si el sistema lineal

“i“ • • •+  annxn ~ bti
tiene determinante distinto de cero (o sea, det (atj) 0), entoncesf 
su solución única es dada por la fórmula

ffII .. . 6| —

, Oni •«• t*n • • ■ flf»n
«ifc «i n

? A? —1 ,2 , . . . , n

tfni • • • • • • <*nn

(el numerador Dk se obtiene cambiando a la k-ésima columna de D = 
=  det (at}), por la columna de términos independientes)-

d e m o st r a c ió n . Por el teorema 1, la matriz A =  (a#;) es inver
tible. Por eso, escribiendo nuestro sistema do forma A X  — B % como 
en el § 4 de) cap. 2, obtenemos

X (A») B 
det/I t

de donde
S  AJh>>i 

dei.4- *
Precisamente, esta expresión obtenemos en el numerador, desarro
llando el determinante Dh, por la fc-ésima columna (véase (2 )).| 

Cumpliendo todas las transformaciones en orden contrario, se 
muestra, que el conjunto (ZVdet-4, . . DJdet A), efectiva
mente, es solución de nuestro sistema, g

Observemos, que los fórmulas (3), (0) del § 4 del cap. i coincidoa, justa
mente. con las reglas do Cramcr para n *= 2 y 3. respectivamente. Cómodas para 
n pequeñas, las reglas de Cramer cumplen, en general, una función puramente 
teórica. Por ejemplo, empleándolas para el sistema lineal del ejemplo 2 on el 
punto 4 del § 3 a ©i cap. t, da (teniendo en cuenta la igualdad det A — j) la
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expresión para los números de Fibonacci
1 0 0 .. 0 0 1
0 1 0 .. 0 0 1

- 1  - -1 1 .. 0 0 0

0 0 0 .... — 1 1 0
0 0 0 .. . - 1 - 1 0

Se comprendo, que esta fórmula está lejos de lo clara expresión de fn hallada al 
final del § 3 del cap. 2.

2. Cálculo del rango de una matriz. En los §§ 2 y 4 del cap. 2 
está contenido todo lo necesario para describir un cúmulo de resolu
ciones del sistema rectangular general de ecuaciones lineales. El papel 
principal en esta descripción, le correspondo al concepto de rango 
de una matriz. Nos queda sólo traducirlo a la longua de la teoría 
de determinantes, para tener a nuestra disposición otro método más 
de cálculo del rango y un medio cómodo para expresar el hecho de la 
independencia lineal de un sisLema de vectores del espacio lineal 
aritmético 5ln.

De suerte que, sea
au  . . . aiT . . . ■ ^|n

A = t f r i  . . . arr . . .

*mi •• • ® m n

una matriz rectangular cualquiera, de dimensiones m x n, con 
coeficientes Bajo el nombre de menor de k-ésimo orden
de la matriz .4, como do costumbre, se entiende ni determinante 
de la matriz de los elementos, que se encuentran en A , en las inter
secciones de las k columnas y k filas distintas, señaladas; k ^  
^  min (n, m).

Son que el rango de la matriz A es igual a r. De acuerdo con el 
teorema 1 del § 2 del cap. 2, esto significa, que r es el número má
ximo de filas linealmente independientes, y el número máximo de 
columnas linealmeute independientes de la matriz A. Volviendo al 
teorema 5 del § 4 del cap. 2 y su corolario, notamos que

A = B
Er 0 
0 0 C,

donde B y C son matrices no degeneradas, de dimensiones m X m 
y n X n. respectivamente, escritas on forma de producto de matrices

elementales. Como en la matriz
Er 0 
0 0 se tiene un menor M *=

8*
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=  | Er | -- 1, distinto ele cero, de orden r, no liay menores no nulos 
de orden >  r, y como esta propiedad se conserva con transformaciones 
elementales de Las filas y de las columnas, entonces, llegamos a la 
siguiente afirmación.

teorema u. El rango de cualquier matriz A, m x »t es igual al 
orden mayor de sus menores distintos de cero. |

Cualquier menor distinto de cero del orden máximo de la matriz A, 
se ilama menor básico. Las columnas (correspondieutemeiUe, las 
filas) de la matriz A , que intersecan al menor básico dado, se llaman, 
de acuerdo con la terminología del cap. 2, columnas básicas (corres
pondientemente, filas básicas). Como de costumbre, interpretando 
las filas y columnas de la m X w-matriz A, como vectores de los 
espacios 3ln y ftw, respectivamente, y también utilizando las pro
piedades básicas de los sistemas de vectores linealmente independien
tes (su complemen(ación hasta la base; véase el ejercicio 5 del § 1 
del cap. 2), es fácil comprender, que la búsqueda de por lo menos un 
menor básico se puede simplificar sensiblemente, si se examinan con
secuentemente los llamados tnenores orlados. Precisamente, si es 
hallado un menor M de ¿-¿simo orden de la matriz A , distinto de 
cero, entonces, el paso siguiente consiste en la verificación de sólo 
aquellos menores de (k r  1)-ésimo orden, de los cuales M se obtiene 
eliminando una fila y una columna. Si, esos menores, que orlan 
a M, son nulos, entonces, el rango de rank A =  k. (¿Porqué? Esto 
significaría, por el teorema 2, que cualquier columna de la matriz A 
se expresa linealmente por medio de las k columnas elegidas.) En 
caso contrario, se debe pasar a los menores que orlan algún menor 
no nulo, de orden k |- 1.

El método de los monores orlados es suficientemente práctico, 
especialmente, cuando deseamos saber no sólo el rango, sino también 
las columnas o filas de Ja matriz A, que componen el sistema maxi- 
mal linealmente independiente. Al emplear transformaciones ele
mentales esta información, por supuesto, se pierde.

EJERCICIOS
1. Mostrar, que se cumplen las siguientes relaciones:

(AB)^ — A (M) »==*(i4v); (JW)V =  X*“M 7; ( ¿ 7)V =  (det A)™ A.
2. Expresar el rank A ~, por medio dol rank A .
3. Demostrar, {fue el sistema cuadrado do oenneiones lineales homogéneas, 

tieno solución no trivial si. y sólo si, el determinante del sistema es nulo.
4. Basándose en los resultados del punto t del § 4 dol cap. 2 y en el coro

lario 2 del teorema 1, mostrar, que el sistema fundamental do soluciones, del 
sistema homogéneo

*11*1 +  • • • +  n =  0,

a n - n r i + * - »  +  * n - i ,
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de rango ■#■ ■■ n — 1* se compone de un rector-columna
Xo = U>,. - D2. rj9------(-!)»-! 1)„\,

donde es el determinante de la matriz que se obtiene de A — (atj) eliminando 
su ¿-¿sima columna. Cualquier solución del sistema time la forma X XXo.

5. Sean, A =  (<z£¿) 6 Afn (*•), y (« — 1) I I <  l au I para todos los 
i ** J. Demostrar, que del A ^  0. (Indicación. Suponiendo Jo contrario, utili
zar el criterio formulado en el ejercicio 3. Precisamente, si |í?, . . . .  ¿rftj es solu
ción no trivial del sistema lineal AX  «  0 y aj es su componente, que tiene
el módulo máximo, entonces, de la ¿-csima ecuación *r T  4- ahfz) —

f&tt
sigue la cstimacióu (n —1)|«a*|1^1 =  («—!) | 2  «hrf  |<  (»— !)!«** I I^ L

}¥>k
que brinda la contradicción necesaria).

6. Demostrar la siguiente afirmación. Sean A (a*/), fí -> (bM¡), matrices 
de dimensiones n X m y ro X n, respectivamente, y sea C — AB. Entonces

ai>, ■*• **U * fy»,»

det C — 2 •u . n2 i, •’ • a*i. ‘ m
---

fll >n *7) •• • a*Jn bJm *i«» ** * b*»"
En el segundo miembro, la suma se efectúa para todas las combinaciones
posibles de n elementos {/t, ;2, . . . , i n) tomados de i, 2, . . . .  m. En parti
cular, det C =  del A *del B para m =  n y det C ** 0, para n >  m. (Indicación. 
Como C =  (C|y), w* tunees, el uso repetido de la regla de desa
rrollo de un determinante por una fila (teorema i ’ del § 2 del cap. 3), da

« 1 A . f l l  A* * •• «■*„

det £ ■ *

n
a2A, °2A, «• •  B*i‘ n

A».

a nft , ffnA,  * 1 • a " * n

donde la suma se realiza para Unios los pares de kl% distintos. Cuando
m <  n, no existen tales índices, y, en consecuoncia. det C — 0. Si m >  n, 
entonces, ¿i, . . . .  *n, os una muestra de los elementos (/i, . . fn ). tomados 
en algún orden, de i, 2, . . . .  m. Se deben juntar todos 109 miembros, en co
rrespondencia con la combinación dado {/lt . . ., /n ), y con la ayuda del teorema 
sobre el desarrollo completo de un determinante, obtener

«1*1 ■■• «n̂ i
■hnn -

«i*n •• . anJcn
• flnj,

fll/n •-  «*/•
2  —
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aUt •• anjt

‘ l/n

^iil • * * bim

h n l- '* J nn

áoa¿°
7. Utilizando el ejercicio anterior, mostrar, que si A es una m X /i-matriz 

sobre £, m >  n, entonces
det*>M = 2  Jf»,

Ai

donde M  recorre por todos los o menores de orden n de la matriz A.



Capítulo á

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 

(grupos, anillos, campos)

En los capítulos precedentes se acumuló suficiente material 
concreto, al que es necésario conceptual izar desde posiciones más 
generales. Con este fin, introducimos y estudiamos, por el momento 
en un nivel elemental, los conceptos fundamentales para todo el 
álgebra, de grupo, anillo y campo.

§ 1. CONJUNTOS CON OPERACIONES ALGEBRAICAS

1. Operaciones binarias. Sea X uu conjunto cualquiera. Se llama 
operación algebraica binaria (o ley de composición) en X, la aplicación 
arbitraria {pero dada) x: X x X X del cuadrado cartesiano 
X 1 =*= X  X X  en X. De este modo, a cada par ordenado (a, b) de 
los elementos a, 6 £ X, se pone en correspondencia de modo uní
voco un tercer elemento determinado t  (a, b) perteneciente al mismo 
conjunto X. A veces, en Jugar de t  (a, b) se escribe a t ó , y más fre
cuentemente, la operación binaria en X se designa con algún símbolo 
especial: *, o, . y -j-, Seguimos nosotros el mismo camino, llaman
do ü‘b (o sencillamente ab, sin ningún signo entre a y b) producto, 
y a +  ó, suma de los elementos a, b g X. Se comprende, que estos 
nombres, en la mayoría de los casos, son convencionales.

Hablando en general, en X se pueden dar muchas operaciones 
distintas. Deseando separar una de ellas, so emplean paréntesis 
(X , *) y se dice, que la operación * determina en X  una estructura 
algebraica o que (X, •) es un sistema algebraico. Así, por ejemplo, 
en el conjunto 2» de los números enteros, ademas de Jas operaciones 
naturales - f , • (suma y multiplicación), es fácil mostrar operaciones 
««derivadas», obtenidas con ayuda de H-(0 — )y*: n ° m — n -f- m — 
— nm, n * m =  —n — m, etc. Obtenemos diferentes estructuras 
algebraicas (2*, + ), (2 , •), (2, *).

Juntamente con las operaciones algebraicas binarias, no carecen 
de interés las mucho más generales n-arias operaciones (uñarías 
cuando n =  1, ternarias cuando n =  3, etc.), al igual que sus com
binaciones. Las estructuras algebraicas relacionadas con ellas, com
ponen la teoría especial do álgebras universales. Todo esto lo men
cionamos solamente para subrayar otra vez la importancia funda
mental quo tienen para las matemáticas, algo que parecería como 
partes propias de la teoría de álgebras universoles. las e.strucliir.is 
algebraicas con operaciones binarias.

En el sentido de la construcción de distintas operaciones bina
rias en el conjunto X también, evidentemente, se abre un espacio 
ilimitado a la fantasía. Pero la tarea del estudio de estructuras
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algebraicas arbitrarias es demasiado general para que represente 
algún valor real. F'or esla causa, se efectúa con distintas limitaciones 
naturales.

2. Subgrupos y inoiioides. La operación binaria * en el conjunto 
X  es asociativat si (a * b) + c = (a * (b * c) para todas, a, b c, £ X\ 
se dice que es conmutativa, si a + b = b * a. Los mismos nombres 
se le otorgan a la correspondiente estructura algebraica (X , *). 
Las exigencias de asocia lividad y con imita ti vidad son independien
tes. De hecho, la operación * en 2, dada por lu regla n * ni *  
— — n — ni, evidentemente, es conmutativa, pero (1 * 2) * 3 =  
=  (—1—2) * 3 -  —(1 —2) — 3 =  0 =£ 4 -  1 * (2 -3 ), así que la 
condición de asociatividad no se cumple. Luego, en él conjunto 
Mn (jft) de todas las mal rices cuadradas de orden n >  1, está defi
nida la operación de multiplicación, que es asociativa pero no con
mutativa (véase el punto 2 dol § 3 del cap. 2).

El elemento e £ X  se llama unidad (o neutro) en relación con la 
operación binaria considerada *, si e * .r — x * c =  i ,  para todas 
las x g X. Si a esotro elemento unidad, entonces, como se deduce 
de la definición, <?' — e + e — c. Así que, en la estructura algebraica 
(X % +) no puede existir más de un elemento unidad.

El conjunto X , con una operación asociativa binaria dada en él, 
se llama semigrupo. Al semigrupo con elemento unidad (neutro) 
se acepta denominarlo monoíde (o soncillamente, semigrupo con 
unidad).

Al igual que para cualquier grupo, (a potencia del inonoide 
M  =  (M, *) se designa con el símbolo Card M  o | M |. En el caso 
de un número finito de elementos contenido*' en él, se habla de un 
monoide finito M  de orden | M  |.

Daremos algunos ejemplos de semigrupos y do monoides.
1) Sea Q un conjunto arbitrario y Af (Q) el conjunto de tudas sus transfor

maciones (aplicaciones de Q en si mismo). De las propiedades de Los conjuntos 
y de las aplicaciones, señaladas en el § 5 del cap. 1, se deduce, que M  (Q) es un 
monoide. Se tiene en consideración, por supuesto, ol trío {Af (Q), o, <?Q), donde 
o es la composición natural de las aplicaciones, y el Q es la aplicación idéntica.

Destaquemos ol caso particular, cuando Q es un conjunto finito do I Q [ =  n
elementos, designados sencillamente con los números naturales 1, 2..........n.
Cada transformación /: Q -► £3 se define por la sucesión ordenada señalada 
/  (1), /  (2), . . / (a), donde en calidad do imagen /  (i) puede estar cualquier
elemento de O. No se excluyo lu coincidencia /  (í) =  /  (/) para i j.  Eligiendo 
todas las sucesiones posibles, obtenemos exactamente nn transformaciones. 
Entonces, | Af (Q) =  Cnrd M (Q) =  nn . Sea, digamos, n 2. Los elementos 
e. /, g, h del monoide M ({f, 2)) y sus producios pares, son dados en su tota
lidad por las dos tablas:

1 2 • e f g h

F 1 2 e e t g h
f 2 1 f i e h g
g 1 1 ¡í g a g g
h 2 2 h h k h h
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Inmediatamente se aprecia, que M ({1, 2}) es un monoide no conmutativo.
2) Sea otTa vez Q un conjunto arbitrario, y &  <£) el conjunto de lodos 

sus subconjuntos (véase el ejercicio 4 del § 5 del cap. t). Como (d n R) Í1 C =  
— A fl (B D C) y {A U B) U C = A U {& U C), entonces, en :t' (¿1) se definen 
dos operaciones binarias naturales asociativas. Es evidente, que 0  \j A — A 
y A D Q =  A . Tenernos dos monoides conmutativos (J1' (fí), U , p )  y (ff (Q), 
U* Q). Como so sabe, | .T (Í2) =  2n. si | Q | -- n.

3) (A/n (R), - r , 0) es un monoide conmutativo eou elemento neutro, una 
matriz nula» y (Af„ (R), • , E) es un monoido no conmutativo con elemento 
neutro, la matriz unidad E. Ésto surge inmedia lamente de los propiedades 
de la suma y de la multiplicación de matrices, las quo hemos conocido en el 
cap. 2.

4) Sea nT =  («ni | 7} un conjunto de números enteros divisibles
por n. Es claro, que (n2, 0) es mi monoide conmutativo, y («!?, •) un sub-
grupo conmutativo sin unidad (n >  1).

5) El conjunto Pn (R) de matrices estocáStiras de orden n (véase el ejer
cicio 8 del § 3 del cap. 2) es un monoide con una operación habitual de multi
plicación de matrices.

El subconjunto S' del semigrupo S con la operación *, se llama 
subsemigrupoi si x * y £ S 'para tocios Jos x, y £ En este caso* 
también se dice, que el subconjunto S' c  5 es cerrado respecto a la 
operación *. Si (M, *) es un monoide, y el subconjunto M* d M  
no sólo es cerrado respecto a la operación *. sino que también contie
ne el elemento miidad, entonces M* se llama submonoide en M. 
Por ejomplo, (ñ- . •) es un subsemigrupo en (7, •), y (nT¿ , +  , 0) 
un submonoide en (7, 0). Todo submonoide del monoide M (Q)
se denomina monoide de transformación (del conjunto Q).

3. Asocia ti v idad generalizada; potencias. Sea ( X,.) una estructura 
algebraica arbitraria con operación binaria • , a Ja que, por sencillez,, 
la omitiremos, escribiendo xy en lugar de x*y. Sea, luego, jr1? . . .
. . ., xn, una sucesión ordenada do elementos de X. Sin cambiar el 
orden, do muchos modos podemos formar un producto de largo n. 
Sea ln el número de tales modos:
12 =
13 =  x3, x4 (#2*0;
/4 =  5: x3) x4% (Ji (ar-̂ a)) xx r 4, jt, {x2 (x:jjr4)),
(xxx2) (zzx4); etc.

Es evidente que, escogiendo todos los productos posibles .rl¥ . . .
. . . Zhi xJt+l . . . xn de largos k y n — Ar, 1 ^ k  ^  n — 1, y luego 
uniéndolos mediante nuestra operación binaria en el orden dado, 
agotamos todas las ln posibilidades. Es notable, que en Jos monoides 
(y subgrupos) la colocación de paréntesis resulta innecesaria.

t e o r e m a  i. Si una operación binaria en X es asociativa, entonces, 
el resultado de su aplicación consecutiva a n elementos del conjunio X, 
no depende de la colocación de paréntesis.

d e m o s t r a c i ó n . Para n =  1, 2  no hay nada que demostrar. Para: 
n — 3 la afirmación del teorema coincide con Ja ley de asociatividad..
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Seguimos razonando por inducción sobre n. Supongamos que n >  3 
y que para el número de elementos <  n la veracidad de la afirmación 
está establecida. Es necesario sólo demostrar que,

( * l  • - - * ! . ) ' •  ( * *  +  l  • • • *r>) =  ( * 1  • • • * l )  ( * l  +  l  • • • X n )  ( 1 )

para cualesquiera k , /, 1 <  A\ l ^  n — t. Transcribimos sólo los
pares exteriores de paréntesis, por cuanto, por presupuesto de la 
inducción, la disposición de los paréntesis interiores no es esencial. 
En particular, XyX.¿ . . . xh =>( . . .  ((x ^ ) x3) . . .  x ^ )  xh es un 
producto, llamado normalizado a La izquierda. Distinguimos dos 
casos:

a) k =  n — 1. Entonces (x¡ . . .  xn„-,) xn — (. . . (x^g) . - .
- • • x„-i) ft-s un producto normalizado a la izquierda.

b) k <  n — 1. En virtud de Jn asociatividad tenemos
^X| . . . //{) (í/t f-i • ■ • xn) — (á*i . . . ¿C/j) ((l/j+i » . .

. . . XTr_i) X„) — ((X| . . . Xfc) (x%+i . . . X„_y)) xn =
(xvt s) . . . Xa) x*+1) . . . xn_x) x*

•o sea, de nuevo un producto normalizado a la izquierda. A la misma 
íorma se lleva el segundo miembro de la igualdad demostrada (1). J

En el § 2 del cap. 2 fue introducido el signo do la suma 
Evidentemente, so puede utilizar en cualquier monoidc conmutativo 
aditivo. En un monoide multiplicativo, de análogo sirve el signo 
<de producto múltiple:

2 3  n »-l
n  x ¡ ~  *1*2. n  * ¡= <*i*2) * 3 . 11 * i= ( 11 *i) *n-í-l I—t 1=1 i=l

En virtud del toorema 1, cuando se escribe (o cuando se calcula) 
producto do los elementos xtx2 . . . de un monoide, los parénte

sis son supcríluos. La única preocupación debe de manifestarse con 
respecto al orden de los multiplicadores, y sólo en el caso cuando 
no todos ellos son permutables entro sí. En particular, cuando 
xx — x2 =  . . .  — xH — x, el producto xx . . . x se indica, al 
igual que cuando so opera con números, con el símbolo x, llamán
dolo n-csima potencia del elemento x . Un corolario del teorema 1 
resultan Jas rolasiones

xwxw -  x™*11, (xm)n =  *TOM, m, n £ N (2)
En el monoide (M, •, c), para todo x £ M  también suponen x° =  e- 

A las potencias x“ £ A/, •, e) en el monoide (A/, -f-, 0) Ies co
rresponden los múltiplos nx — x -f x +  x • • • +  x del elemento x. 
Las reglas (2) pasan a ser reglas para los múltiplos:

tur -j- nx — (m n) x, n (mx) =* (nm) x. (2')
Mencionemos otro heclio ú til. Si xy =  yx en el monoide A/, entonces 

(xy)n = xtlyn, /i =  0, I, 2, . . . (3)



C O N J U N T O S  C O N  O P E R A C I O N E S  A U iE R R A T C A S 123* l)

En particular, esto es siempre así en un mouoide conmutativo. La 
relación (3) se demuestra por inducción en n:

(xy) (xy)n~lxy =  ( ^ " V 4”1) (xy) =  (arn“,yr'“,j) y —
^  (x71"1̂ 71"1) y =  (xn“'x) (yu~ly) =  xnyn

De íorma más general, apoyándose en la relación (3) y utilizando 
la inducción sobre m% obtenemos

xtxj =  XjXí , 1 <  f, / <  ni =>• (xt . . . xm)f| =  x” . . . xj, (4) 
Análogamente,

n (x -f y) =  «x +  «y, n =  0, 1, 2, . . (3')
n  (xj -h . . . + í bi) = « í 1 t  * - • -r n * m i » =  0, 1, 2, . . . (4')
Habitualmente, al morioide (M, •, r) lo llaman multiplicativo, y al 
(A/, -f-, 0), aditivo. La escritura aditiva se utiliza preferen temen le 
en los monoides conmutativos.

4. Elementos in vertibles. El elemento a del mono! do (M, , e)
se llama invertibley si se halla un elemento b £ A/, para el cual 
se cumple ab =  e =  ba (se entiende, que el elemento b también 
será invertible). Si también ab* =  e — b'a, ontonces, // =  eb* = 
= (ba) b’ «= b (ab') — be =  b. Esto nos da fu rula mentó para hablar 
sencillamente del elemento inverso a~l al elemento (invertible) a f  
€ M: a~la «= e =  «cr1.

Se sobreentiende, que (a-1)"1 =  a. El concepto de elemento 
invertible de un mouoide sirve, evidentemente, para generalizar 
naturalmente el concepto de matriz invertible en el mouoide multi
plicativo (Mn (R), •, E).

Como (xy) (y"1* '1) *=■ * (yy~x) x“l =  xex~} — xx~l — e y, aná
logamente, (¡T'lx”J) (xy) = e, entonces, (xy)~í — .Vlx-1. Por consi
guiente, el conjunto de todos tos elementos invertibles del monoide 
(A/, •, e) ¿s cerrado con respecto a la operación • y compone un submo
no ¿de en M.

EJERCICIOS

1. En el punto i ,  en calidad de ejemplo, so introdujo en 7 la operación*:
n f w =  -  « -  m, conmutativa, pero no asociativa. T!u el sistema algebraico 
(2, *) se cumplen las relaciones: (» * m) * m =  nt m • (»? * - • n. Sen, que
ahora nos es dado un sistema algebraico arbitrario (X , *), en el cual (.r, * y) • y =  
*= x, y * (y * x) =  x y para cualesquiera x, y 6 X . De mostrar, que x * }/ =■ 
=  y * x y o sea, que la operación * es conmutativa. (Nn se dan indicaciones 
para su resolución, por cuanto este ejercicio es uno do los má* inútiles del libro. 
Sin embargo!)

2. Mostrar, que

A f»(R)=|^*(a^ )€ ,Vn <R)||¡ a„= 0 . i-= t, 2....... nf
í- l
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es un semígrupo con kr operación comente de multiplicación de matrices. ¿Es 
o no (Mn (3). *) un monoide?

3. En el monoide multiplicativo M  se etico un elemento arbitrario t y se
introduce una nueva operación : x y =  riy. Mostrar, que es un semi-
gnipo y que la inversión dol elemento i en M es la condición necesaria y sufi- 
oionlr, con cuyo cuinpliinienlo, (Af*) resulta un monoide con elemento neutro 
(unidad) *-■.

4. Mostrar, que el conjuulo Z con la operación o : n d m ■■ n ■+• m -{- nm ^  
=  ( ! + » )  (t -  ni) — 1, es un monoide conminativo. ¿Qué sirve en (Z, o) 
do elemento neutro? Hallar en (7, -) todos los elementos invertiblcs.

§ 2. GRUPOS

1- Definición y ejemplos. Examinemos ul conjunto GL (n, R) 
de todas las n x w-inatrices cuadradas con coeficientes reales, y cod 
determinantes distintos de cero. Según el teorema 5 del § 2 del . 
cap. 3, det A =¿= 0, det D 0 => det AB =£ 0. Vemos, que A, B £
£ GL 0¿, R.) => A B £ GL (», R); luego, (AB) C = A (BC)y y existe 
una matriz escogida E tal, que AE  — EA =  A,  para toda A £ GL 
(», it). Además, cada matriz A £ GL (n, R) tiene su «antípodas 
Ja matriz inversa A~l , para la cual A A ' 1 -= A “lA =  E.

El conjunto GL (r/, R), examinado junto con la ley de composición i: 
(operación binaría) (A, tf) AB  y llamado grupo lineal completo 
de potencia n sobre R, se podría haber definido brevemente, siguiendo 
la terminología del § 1, como un snbmonoide de todos los elementes 
invertiblcs dol monoide (Mn (ft), ♦, E). Pero este snbmonoide es 
tan importante, que se merece un nombre especial y brinda un argur 
menfo sólido para introducir una general

definición. El monoide G. todos los elementos del cual son 
invor bles, se llama grupo. En otras palabras, se presupone el 
cumpim iento do los siguientes axiomas:

(G1) en ti  conjunto G está definida la operación binaria: (z, y) *—►
► ai/:

(G2) la operación es asociativa: (ry) z — x (yz), para todos lo 
a\ y, z £ G:

(G3) G posee el elemento neutro (unidad) e: xe =  ex =  x para 
todo x  £ G;

(G4) para cada elemento x  £ G, existe el inverso x~l : xx~v— 
=  x~xx — c.

Es admirable, que una de las ramas del álgebra más vieja y más 
rica en resultados, que juega un papel fundamental en Ja geometría 
y en las aplicaciones de Jas matemáticas a cuestiones do las ciencias 
naturales, se base en axiomas tan sencillos. Un pequeño análisis 
muestra, que se pueden simplificar aún más, pero esta tarea no es 
tan importan lo para nosotros.

Los grupos con operaciones conmutativas se llaman, natural- 
mentó, conmutativos, y más frecuentemente, abelianos (en honor 
dol matemático noruego Abel). El propio término «grupo» pertenece
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al matemático francés Galois, eJ legítimo creador de la teoría de los 
grupos. La idea de teoría de los grupos «flotaba en el aire» (como 
frecuentemente sucede con las ideas rnateni.ilicas fundamentales) 
mucho antes de Galois, y algunos de sus teoremas ya habían sido 
demostrados en forma ingenua por Lagrangc. Los trabajos geniales 
de Galois resultaron incomprendidos, y el renacimiento del interés 
por ellos comenzó sólo después dol libro de Jordán «Curso de la teoría 
de permutaciones y de ecuaciones algebraicas» (año 1870). Sólo 
bacía fines del s. XIX en la teoría do los grujios «se renuncia total
mente a la fantasía. A cambio de esto, se prepara cuidadosamente el 
esqueleto lógico» (F. Klein, «Lecciones sobre el desarrollo de las 
matemáticas en el siglo XIX»),

Para la designación del número de los elementos en o! grupo G 
(más exactamente, de la potencia del grupo)se utilizan los símbolos 
equivalentes Card G, \ G | o (G : e). Casi todo lo dicho en el § 1 sobre 
los monoicles se traslada a  los grupos. Sólo corresponde realizar el 
cambio debido de palabras. En particular, «1 suheonjunto // czG 
se líamA subgrupo on G, si e 6 //; k lt h2 6 / /  =>• £11 y h £ tf
*=*-k~l £ //. El subgrupo IT czG es propio, si TI c y II ^  G.

Aportamos algunos ejemplos de grupos:
1) En el grupo lineal completo GL (n, R) ya conocido por nosotros, exami

nemos el subcon junto SL (n, R) de matrices con determinan le 1:
SL (n, R) =  {A £ GL (ny R) | det A =» 1.

Es evidente, que E 6 SL  (n, fí). De acuerdo con los resultados generales del 
cap. 3 acerca de los determinantes, det A =  1, det B =  1 =£ det AB **• 1 
y acl A “l =  (det A)-1 =  t.  Por eso, SL (n. R) es un subgrupo on GL (n, R); 
que lleva el nombre de grupo lineal especial do potencia n sobre También lo 
llaman grupo unimodularf aunque a esto último frecuentemente so le incorporan 
matrices con determinante ±1.

Hay que decir, que el grupo GL (n, R). al ser receptáculo de muchos grupos 
interesantes, resulta para los matom&ticos de distintas generaciones, como una 
fuente inagotable de nuevas ideas y do problemas no resueltos.

2) Empleando números racionales en lugar de los reales, llegaremos «al 
grupo lineal completo GL {n, Q_) de potencia n sobre Q. y a su suhgrupo S L ( n .  Q ). 
A su tiempo S L ( n ,  Q )  contiene al interesante subgrupo S L  (n, 7 )  de matrices 
enteras con determinante 1. El teorema 1 del § 3 del cap. 3, que propone una 
fórmula explícita para los coeficientes de la matriz inversa, muestra, que 
S L  (n, 1 )  es realmente un grupo. Los grupos S L  (n, Q,) y S L  (n. r/¡) ocupan un 
lugar de honor en la teoría de los números. El conjunto parcialmente ordenado 
de Jos subgrupos examinados (véase el punto 3 del § 0 dd cap. 1) del grupo 
GL (n, R). se representa en el diagrama aquí ubicado (fi(>. í t i .

3) Haciendo en los ejemplos 1) y 2) n ■— 1, Llegamos, primero, a los grupos
multiplicativos R * =  R \  (0) =* GL, (1, R), Q* =  \{ 0 }  — GL (í, Q ,)
de los números reales y racionales. Estos grupos, evidentemente, son infinitos. 
Como en (1 . •, 1) los únicos elementos invertibles son i y —1. entonces. 
GL (1, Z) -  {=fcl}. Luego, SL  (1, R) »  SL  (1. Q,> =  SL (t. -  1. Pero
ya para n =  2 el grupo SL (2, J)  es infinito: ya que le pertenecen, por ejemplo, 
todas las matrices

t í  ( \  0 \ ( m  m — í \
lo i ) ’ L i ) .  (i  i )• m€Z-
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Notemos también Jos grupos infinitos aditivos:
+ , 0), (a , +  , 0). 2, -h, 0).

4) Sean, tí un conjunto arbitrario, y S (tí) el conjunto de todas las trans
formaciones biyectivas (recíprocamente unívocas) /: tí tí. Volviendo a Los 
resultados del § 5 del cap. 1 sobre las aplicaciones de conjuntos (teoremas 1, 2 
y consecuencia del teorema 2) inmediatamente concluimos que S (tí) es un grupo 
con una operación binaria natural, una composición de transformación. Se

Wrflb SLfnF) 
rSl(nfi) 

SL(ntz)

Fig.il

sobreentiende, que S (tí) es el subtnonoide de lodos los elementos invertibles 
del monoide Vltí) del ejemplo i) del § 1, poro no somos propensos a destacar 
esta circunstancia. Por si misino, el grupo S (tí) y en particular, sus distintos 
subgrupos, llamados grupos de transformación, es la pista de despegue, de la 
cual comienzan todas las posibles aplicaciones de la teoría de los grupos. Es 
suficiente citar el famoso «programa de Erlangen* de F. Klein (1872) que puso 
el concepto de grupos do transformación como la base para clasificar los distintos 
tipos do geometrías. Tornando como el espacio lineal Rn, llegaremos al «gran» 
y poco observable grupo S (Rn). Pero en S (Rn) está contenido el subgrupo de 
las transformaciones lineales inyertiblcs (biyectivas) <pA: Rn -*• Rn, que se 
encuentran en correspondencia univoca recíproca con la matriz no degenerada A 
de orden n (véase el § 3 del cap. 2).

De este modo, se obtiene la inclusión de GL (nt R) en S (Rn).
El sentido de esta inclusión resultará más claro cuando se introduzca el 

concepto fundamental de isomorfismo de los grupos.

2. Sistema de generadores (este punto, en una primera lectura, 
puede omitirse).

Teniendo un snbeonjunto S del grupo (?, probemos elegir un* 
subgrupo H czG , contenedor de S y tal, que para todo subgmpo 
K a G  de S cz K se inferirá In inclusión II c: K. No puede ser que 
existan dos subgrupos mínimos t í , H' de género semejante:

S cz II, 5 c= IV H c  <= Ff ^  H’ =  IV .
Así que el subgrupo mínimo IT debe coincidir con la intersección 

de todos los subgrupos, contenedores de S. si es que esta intersec
ción resulta subgrupo en G. Mas tiene lugar el sencillo

t r o  r e m a  i. La Intersección f) II i de cualquier familia de subgrupos
{Hi | i 6  / }  del grupo G, es un subgrupo.
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d k m o s t h a ü io n . Sea e ci clemouto unidad del grupo tí. Las pro
piedades é?6 (Wt\ X, y 6 f| Hi ■=*“ xy 6 fl Hi\ M i  *+ €
6 fl * i .  que caracterizan a todo subgrupo, son cumplidas en f) 
por eso, se cumplen en cada uno de los subgrupos tíi por separado. |  

Tomemos ahora en calidad de familia [H¡ | i 6 /} los mismos 
subgrupos, que contienen al subconjunto dado S cz tí. Entonces, su 
intersección

<s>= n h

en virtud del teorema 1 y de Jas observaciones anteriormente efec
tuadas, será precisamente un subgrupo mínimo, contenedor de S. 
Llamamos al subgrupo <S ) engendrado por el conjunto S en el gru
po £, y a S , conjunto de generadores del subgrupo (S ). A primera 
vista, (S) no se formula eficazmente, porque os necesario revisar 
todos los subgrupos contenedores de S. Sin embargo, no hay necesidad 
de ello, como lo muestra la sencilla afirmación que se deduce del 
teorema 1.

c o r o l a r i o  El subgrupo (S) czG coin-cide con el conjunto Ty 
compuesto del elemento unidad e y de todos los productos posibles

hU . . . tn, n =» 1, 2, 3, . . .
donde, o t¡ £ S, o bien £ $, 1 ^  i ^  n.

Efectivamente, como tx . . • 6 T* t[ . . .  t^T  =*-1\ . .  .
• • • in + m =  1̂ • • • IjiIi • * • lm 6 T y ti . . .  tn 1 (¿i . . .
. . . tn)~l =  tñ' - ■ • t~x f  T y entonces, el conjunto T es subgrupa
en G. Por otro lado, cada subgrupo //, contenedor de todos los xt 6 S ,. 
debe contener a todos los inversos xV y, por lo tanto, a todos los 
productos del tipo /j/2 . . .  tn. Por eso f í  zd 71, y T coincide con Ja 
intersección de todos esos subgrupos.

Hay que hacer notar, que falta mucho para que todos los pro
ductos • • • tn sean distintos elementos del subgrupo <5>, incluso 
si se conviene (lo que es natural) en reemplazar a los pares que se
encuentren de elementos recíproca mente inversos aa~ly por
el elemento unidad. En general, para | S | >  1, la cuestión de la 
igualdad de Jos productos lxtz . . . tn es difícil y será brevemente 
tratada recién en el cap. 7.

Cada grupo G es engendrado por algún sistoma de generadores S: 
como S se puede tomar, por ejemplo, a lodo el grupo G. Por simpli
cidad, examinemos el grupo G, engendrado por el conjunto finito S 
de sus elementos (tales grupos se llaman engendrados finitos). Elimi
nando de £ los elementos «sobrantes», que se escriben en forma de 
producto de los que quedan (y sus inversos), llegamos al sistema 
mínimo de generadores Af dol grupo G. Esto significa, que (M) = G, 
pero (Mr) Gy si el sistema M' es obtenido del M eliminando por
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lo menos un elemento. Sea, digamos, M — {#lT . . gf¿}. Entonces,
en Jugar de G ■- </in se escribe también G =  (glt ¿v  • • £</>•
Cuando d — 1 se habla do grupo cíclico.

3. Grupos cíclicos. Si G es un grupo arbitrario y g su elemento, 
entonces, por definición, (g> es un subgrupo cíclico en G.

En concordancia con el teorema 1 y con las propiedades de las 
potencias de los elementos en los mono ides, es natural esperar que 
todo grupo cíclico (a) con el generador a, resulta un grupo abelianu 
del tipo (a) [au | //£ £ } , o (a) — {na | n (jü.} (esta escritura 
no siguifica que todos los elementos an o na sean diferentes), de 
acuerdo a qué tipo de grupos examinemos, multiplicativo o aditivo. 
Así e«s pero lia y que convenir en la designación de — a~h
y demostrar la afirmación siguiente.

teorema 2. Cualesquiera que fueran m, n £ J ,
aman =  <im*nf (a1*)* -  am>n

(correspondientemente, mu +  na =  {ni 4- ?i) a, n (nía) =  (nm) a).
demostración. Para m, n no negativos, véanse las relaciones 

42), (2') en el punto 4 del § 1. Si m <  0, n C  0, entonces ni' — 
=  —m >  0. n — — n :> 0, y

aman r- (n*l)m/ (a’ l)n' ^  (a-1)"*'*'*' -= a~(m' *"') =  am ♦**.
Para w' =  —/« > 0 ,  « >  0, tenoinos

=  (a"1)7' (a-1 . .. a"1) (a . . .  a) =

— an~m' (o si w/> /i)  =  am+n.
Análoga mentó se examina el caso cuando ni ;> 0, n C  0. La igualdad 
4am)” =  «mn se deduce de lo anterior y es suficientemente evidente 
por definición de potencia. |

Un ejemplo sencillísimo de grupo cíclico es el grupo aditivo 
de números enteros (¿ , -K 0), generado por la unidad ordinaria 1

1 0[
o —1. Es fácil verificar, que la matriz
un subgrupo cíclico infinito. El conjunto 
de orden 2 por multiplicación.

1 1 genera en SL (2, Z)
1, —1} es un grupo cíclico

Un ejemplo de grupo cíclico de orden n so obtiene, si se examinan todas 
las rotaciones en un plano, alrededor de algún punto 0, de una figura n-angular 
regular Pn coinculente con el plano y con centro en el punto 0. Evidentemente, 
estas rotaciones generan un gn;po: como sus productos, cabe entender el cumpli
miento sucesivo de transfounaciones. Nuestro grupo Cn contiene rotaciones 
<p0, cp,, . . . .  <p„_, en sentido opuesto a las agujas do un reloj, en ángulos iguales
a 0, , . . . , (n — 1) . Además, <p, =  <p&, y por reflexiones geomé
tricas se ve. que tpj1 =  (pj1-* y =  <p0 (transformación unitaria). Así
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pues, | Cn | =* n y Cn =  <q>,). Observemos, que el grupo cíclico Cn es un sub 
grupo propio del grupo Dn de todas las transformaciones do simetría de la 
figura n-angular P n (o sea, coincidencia de Pn consigo mismo).

Sean, de nuevo, un grupo arbitrario G y algún elemento del 
mismo a. Hay dos posibilidades: 1) todas las potencias de a son 
distintas, o sea m =¡h n am ^  an. En este caso, se dice que el 
elemento a 6 G tiene un orden infinito. 2) Se tienen coincidencias 
am =  atl, para m=¿*n. Si, por ejemplo, m >  n, entonces, am~n = e, 
o sea. existen potencias positivas del elemento a 6 G* iguales al 
elemento unidad. Sea q el menor exponente positivo, para el cual 
aq =  e. Entonces, se dice, que a es un elemento de orden finito q. 
En el grupo finito G (Card G <. oo) todos los elementos, por supuesto, 
serán de orden finito.

Advertencia. La palabra «orden» en matemáticas, tiene significados múlti
ples. Antes hablamos de matrices cuadradas de orden n (matrices de dimen
siones n X n), pero La matriz no degenerada A , considerada como elemento del 
grupo GL («, R) tiene también un orden (posiDleinonto infinito) en el sentido 
recién indicado. En cada caso, surgirá claramente del contexto a qué orden 
nos referimos.

En el marco del ejemplo, dado arriba, de grupo cíclico de orden 
n, ja siguiente afirmación es casi evidente.

t e o r e m a  s. El orden de cualquier elemento a € G (G es un grupo 
abstracto) es igual a Card (a). Si a es un elemento de orden finito q, 
entonces

(a) *= (e, a, . . ., a9w1} y ak =  e <=> k — Iq,
d e m o s t r a c i ó n . En el caso do un elemento do orden infinito, 

no hay nada que demostrar. Si a es de orden qy entonces, por defini
ción, todos los elementos e, a, a*, . . a1’ 1 son distintos* Cual
quiera otra potencia o* coincide con uno de estos elementos, o sea 
la) =  {e, a, . . ., a9"1}. En efecto, usándose el algoritmo de divi

sión en X (punto 3 del § 8 del cap. 1), escribimos el exponente k 
de la forma

k  =  Iq  +  r ,  —  1 ,

luego de lo cual, operando con potencias de acuerdo a las reglas 
expuestas cn el teorema 2, obtenemos

a* *= (a9)1 a* ~*eaf =  ar.

En particular, ah — e =>• r =  0 =>- k =  lq. |
La propiedad cíclica de un grupo, muy útil y cómoda, no siempre 

es dada apriori: a veces, hay quo demostrarla. En calidad de ejem
plo, consideremos la siguiente

p r o p o s i c i ó n . Los elementos permutados a% ó ,  del grupo arbitrario 
G, que tienen órdenes $, i primos entre sí, generan en G un subgrupo cícli-
0—0392
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co de orden st
(o, b > w {¿oh >•

d e m o s t r a c i ó n .  En efecto, D — (a) f) <&> =  por cuanto, para 
todo elemento d que tenga algún orden q, por el teorema 3,
tenemos

d =* a1 = & d* ~  (a*)* =  e, =  (ó1)* =  ¿ => q \ s9 q \ t,
y como $, t son primos entre sí, se deduce que 9 =  1. Si, además, 
n  — | (ab) |, entonces (véase la relación (3) del $ 1),
anbn =  (ab)n = e = > a n =  - e -> an = ey bn -  e

=► s  | n, t  | n  => m.c.m. (sf t) \ n  st | n,
por cuanto, st =  m.c.m. ($, t) m.c.d. (s, ¿). Pero (ab)•* =  (a*)* (&*)* — 
=  e (teorema 2), así que n | $t y, en consecuencia, n =  st. Queda 
por observar, que
(a, *>={a<6* 1, 0 <  f — l}=^Card {a, b)
y como, <a&) c: (a% b ) y Card (ab) «= st, entonces, (a, b> =  (ab). |

Aún volveremos a los grupos cíclicos, pero ahora examinemos 
más fundamentalmente un tipo especial de grupos de transforma
ciones , en los cuales se ilustran en forma muy evidente los conceptos 
introducidos.

4. Grupos simétricos y alternados. Sea Q un conjunto finito de n 
elementos. Puesto que la naturaleza de los elementos para nosotros 
no es esencial, es cómodo considerar que Q *= {1, 2, . . ., n). El 
grupo S (Q) (véase el ejemplo 4, dado anteriormente), de todas las 
aplicaciones biunívocas Q -+Q se llama grupo simétrico de grado n 
(de otro modo: grupo simétrico en n símbolos, o en n puntos) y muy 
frecuentemente es designado por medio de Sn.

Sus elementos, por lo común designados con letras griegas mi* 
núsculas, se llaman permutaciones.

Observación. A veces, los elementos del grupo S n se denominan sustituciones, 
utilizando el término «permutación» como sinónimo de una disposición de los 
números 1, 2, . . n en cierto orden fijado. Como entre loe ordenamientos 
de los números y los elementos del grupo Sn existe una correspondencia biuní- 
voca, y la palabra «permutación» conscientemente se asocia más bien a una acción 
que a un ordenamiento fijo, entonces, las sustituciones quedan excluidas de 
nuestro uso. Por otra parte, posteriormente, por ejemplo, habla remos sobre La 
sustitución de un número en un polinomio, pero esto sirve solamente de argu- 
mentó complementario en favor del acuerdo terminológico indicado.

Si se nocesitan algunos argumentos más, se pueden hallar en la literatura 
oieotífica.

En forma desarrollada y explícita, la permutación i t:  i  *-*- j i  (¿)* 
i «  1, 2, . . n, se representa con el símbolo de dos filas
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que indica totalmente todas las imágenes
t 2 • • • r

‘i *» l .

donde i* =  a (fc)* h =  1, . . n, son los símbolos permutados 
1, 2V . . Como siempre, e es la permutación unidad (aunque
es letra del alfabeto latino): e (Q =  Vi.

Las permutaciones o, t  6 £„ se multiplican de acuerdo con la 
regla general de composición de aplicaciones (ot) (i) =  o (x (i))* 
Por ejemplo, para la permutación

<r
/ I  2 3 4 
\2  3 4 1)• / I  2 3 4 

\4  3 2 1)
tenemos

OT-
/ I  2 3 4 \ / l  2 3 4\  
\ 2  3 4 l j \ 4  3 2 1/

1 2  3 4

u u
43  2 1
u n1 4  3 2

/ I  2 3 
\ í  4 3

Al mismo tiempo
/ I  2 3 4 \ / l  2 3 4 \ / I  2 3 4\ 

T<,“ U  3 2 1 A 2  3 4 l j  =  \3  2 1 4 / ’
así que ot^ésto.

Aveces, junto con el grupo descóm odo examinar el llamado grupo opuetto. 
Si G es un grupo en relación a la operación binaria o: (/, g) -*• f ¡> g, entonces» 
es también un grupo respecto a la operación *: (L g) g o /. El grupo con ope* 
ración contraria se designa G°p. Este hecho refleja la simetría de loe axiomas 
de grupos, en los que se hablu de inversos bilaterales y de unidades bilaterales. 
El axioma de asociatividad también es simétrico. En particular, en el grupo 
gop so establece la regla de multiplicación de dos permutaciones, en el sentido'
corriente de izquierda a derecha. Si hubiéramos escrito lo  o i°  en lugar de al  «  
— o (i), entonces, esto también hubiese sido habitual para nosotros.

Hallemos el orden del grupo Sn. Con la pormutación o, el sím
bolo 1 se puede llevar a otro cualquiera a (1), para lo que existen, 
exactamente, n posibilidades distintas. Pero, fijando a o (1), tenemos 
derecho de elegir en calidad de o (2) solamente a uno de Jos n — 1 
símbolos restantes (en total, pares distintos de o (1), o (2), se tienen 
(n — 1) -1- (n — 1) -i- . . .  -f (n — 1) =  n (n — 1), en calidad de 
u (3), respectivamente n — 2 símbolos, etc. )f 1 total de J«s elecciones 
posibles a (1), a  (2), . . ., o (n), y, por consiguiente, de todas las 
permutaciones posibles, resulta n (n — \) . . .  2-1 ~  n\ (factorial 
de n). De este modo,

Card =  | Sn | =  (Sn:e) =  ni.
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Descomponemos ahora las permutaciones ele Sn en productos 
de permutaciones más simples. La idea de la descomposición la 
explicamos esquemáticamente en el ejemplo de las permutaciones 
anteriormente mencionadas cr, t  £ S A:

La permutación o, brevemente se escribe en forma a =  (1234) o, lo 
que es lo misino, en forma a =  (2341) ~  (3412) = (4123), y lleva 
el nombre de ciclo de longitud 4, mientras Ja permutación x =  (14) 
(23), es el producto de dos ciclos independientes (no intersecados) 
(14) y (23) de longitud 2. Observemos, que a2 =  (13) (24), cr4 ■= 
=  (o4)2 =  c, x2 -■= e.

Pasando al caso general, llamamos a dos puntos i, /  £ Q equiva
lentes respecto al subgrupo cíclico <ji> c  Sn, o sencillamente it-equi- 
valentes, si / — (0 =  ji (. . . n (í) . . .) para algún s £ Z. Como
Sn es un grupo imito, entonces, cada uno <lo sus subgrupos también 
es finito. Por el teorema 3, en el caso en que Card (ji) =  q, se puede 
considerar que 0 <  s <  g. Estamos en presencia de relaciones refle
xivas, simétricas y transitivas (véase el punto 2, dol § 6 del cap, 1), 
por cuanto i =  (0 =  e (¿); / =  nr (i) => i =  (/) y /  =
=  jis (i)y k — ji* (/) ==>- k =  ns+< (i). En correspondencia con la 
propiedad general de relaciones de equivalencia, obtenemos la 
partición

Q — Qi U « • • U ílp (1)

del conjunto Q, encelases íllf . . ., Qp, disjuntas de dos on dos, 
a las que se acostumbra llamar también n-órbitas. Este nombre está 
plenamente justificado. Cada punto i £ pertenece exactamente 
a una órbita, y si i £ Qft, entonces Qh está compuesto de imágenes 
del punto i con la operación de potencias del elemento n: i, n (i)f 
si2 (i), . . x ,fr~1 (¿). Aquí, lh =  | Q *| es la longitud de la n-órbita 
de Evidentemente, Ih ^ Q  — Cnrd <*> y Ji** (0 =  h además, 
lh es el menor número que posee esta propiedad. Haciendo

(in(i) . . .  Ji*h f  i n (0  . . .  n1*-* <t)\ 
\n  (i) ji2 (i) . . .  ji1*-1 (0 / ’

llegamos, precisamente, a la permutación llamada ciclo de lon
gitud lh.
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Es cuestión de gusto y comodidad, escribir (123 . . . Z) o 
(1, 2, 3, . . ., Z), separando los símbolos con comas. El ciclo ji* 
deja en su lugar a todos ios puntos del conjunto y ji (/) =
— 7ik (J) para cualquier punto /  6 fí*. Esta propiedad nos da pie 
para llamar a los ji„ ji*, s ^  t, ciclos independientes o disjuntos. 
Como n1* (i) =  i para i £ entonces, ji¿* — e.

Así que, con ia partición (1) se asocia la descomposición de la 
permutación n en el producto

tí =  • • • Kpf (2)
donde lodos los ciclos son permutados: ji =  . . . ji;, =
“  ^1^12 • • ■ Í̂J>-

Se puede considerar, por ejemplo, que Zs >  l2 ^  . . . >  ¿m >■ 
^  -fl “  . . .  =  Zp “  1.

Si el ciclo Jt* =  (i) tiene una longitud 1, entonces, opera como 
una permutación unitaria; es natural omitir tales ciclos en el pro
ducto (2):

Ti —  7l]¿l2 . * . Jtm; Zfe >  1, 1 ^  k <1 m, (3)
Por ejemplo, la permutación

si
/ I  2 3 4 5 6 7 8\
\2  3 4 o 1 7 G s j 6 5 ®

la escribimos de forma
n «  (12345) (67) (8) =  (12345) (67). (4)

Alguna dificultad provoca el hecho de que (12345) (67) puede 
ser interpretada como una permutación de Sn para cualquier n ^  7, 
sin embargo, cuando n está dado, no hay ninguna ambivalencia.

Más exactamente, sea que junto con la descomposición (3), te
nemos otra descomposición j i  =  . . . a r en productos de
ciclos independiente, además sea i un símbolo que, cuando se efectúa 
la oporación j i , no queda en su lugar. Entonces, j i * ( i )  ^  i, a t (i) =£ i 
para uno (y sólo para uno) de los ciclos nlt . . . »  jim y para uno de 
Jos a lf . . ., a r. Tenemos

n j  (¿ )  *■ j i * ( 0  *= « f  ( ¿ ) t  & =  0 ,  1 ,  2 ,  .  .  •

Pero un ciclo se determina unívocamente por la operación de su 
potencia sobre cualquier símbolo, que no se conserve en su lugar. 
En consecuencia, ji, =  a*. Más adelante se aplica inducción sobre 
m o ?*.

Así, hemos demostrado el
t e o r e m a  4, Cada permutación j i  ^  e  en S n% es un producto de ciclos 

independientes de longitud >  2. Esta descomposición en un producto 
está definida unívocamente, exactamente hasta el orden de recorrido 
de los ciclos. g
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La escritura compacta (3) de la permutación jt, a la que se hace 
mención en el teorema 4, es cómoda por muchas razones. En parti
cular, permite, encontrar fácilmente el orden de una permutación.

corolario i. El orden de la permutación si £ Sn (— al orden del 
subgrupo cíclico (n )) es igual al mínimo común múltiplo de las longi
tudes de los ciclos independientes, que entran en la descomposición a.

demostración. Antes ya se observó que los ciclos independientes 
en la descomposición ji =  . . . jim son permutables, o, como
también se dice, conmutan. Por eso, de acuerdo a la relación (4) 
del § 1,

jiJ =  n\ . . . nSu s -  0V 1, 2, . . •
Como los ciclos rxj, . • ., Jim son independientes (operan en distintos 
conjuntos Qj, . . ., Í2m), entonces, Jitf =  e ji¡[ — et para k =  
=  1, . . ., w. Luego, q es un múltiplo común de los ciclos ah, los 
que, como vimos, coinciden con sus dimensiones Si q es el menor 
número natural, para el cual = e, entonces, q =  Card (j i> y 
q =  m.c.m. (/,, . . ., lm) es un número entero, definido en el punto 
2, del* 8 del cap. i. Véase también la frase al final del punto 3 . |

Por ¿juilipío, ínmodiaUimentc podomos decir quo, el orden de las permuta
ciones de i tipo (4) os igual a 10. ¿Y cuál os el máximo orden do Los olemento9 
de iS9't Eligiendo las puniciones del número 3 en sumandos positivos, dispuestos 
en orden no decreciente, llegamos a la conclusión, que los órdenes de los elemen
tos e en S# son dados por los números enteros 2, 3, 5, 6, 7. 8, 10, 12. 15. 
En calidad de elemento de máximo orden 15 so puede tomar, por ejemplo, la 
permutación (12345) (078).

DEPiNTCtox El ciclo de longitud 2 se llama trasposición. 
Cualquier trasposición tiene la forma x — (tf) y deja en su lugar 

a todos los símbolos, distintos do i% Del teorema 4 se deduce el 
corolatuo 2. Cada permutación n 6 ó»n es producto de trasposiciones. 
En efecto, en virtud del teorema 4, es suficiente escribir en forma 

de productos de trasposiciones, cada uno de los ciclos. Pero esto 
se puede hacer, por ejemplo, así:

(12 . . .  / — 1 /) =  (11) (U — 1) * • (13) (12), |
La afirmación del corolario 2 se puede expresar de otro modo, 

utilizando el concepto de sistemas generadores de grupos (véase el 
punto 2)

Sn -  ((12), . . ., (1 n i  (23)..........(2n)t • — 1 n)).
Por supuesto, este sistoma de generadores no es mínimo. Por ejemplo 

Si; -  <(12), (13), (23)> -  <(12). (13)).
En consecuencia, no se puede hablar de ninguna unicidad de escritura 
de una permutación por medio de trasposiciones: las trasposiciones,
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hablando en general, no conmutan, y su número no es invariante 
de la permutación. Por ejemplo, en 5 4 tenemos

(123) =  (13) (12) =  (23) (13) -  (13) (24) (12) (14).
Por otra parte, la multiplicidad de la descomposición se aprecia 
de Ja igualdad o t2 =  o para cualesquiera trasposiciones o y t. 
No obstante, un invariante de descomposición de permutaciones 
por medio de trasposición, pese a todo, existe. A fin de poder des- 
cubrirlo, en la medida de lo posible, de un modo natural, conside
remos la operación Sn sobre las funciones.

definición. Sean, ji f  Sn y /  (Xl% . . ., Xn), funciones de cuales
quiera n argumentos. Suponemos

(* o f) (Xx..........X n) =  /  (Xn-Hi)............Xn*to>. (5)
Se dice, que la función g =  ji □ /  se obtiene por operación de n sobre f .

Por ejemplo, si ji =  (123) y / (Xu X 2i X¿) =  X x 4- 2X[ +  
4- 3X1 entonces, (n o f) (.Xx, Xa, X 9) = X 3 4- 2X\ 4- 2X\.

En correspondencia con el § 1 del cap. 3, la función /  se llama 
antisimé trica, si t  ® /  =  —/, para cualquier trasposición t  £ Snt 
o sea,

/  (- • •« ♦ • •» • « •) =  /  (• • •* • • •» • • .).
lema. Sean a, p dos permutaciones cualesquiera ¿le Sn* Entonces 

(ap) o /  =  a  o (a o /).
demostración. En correspondencia con la relación definitoria (5) 

tenemos
((aP) o /) (Xl% . . Xn) =  /  (^(oe)»-^), . . ^(otfrVn)) =
— /  ( ^ ( r V ‘) (1)1 • • -f (»> =  /  ( ^ i(a“%i)> • * •• =

-  (P « /) (X.-ÍO , • . •» *»"<..>) =  (<*• (P • /)) (A',------ - Xn). I
teorema s. Sea n una permutación de Sn,

a =  TjT, . . . T» (6 )

alguna descomposición de n en un producto de trasposiciones. Entonces, 
el número

e* =  (~ 1 ) \  (7)
denominado paridad de ji (o de otro modo: signatura o signo de ji) 
queda totalmente determinado por la permutación si y no depende del 
modo de descomposición (5), o sea, la paridad del número entero k f para 
la permutación dada ji, es siempre la misma. Además,

=• ®aea
para todos los a, p £ Sn.

demostración. Tomamos una función antisimétrica arbitraria 
/, de « argumentos X n. Por el lema, la operación de n
sobre /  se reduce a una sucesiva aplicación de trasposiciones t*,
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'tfc-i» - - •» o sea, a k repetidas multiplicaciones de /  por —1:

* • / - ■ ( * i ■ • • **-1) • (* * • /)  —
=  —  (T i .  .  . t * . , )  o (— *)* /  =  *» /•

Como el primer miembro de esta relación depende de ft, pero no de 
ninguna de sus descomposiciones, entonces, y la aplicación e: ji 
~K6n, dada por la igualdad (7), debe determinarse totalmente por la 
permutación n con la condición, claro, de que f  no sea una función 
idénticamente nula. Pero sabemos, que existen funciones antisimé
tricas distintas de cero; por ejemplo, el determinante de Vander- 
monde An (Xl% . . . »  Xn) de orden n.

La aplicación a una función /, de las permutaciones afl de acuerdo 
a la regla expuesta en el lema, da

««, 1 =* («P) • /  -  a  •  (P • f) =■ a • («,/) =  e, (a • f) =

— ee (««/) =  (e«ep) /,

de donde se obtiene la relación (8). |
definición. La permutación n £ Sn se llama par, si en =  1, e 

impar, si e.-r =  —1.
De la definición se deduce, que todas las trasposiciones son per

mutaciones impares.
corolario i. Todas las permutaciones pares de potencia n forman 

el subgrupo An cz Sn de orden n\¡2 (se llama grupo alternado de 
potencia n).

demostración. De acuerdo con (8), ea¿ =  1, si &* =  =  1,
y e«_i =  en, por cuanto ec =  1. Como A n es un subconjunto en Sn9 
entonces, todos los axiomas de grupo se cumplen.

Escribamos Sn en forma de unión Sn — A n (J A ny donde A n 
es el conjunto de todas las permutaciones impares de potencia n. 
La aplicación de S  en sí misma, definida por la regla

Pi*i n -*■ (12) n,

es biyectiva. Es inyectiva: (12) a  — (12) p =►• a  =* P; a continua
ción, empleando el teorema 3 del § 5 del cap. 1, se puede sencilla
mente notar, que (p<i*>)* es una aplicación idéntica. Como —

entonces, p(ia) A n = An, p<XÍ)-2n =  A n. Quiere 
decir, que el número de permutaciones pares en Sn, coincide con
el número de permutaciones impares, de donde | A n | =  y  | s n | =  

ni m



GRUPOS 137§ 2]

c o r o l a r i o  2. Sea la permutación t í  6  Sn, descompuesta en un pro
ducto de ciclos independientes de longitudes ¿j, L¿, . . l/n. Entonces

2

Efectivamente, según el teorema 5 tenemos e„ =  e*, . . . *» !  =  
— . . . e«m. Además, Bnh =  (—l)7*"”1» por cuanto nh se escribe
en forma de producto de lk — 1 trasposiciones {véase la demostra
ción del corolario 2 del teorema 4). Definitivamente,

2  «*-»
=  ( —l) '1_l . . .  • ■

Para finalizar, a íin de descansar de cosas serias, examinemos el conocido* 
juego de «quince». Quince fichas cuadradas, nimias, de igual medida, un moradas, 
se distribuyen en un tablero cuadrado, dividido en Jfi campo* do iguales dnneri-

*) b)
Fig. 12

alones que las fichas. Queda libre un campo, utilizando el cual, se pueden mover 
las fichas en forma horizontal o vertical (sin sacarlas del tablero). Se requiere, 
a partir de una distribución inicial, arbitraria, dada de las fichas (véase la 
fíg. 12, a; en la posición inicial, se puede considerar campo libre al ángulo infe
rior derecho), pasar a una distribución correcta (véase la fig. 12, b). ¿Cuándo 
es posible dar este naso? La teoría elemental de los grupos «mató» a este juego 
en su pleno auge «de salón». Con las íiguras a) y b) se asocia la permutación 
ji £ *SU. No es difícil convencerse (de cualquier modo, se recomienda convencerse) 
de que la distribución correcta es alcanzable si, y sólo si, la paridad e de la per
mutación n  es igual a 1, o sea, si n £ A n .

EJERCICIOS
1. Mostrar, que si Af =  (S) es un tnonoide, engendrado por el conjunto S 

y cada elemento s £ S  es invertible eu JI/, entonces, M es uu grupo.
2. Grupo, es un monoide G con elemento neutro, en el cual las ecuaciones 

del tipo ax — b, ya 6 tienen solución única para cualquier a, b 6 G. Demos
trar esta afirmación.

3. Mostrar, que el conjunto A x (R) de las llamadas transformaciones ajines
: x ax nh b (o, b € R; a 0) de la recta real R, forma un grupo con

ley de multiplicación «Pa.idPe.d — «Pae.ad+ft- En grupo A x (R) está contenido 
el sobgrupo do los «desplazamientos puros» x »—► x b.
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4. lül grupo SL (2, 7) contiene los elementos A =  |L$ ¿jj. B — 
— I .} .{ I rio órdenes 4 y 3, respectivamente. Mostrar, que (AB) es un 
subgrupo cíclico infinito en SL (2, 7). De este modo, el producto de dos elemen
tos de orden finito en el grupo ¿7, no son necesariamente elementos de un grupo 
finito. ¿Y cómo es la cosa en un grupo abeliauo?

5. Demostrar, que el grupo G de orden par | G | ■» 2n necesariamente con
tiene un elemento g e do orden 2. (Indicación. Considerar la partición de 
G en pares g, g~l).

6. Demostrar, que Sn =■ ((12,), (13), . . ., (1«)>.
7. Demostrar, que Sn ((12), (123, . . n)>.
8. Demostrar, que el grupo alternado i4n, n ¿  3, es engendrado por ciclos 

de longitud 3, además, electivamente,
■■ ((123), (124). . . . .  (12n))«

9. Hallar el signo de la permutación

/ I  2 3 . . .  n—1 n \
U  n— i  » —2 . . .  2 i / *

10. Sea Q — {1, 2, . . ., n), Q X 12 un cuadrado cartesiano. Llamaremos 
al par (/. / ) ^  Q X Q, inversión en relación a la perm u tación  o  € S n (brevemente: 
<j-lnuensión), si i c  /, pero o (i) >  cr (/), Hacemos

sgn o n p (/) —o (i) 
l - l

Como (o (/) — a (¿).(í — i) es un número racional dístint-o de cero, siendo nega
tivo exactamente cuando ( i ,  j )  os a-inversión, y como a: £  -*■ Q es una aplica
ción biyecliva, entonces, sgn a =  (—í)to. donde k es el número general de las 
a-inversiones. Si t  =  (tf\ es una trasposición, entonces, sgn t  =  —1. Como 
es fácil ver.

(o (/)a(í))o = /-••  cr(/) . . .a ( í)  . . . \  [  
\ . . .  a (i) . . .  a  (y) . . . /  V

f
o  (i) i » : : : ) -  (

así que la a-inversión (í, j ) deja de ser inversión en relación a la permutación 
xa, donde x =  (a (i) a (D) es una trasposición. Mostrar, que se encuentran k 
trasposiciones Xj, . . xh. para las cuales X/fXfc_| . . . x,a =  osuna permuta
ción unitaria. Por consigumiite, o =  Tj . . . .  y sgn a =  (—i )h =  « j
son dos designaciones, con iguales atributos, do una misma invariante de permu
tación; sgn (dol latín stgnum: signo). Hemos obtenido otra forma cómoaa para 
determinar el signo de una permutación. Digamos, en relación a la permuta
ción (4) que el conjunto de inversiones se compone de cinco pares (1, 5), (2,5), 
(3,5). (4,5), (0.7), así que sgn Jt =  —1. Prácticamente, la cuestión se reduce 
a calcular, en la fila inferior de la permutación n, la cantidad de números /, 
mayores que i. poro que se encuentran antes de i, para i =» 1, 2.......... n — 1.

11. Demostrar, que el subconjunto no vacío H del grupo (multiplicativo) 
finito 6*. es un subgrupo, si / /  es cerrado con relación a la multiplicación. Signi
fica, en el caso dudo, que la exigencia de que en H  existan el elemento unidad 
e, y el inverso n~l para cada k 6 H* resulta superflua.
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12. ¿Qué sistema de generadores se puede proponer para el grupo multi

plicativo (Q+, •) do los números racionales positivos? (Indicación. Utilizar el 
teorema fundamontal de La aritmética, del § 3 del cap. 1). ¿Existe o no en (CU, *) 
un sistema do generadores finito?

13. Demostrar, que la fc-ésuna potencia nk del ciclo n =  (12 . . .  re) 6 Sn 
es el producto d =  m.c.d. (n, k) de los ciclos independientes, cada uno de los 
cuales tiene una longitud <; =* m.c.m. (re, d) =  n/d

14. Sean A, B  6 Mn (R) y (AB)m = E% para algún uúmero entero reí. 
¿Es cierto, que (BA )m ■■ E?

§ a  MORF1SMOS DE LOS GRUPOS ,  # '•,*

1. Isomorfismos. Como ya se indicara antes, tres rotaciones q>0. 
<pt, q>2» en sentido contrario a las agujas del reloj» on los ángulos de 
0o, 120°, 240°, trasladan el triángulo equilátero P3 sobre sí mismo.

Fig. 13

Pero se tienen todavía tres transformaciones axiales de simetría {de
reflejo) t)?t , \|>*, con los ejes de simetría 1------ 1', 2------ 2',
3------3', indicados en la íig. 13. Todas las seis transformaciones
de simetría corresponden a las permutaciones en el conjunto de los 
vértices del triángulo. Obtenemos

<p0 *** e, <Pi ~  (123), <p2 ^  (132)
~  (23), ~  (13), a|), ~  (12).

Como no hay otras permutaciones de potencia 3, entonces, se puede 
afirmar, que el grupo D3 de todos las transformaciones de simetría 
del triángulo equilátero, manifiesta una gran similitud con el grupo 
simétrico S3.

En este mismo sentido, son cercanos entre sí los grupos cíclicos 
Cn (véase el ejemplo en el punto 3 del § 2) y ((12 . . . n)> czS n> 
Estos hechos, así como las meditaciones generales sobre grupos, 
no pueden no conducir a una pregunta natural, acerca de las propie
dades más esenciales de los grupos. A primera vista, una información 
completa está contenida en la tabla de multiplicación del grupo G,
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llamada tabla de Cayley
11 *t • éfn ’' ’

Uig\ SiK* • • £i£n
M í * *

"n ZnS i €n&2 "n£n •**

Realmente, muchas regularidades de los grupos pueden ser per
cibidas al examinarse la tabla de Cayloy, o, lo que es lo mismo, ia 
matriz M — (m¡¡) (de dimensiones n x n, si n = (G:e)) con ele
mentos rriij — gjgj 6 G. Sabemos, por ejemplo, que en cada fila y en 
cada columna do la motriz d/, cualquier elemento del grupo G se 
encuentra exactamente una voz (véase más abajo, la demostración 
del teorema 2). El grupo G es aboliano si, y sólo si, la matriz M  
es simétrica, o sea, si mfj =  mj¡. Esta lista de propiedades se podría 
continuar, pero, sin embargo, comparar dos tablas para grupos 
G, €' de igual orden, es relativamente difícil, porque la forma de 
la matriz .17 depende de la numeración (ubicación) de los elementos 
del grupo, y ya en el caso de grupos infinitos, la situación se complica 
aún más.

El modo más correrlo y más radical de abordar el problema de 
la diferenciación (o. por el contrario, do la identidad) de los grupos 
G y G\ lo propone el concepto de isovnorfismo.

definición. Dos grupos G y G', con operaciones * y © se llaman 
isomorjos, si existe la aplicación /: G -*G’ tal. que:

(i) f  (a # b) — f  (a) o f  (ó), poro todos los a, ó £ G;
(ii) f  es biyecttva.
El hecho de isomorfismo de grupos, frecuentemente se designa 

con el símbolo G G'.
Mencionemos las propiedades más sencillas del isomorfisnio.
1) La unidad pasa a unidad. Efectivamente, si e es unidad en ef

grupo G, entonces, c * a = a * e = a% en consecuencia f  (e) * f  (a) ■= 
=  /  (a) o /  (c) ^  j  (a)s de donde se deduce, que /  (<?) =  e', unidad 
del grupo G\ En este razonamiento fueron utilizados, aunque parcial
mente, ambas propiedades de /. Para la (i) esto es evidente, y la 
propiedad (ii) garantiza la sobreyectividnd de /, así que, con los 
elementos de /  íg), se completa todo el grupo G'. |

2) / (a-1) =  /  (a)"1. Efectivamente, de acuerdo a 1), } (a) °
° f  (a’ 1) ~  /  (a * a '1) — /  (é) =  e \  que es unidad en G \ de donde 
/  (a)-1 =  /  i*)"1 ’ -  /  (a)-1 o </ (a) o /  (*-»)) =

=  y  fa)'1 ° /  («)) ° /  ( O  — * ° /  o*"1) =  /  (a"1)- t



f  3] MOKFISMOS DE LOS GRUPOS 441

3) La aplicación inversa / “l : G* -*G (existente en virtud de la 
propiedad (ii)), también es isomorfismo.

En razón del corolario del teorema 2, § 5, cap. 1, hny que conven
cerse solamente de la legitimidad de la propiedad (i) para / - 1. Sean, 
a \  b' £ G \  Entonces, en vista de Ja biycctividad He /, tcucmos 
a' =  /  (a), b' =  f  (b) para algunos a, b é G. Por cuanto /  es iso- 
morfa, o/ o V =  /  (a) ° f  (b) — f  (a * ó). De aquí, tenemos, a * b = 
=  f~l (af © y como, a su vez, a =  / -1 (a), b — f~l (b’)> entonces,
/ - 1 («# o fe') =  r 1 (*') * / - l (fe')- ■

Una sencilla comprobación muestra, quo la relación establecida por 
nosotros entre los grupos /)• y 5St os realmente un isoinoríismo.

En calidad de aplicación isomorfa /, del grnpo multiplicativo (R+, •) 
de todos los números reales positivos sobre ol grupo aditivo (R, --) de lodos 
los números reales, puede servir /  =  In. La conocida propiedad del logaritmo 
In'af) =  ln a -f- Jn 6, precisamente modela la propiedad (i) en 1» definición 
de* isomorlismo. Como inversa /, sirve la aplicación x

Demostremos ahora dos teoremas generales, que ilustran sobre el 
papel del isomorfismo en la teoría de los grupos.

t e o r e m a  i  .Todos los grupos cíclicos de un mismo orden (incluso, 
infinito) son isomorfos entre sí.

d e m o s t r a c i ó n . Efectivamente, si (g ) os un grupo cíclico infi
nito, entóneos, todas las potencias g71 del generador g son distintas, 
y obtenemos el isomorfismo /: (£>-*(£, -r), haciendo g71 »-*■ 
"  /  (gn) =* n> Da biyectividod He /  es evidente, y la propiedad 
/  (gmgn) =  /  (gn) H- /  (gm), se deduce del teorema 2 del § 2.

Sean ahora, G — {e, g, . . g’"1} y C' --- [e , g' . . (g')fl“l)
dos grupos cíclicos de orden q (no distinguimos las operaciones en 
G y G'). Definimos la aplicación bíyectiva

/: g fc~  <g')\ k =  0, 1. . . . .  q - i .
Haciendo, /i -f* m — fe +  r, 0 ^  r  <  g — 4, para cualesquiera ra, 
m =  0, 1, q — l y  razonando como al demostrar el teorema 3 
del § 2, tendremos

/  ign+m) =  /  (gr) -  (g y  -  fe T  ♦”* =  feT  f e 'r  =  i  (*”> / fe*). |
teorema 2 (de Cayley). Cualquier grupo finito de orden », es iso- 

morfo a cierto subgrupo del grupo simétrico S„.
demostración. Sea G nuestro grupo, n =  | G |. Se puedo consi

derar, que S n es el grupo de todas las aplicaciones biycclivas del 
conjunto G sobre sí mismo, debido a que la naturaleza de los ele
mentos, permutados con ios elementos de Sny no os esencial.

Para cualqufor elemento a £ G examinamos la aplicación La: G 
-►G, definida por la fórmula

¿a fe) =  ag.
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Si e =  gj, Ir»' son lodos los elementos dei grupo G, enton
ces» a, ug9t . . <ygrt, serán los mismos elementos, pero dispuestos* 
en algún otro orden (irecordemos la tabla de Cayleyl). Esto es com
prensible, por cuanto
<*gi = *gj => a~l (aB¡) =  (<*gj) =► (a~lfl) gi “  gj ^ g i  — gj-
Esto significa, que ¿ a es una aplicación (permutación) biyectiva, 
cuya inversa será Ló1 =  La_*. La aplicación unidad es, natural
mente,

Utilizando de nuevo la asociatividad de la multiplicación en G, 
obtenemos Lab (g) — (ab) g =  a (bg) = La (L bg), o sea, Lab »= 
=  Ltm o Z/0.

Así, el conjunto Le, Z^,, . . ., genera un subgrupo, digamos 
//, en el grupo 5 (G) de todas las aplicaciones biyectivas del con
junto G sobre sí rnisrno, o sea, en Sn. Tenemos la inclusión H c  Sn 
y tenemos la relación L : a m- La £ //, que posee, por lo dicho antes, 
todas las propiedades de isomorfismo. g

El teorema do Cayley, no obstante a su sencillez, tiene gran 
importancia en Ja teoría de grupos. El destaca un cierto objeto 
universal (la familia {Sn | rc — 1, 2, . . .} de grupos simétricos), 
que es contenedor de todos los grupos finitos en general, considerados 
con exactitud hasta el isomorfismo. La frase « con exactitud hasta 
el isomorfismo » no sólo refleja la esencia de la teoría de grupos, 
que pretende reunir en una clase a todos los grupos isomorfos, sino 
y de las matemáticas en su conjunto, las que, sin tales generaliza
ciones, carecerían de sentido.

Haciendo G' «= G en la definición de isomorfismo, obtenemos la 
aplicación isoinorfa <p: G -*G  del grupo G sobre sí mismo. Ella se 
llama automorfismo del grupo G. Por ejemplo, la aplicación unitaria 
eG: g g (más adelante indicada por medio del 1), es un automor- 
fismo, pero, como regla, G posee también automorfismo no trivial. 
La propiedad 3) de las aplicaciones automorfas muestra, que la apli
cación inversa en relación a un automorfimso, también será un auto
morfismo. Si, luego, (p, \\> son automorfismos del grupo G, entonces, 
(<p .  tp) (ab) =  <p (ip (ab)) =  q> (\|> (o) q  (b)) =  (tp » ip) (a) X (cp « ip) (*) 
para cualesquiera a, b g G. Por consiguionte, el conjunto Aut (G) de 
todos los automorfismos del grupo G genera el grupo—subgrupo del 
grupo S  (G) de todas las aplicaciones biyectivas G G.

2. Homo mor físmos. En el grupo de automorfismos Aut (G) 
del grupo G hay un subgrupo especial. El se designa con el símbolo 
Inn (G) y se llama grupo de automorfismos internos. Sus elementos 
son aplicaciones

/ .  : g aga-K

Un pequeño ejercicio muestra que I a efectivamente cumple todas 
las propiedades, que se requieren de los automorfismos, además
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/ í 1 *=/ #.i, I € =  1 es el automorfismo unidad,
/ . « / * = / . „  (porque ( / .  • I b) (g) =  /« (/») (g)) -

-= / ,  => abgb~la~l =  abg (aí>)-1 =  / . 6 (£)).
La última relación muestra, que la aplicación 

/  : G Inn (G)
del grupo G' sobre el grupo Inn (G), de sus automoríísmos internos, 
determinada por la fórmula f  (a) =  /„ , a ^ (?, posee la propiedad (i) 
de la aplicación isomorfa: f  (a) o /  (6) =  /  (a6). Sin embargo, Ja 
propiedad (ii), en este caso, no se cumple necesariamente. Si, por 
ejemplo, G es un grupo abeliano, entonces, aga~x = g para todas 
las a, g 6 G, así que I a — I ei y todo el grupo Inn (G) está compuesto 
de un solo elemento unidad I c. Esta circunstancia hace natural la 
siguiente general

d e f i n i c i ó n . La aplicación / :  G -*G' del grupo (G, * )  en (G\ • ) »  

se llama homomorfismo si
/ < « • * ) - / ( « ) • / ( * ) ,  Va, b£ G

(en otras palabras, en la definición de isomorfismo se suprime la 
propiedad (ii)).

Se llama núcleo del homomorfismo /  el conjunto
Ker f  =“ {g 6 O 1 /  (g) ** e \  unidad del grupo G'}.

La aplicación homomorfa de un grupo sobre sí mismo, también 
se llama endo morfismo.

En esta definición, de /  no sólo no se exige biyectividad, sino 
que tampoco se requiere sobreycctividad (o sea, ser aplicación «t so
bre »), lo que por otra parte, no es muy esencial, puesto que siempre 
se puede uno limitar al examen de la imagen Im /  c:G ', que es, 
evidentemente, subgrupo en G'. La principal distinción del homo- 
morfismo de /  con respecto al isomorfismo, se reduce a la existencia 
de un núcleo no trivial Ker /, que es, por así decirlo, la medida 
de la no inyectividad de /. Pero si, Ker /  =  {*}, entonces /: G~+ 
-*■ Im /, es isomorfismo.

Notemos, que
/(a ) /< «  - ✓ - ► / ( « •  b) « / ( a )  o / ( 6) =  e'

7 /  (a '1) =  1 (a)'1 -  (O*1 =  *'•
Por eso, el núcleo Ker /  es subgrupo en G. Sea IT =■ Ker /  c:G. 

Entonces (ahora omitimos los signos * y o):

/  <ghg-1) -  /  fe) 1 (A) /  te ) '1 =  /  te) «7 te)-1 =
VA € //, g 6?G,
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o sea, ghg~l f  II y, por consiguiente, gilg-lH. Reemplazando aquí 
g por £ - \  obtenemos g~lIFg c : / / ,  de donde / í  <rgÜTg“l . Así que,

g iíg ^  = jf ,  v g e c .

Los subgnipo* que tienen estas propiedades se llaman normales (tam
bién los llaman subgrupos invariantes, o divisores normales). Así, 
liemos demostrado el

te o re m a  ?. Los núcleos de los hotnomorfismos siempre son subgrupos 
normales. |

La importancia de este hecho la evaluaremos en la medida nece
saria considerablemente más tarde. Ror ahora apuntemos, que no 
todo subgrupo es normal en G. Ror ejemplo, en S 9 el subgrupo cí
clico ((123)) -- A3, es normal, pero <(12)> — {e, (12)} no lo es tal 
(no se recomienda llamar a <(12) > «subgrupo no normal»).

3. Vocabulario. Ejemplos. Cabe anotar, que los términos «apli
cación sobreyecliva» (aplicación «sobre»), inyectiva (aplicación de 
inclusión), biyectiva (aplicación biunívnca), empleados para las 
aplicaciones de cualesquiera conjuntos (sin operaciones), en el caso 
de los grupos (y en el caso de otros sistemas algebraicos) son reem
plazados por los términos correspondientes de epimorfismo (homo- 
morfismo «sobre»), mo/ro/norfismo (homomorfismo con núcleo uni
tario), tsomorfismo (homomorfismo biunívoco, epimorfismo y mono- 
morfismo conjuntamente). Existe Ja tendencia a reemplazar homo
morfismo por el término morfisnio. Es útil tener en vista este voca
bulario al leer literatura matemática, pero al principio, quienes lo 
deseen pueden arreglárselas con dos términos: isomorfismo y homo
morfismo con el agregado de las partículas «sobro» y «en».

Como complemento de Jo considerado arriba, damos algunos ojemplos 
más de moríismos de grupos.

1) El grupo aditivo de los números enteros Z, homomóríicainento so repre
senta sobre ©1 grupo cíclico finito (g) de orden?, si hacernos / : í i k > í n (veas© 
el teorema 2 del § 2). En este caso, evidentemente, Kor / {/? | l £ Z l. Efecti
vamente, os claro que {!</} cr K er/. La inclusión inversa se deduce ael teore
ma 3 del § 2.

2) La aplicación /: R -*■ T =  SO (2) del grupo aditivo de ios números reales
sobro el grupo T de rotaciones del plano con un punto fijo 0, dada por la fórmula 
/  (X) =  ((h>. os rotación on sentido contrarío a las agujas del reloj, en el
ángulo 2nA,), es liomoinorbi. Como <Px o d>it =  y el giro en un ángulo
múltiplo de 2 n, coincide con el giro imitarlo (on un ángulo nulo), entonces, 
Ker y -= (2jtr | n f_7  ). Se dice también, que / es un homomorfismo de R en 
la circunferencia *9' de radio unitario, por cuanto se tiene correspondencia biuní- 
voca entre <!>*, y el pimío en S l con coordenadas polares (1, 2n\), 0 <  \  < 1 .

3) El grupo lineal completo GL (n) do las matrices reales A ((o sea, de las 
matrices con coeficientes en R) con determinantes det A distintos ue cero, hoaio- 
mórficamenie se representa sobre el grupo multiplicativo R*. de los números 
realee distintos de cero, si se hace /  =  det. La condición de homomorfismo 
/ (A B ) — f (A ) f  (B) es sólo otra formulación distinta del teorema 5 del § 2 
del cap. 3. Por definición, SL (n) =  Ker /.
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4) Consideremos el grupo cíclico C2 =  (—1) — {1, —1} fie orden 2. 
Si so quiere, se puede dar en forma abstrae tu como una labia de Cay ley

• 1 —1

1 1 —1
—1 —1 1

La aplicación Sn ->• Cs con ayuda de nuestra conocida Junción e — sgn : a >-*■ t-„ 
(el signo de la permutación a) es un homomorfismo del grupo si métrico Sn 
sobro C-. Además, de acuerdo a la definición de grupo áltenmelo, Kcr e =  A n .

5) Un grupo infinito puede ser isomorfo de su verdadero (propio) subgnipo. 
Efectivamente, el grupo aditivo (Z, + )  contieuo al suhgruno propio rCl =

(/»ft | k 6 2 ), donde n >  1 es un número natural dado. Es fácil voriíicar 
que la aplicación gn : 2 nZ, está determinada por la relación gn (k) =  nk 
es un isomorfismo. De paso notemos, quo Z y nZ, son grupos cíclicos infinitos, 
on los cuales de generador sirven 1 o —1 y u o  — u, respectivamente; por eso, 
gn y la aplicación k >—*• —nk agotan todos los isoinorfismos do Z -*■ n%.

6) El grupo Aut (G) e incluso un elornento no unitario <p £ Aut (G) aislado, 
pueden servir de fuente do importamos informaciones sobre el grupo G. lío  aquí 
un ejemplo claro de esto tipo. Sea G un grupo finito, on el cual opora un auto- 
morfismo de orden 2 <9* =  1), sin puntos fijos:

a e =£ <p (a) #  a.

Presuponga ni os, que <p (<i) a~l =  9 (b) b~1 para algunos a, b 6 G. Entonces, 
luego do multípLicur a esta igualdad a la izquierda por q> (ó)-1 y u la derecha 
por a, obtenemos 9  (ó)”1 9  (a) =  o sea 9 (b~La) — f;-1#, do donde ó-1 a =
— e y b — n. Así, <p (a) a -1 hace el recorrido, junto con a, do todos los elementos 
del grupo G, o, loquees equivalente, cualquier demonio g £ G se cscTibc de la 
íormu g =  <p (a) a-*. Pero en tal caso, 9  (g) =  9  (9 (*')) 9  (a-1) — 9* (a) 9 (a‘1)=
— 09 (a)-1 =  (9 (a) a '1)”1 =  g~l . De suerte que ip coincide con la aplicación 
g *—► ¿ “l . Sabiendo esto, nblenomos ab — 9  (a-1) 9 (b-1) — cp (a-'ft-1! =  
=  (a -*b~l)~L ba, o sea, \ el grupo G resulta sor h bel i ano! Ademas, (C : e) 
es un número impar, porque G se compone do e y de puros do dómenlos no inter
secados gn ¿71 =  9

7) En cuanto se puede modificar una operación sobro un grupo, no cam
biando, en el sentido dol isomorfismo, d  propio grupo, lo muestra el siguiente 
ejemplo (véase también el ejercicio 3 del § t). Sean, G un grupo arbitre rio, 
t un dem ento snyo dado, cnalquicru. Introducimos en el conjunto G una nueva 
operación:

(g> k) h =  glh.
Inmediatamente comprueba, que (g4 * g3) * g3 =  gt * (gs • o sea, que lo 
operación ♦ es asociativa. Además, g * t~l =  t-1 * g — gt y  g * =
— ( f 1#-1*"1) * g =  f-1, y esto significa, quo (G, *} es un grupo con elemento 
unidad e *  =  í -1. Do elemento inverso a gon{G, *}, sirvo g*, “- /" 1g“1í‘"1. La 
aplicación /: g«— establece el isomorfismo do los grupos (G, •} y {G. *}, 
o sea, /  (gh) — /  (g) * /  (h).

Todos los ejemplos indicados sirven, entre otras cosas, para ilus
trar una regla común: e l estudio do los modismos de! grupo G da 
uno considerable información sobre el mismo grupo G.

4. Clases adjuntas respecto a un subgrupo. De la definición de 
homomorfismo /: £->■ G' y de los ejemplos considerados so vo, que
1 0 -0 3 9 2
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todos los elementos del conjunto
a Ker /  «*= [ab | b 6 Kcr /}, a 6 G,

tienen aplicación en un mismo elemento /  (a) del grupo G': f  (ab) =  
= f  (a) f (b) - /  (a) e* — /  (o). Por el contrario, si /  (g) =  /  (o), 
entonces, /  (<r'g) — /  (a"1) / ( # ) = /  (a)-1/  (g) =  e \  de donde 
a~lg == b £ Ker fy g ^= a b  £ Ker/. Este hecho, muestra la convenien
cia de descomponer al G en subconjuntos del tipo a Ker /. Estudie
mos esta subdivisión en el caso general, independientemente de los 
homomorfismos.

definición. Sea IJ un subgrupo del grupo G. Clase adjunta a 
la izquierda en el grupo G del subgrupo II  (brevemente, G del H) 
se llama el conjunto g il de elementos del tipo gk, donde g es un ele
mento dado de G, y h recorre todos los elementos del subgrupo H, 
El elemento g se denomina representante de la clase adjunta g tí.

Análogamente se definon las clases ííg adjuntas a la derecha. 
A veces, las clases adjuntas a la izquierda en nuestro sentido, las 
llaman a la derocha, y a las adjuntas a la derecha, a la izquierda. 
Lo importante os atenerse a una terminología dada. Si H — Ker /  
es el núcleo de un linmomorfimo, entonces, gH =  Hg¡ en vista 
de la normalidad de II en G (véase el punto 2). llagamos notar, que 
una de las clases adjuntas, resulta ser el propio subgrupo f f  =  He =  
=* elí. Ninguna otra clase adjunta es subgrupo. Efectivamente, si 
g fí os un subgrupo, entonces, e 6 gll> de donde e = gkt g *= h~l 
y gil -  h-Hf =  //.

teorema v Dos clases adjuntas a la izquierda en G del / / ,  o coin
ciden , o no tienen ningún elemento común. La descomposición de G 
en clases adjuntas a. la ¿zquiedra de JJ, define en G la relación de equi
valencia.

d e m o s t r a c i ó n .  Sea que las clases g i l í  y  g %H  tienen un elemento 
común a =  gxhx =  g2h«. Entonces g2 — gih1h~l1 y cualquier ele
mento g2h de la clase g.3lf  lieno la forma — g\hf, donde
hr — hxh~*h € lí. Quiero decir, que g j f  c rg |//. Análogamente «e 
demuestra, que todo elemento de la clase gx/J, está contenido en 
g2l~f* y, por consiguióme, g ,// -- g j f .

Como todo elemento, «lado de antemano, g 6 C, está contenido 
on gi l , entonces, el razonamiento efectuado demuestra, que G se 
presenta en forma de unión de las clases adjuntas o la izquierda dis
yuntas respecto al subgrupo If\

G = [ }  g j l .
De acuerdo al principio general, expuesto en el § 6 dol cap. 1, esta 
descomposición induce en G la relación de equivalencia, la que se 
define de modo evidente:

a ~  b <=> a^b  £ //.
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Si se desea, de la reíiexividad, simetría y transitividad de esta rela
ción, se puede uno convencer inmediatamente: a ~  a, por cuanto 
a~xa = e £ II] a ~  a~lb — h b~la = h~l £ t í  <c=> b ~  a\a ~  
^  b, b ^  c 1 b f b̂ — c =  c ~̂bhy — kzĥ  ^
€ f f  =*> a ~  c. |

Una afirmación análoga tiene lugar para las clases adjuntas a la 
derecha.

La descomposición en clases adjuntas surge de un modo natural 
en los grupos de permutaciones. Sea, por ejemplo, G — Sn, un grupo 
simétrico, operando en el conjunto Q =  {1, 2, . . n). Si se exa
mina la agrupación de t í  elementos n € Sn, tales quo n (n) — nt 
entonces, como es fácil convencerse, t í  es un subgrupo en $rt, que 
se puede identificar con Sn^v  Sean, x0 — e, t* = (in), trasposiciones, 
que transforman a n en / (i =  1, 2, . . . .  n — 1), Es claro, que

8 3]

$n  — U *kSj\-fh= o
Examinemos la descomposición S a en clases adjuntas a la izquier

da y derecha, del subgrupo <(12) > =  S2:
S , =  {*, (12)} U {(13), (123)} U {(23), (132)};
S ,  -  {*, (12)} U {(13), (132)} U {(23), (123)}.

Vemos, que el conjunto de Jas clases adjuntas a la izquierda 
gj$2, no coincide con el conjunto de las clase adjuntas a la derecha 
S2g’. No obstante, entre los conjuntos {gil} y {//#'} siernpro se 
tiene una correspondencia biyectiva, por la cual

* -  gh 6 gil ~  x-1 =  h ^g -1 6 tíg~l.
Efectivamente, si, por ejemplo, h¡g[l — entonces, g, =*
— gihl'hj y gytí — g JL  En particular, si {¿», x, y, s, . . .} es un 
conjunto de representantes de clases simétricas a la izquierda (corres* 
pendientemente, a la derecha), entonces, {e, x -1, y~\ z’1, . . .) es 
el conjunto de representantes de clases adjuntas a la derecha (correspon
dientemente, a la Izquierda). Las potencias de estos conjuntos, coinciden. ■

Al conjunto de todas las clases adjuntas a la izquierda en G 
de t í , acordamos designarlo con el símbolo Gití (o (G/H)h si surge 
la necesidad de examinar a un mismo tiempo el conjunto (Gfff)r 
de clases adjuntas a la derecha en G de tí) t Para la potencia Card 
Gftí de este conjunto, se usa el nombre de <*índice de subgrupo t í  en G% 
y se introduce la designación especial (G: tí), que concuerda muy 
bien con la designación (G : e) de orden | 6r | del grupo G (el número 
de clases adjuntas del grupo unidad). Como la aplicación t í  -* g tí 
es biunívoca (recuerde la demostración del teorema de Cayley y la 
aplicación] Lg)t entonces, Card gfí — (tí : e). De este modo, tiene 
10®
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lugar la fácilmente mcmorizable formula

(G : e) =  (G : tí) (tí : e).

de ia cual se deduce ol clásico
teorema 5 (de Lagrangc). El orden de un grupo finito es divisible 

por el orden de cada uno de sus subgrupos. |
c o r o l a r i o . El orden de cualquier elemento es un divisor del orden 

del grupo. Un grupo de orden primo p, es siempre cíclico y, con exacti
tud hasta el tsomorfismo, único.

Efectivamente, el orden de cualquier elemento g £ G coincide 
con el orden del subgrupo cíclico engendrado por él <g ) (teorema 3 
del § 2). Si, juego, | G | =  p es un número primo, y II un grupo 
no unitario, entonces, la divisibilidad de p por | t í  | significa, que 
| // | — p , de donde, t í  =  G. Por consiguiente G coincide con el 
subgrupo cíclico, engendrado por cualquier elemento g e. Todos 
los grupos cíclicos del orden dado, son isomorfos (teorema 1). Esto 
da derecho a habla do la unicidad. |

En relación cor ol teorema de Lagrange, surge la tentación de 
buscar, para cada nivisor de m. de orden n del grupo G, un subgrupo 
de orden m en G.dPcro para esto, en general, no hay fundamento. 
Quienes lo dosoen pueden comprobar, que en ol grupo alterno A 4t 
de orden 12, no h,ay subgrupos de orden 6.

Poro en algunos grupos la «invocación del teorema de Lagrange» 
es correcta. Por ejemplo, tiene lugar el

teorema 6. Todo subgrupo de un grupo cíclico, esa su vez un grupo 
cíclico. Los subgrupos del grupo cíclico infinito (Z, -j-) se agotan con 
los grupos (infinitos) (mZ, -r), m £ N, y los subgrupos del grupo cíclico 
de orden q, se hallan en correspondencia biunívoca con los divisores 
(positivos) d del número q.

DEMOSTRACION. Para diferenciar, examinaremos ol grupo cíclico 
A = (a) en escritura aditiva. Cada uno de sus elementos, por consi
guiente, tiene la forma ka, donde k 6 Z o k  =  0, 1, . . q — 1, 
si A es un grupo finito do orden q (véase el teorema 3 del § 2). Sea 
B y una matriz no nula on A. Si ka £ R para algún k =£ 0, entonces, 
también —ka £ H. Entre todos los elementos ka 6 tí con k  positivo, 
eligimos el elemento ma, donde m es el menor.

Escribiendo cualquior & >  0 en forma de k =  Im 4“ r, 0 ^  r <  
<  ni, vemos, que de ka sigue ra — ha l (ma) £ Z?, o .sea, r =* 0. 
Quiere decir, B — (ma), es un grupo cíclico.

Todos los grupos cíclicos infinitos son isomorfos (teorema 1). 
Tomemos en calidad de modelo al grupo aditivo (Z, 4-). En ol caso 
dado, sirven de generadores l o  -1, así que, por lo demostrado, 
cualquier subgrupo en (Z, -H) es definirlo por el número natural
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m y tiene la forma
m% =• <m«l> =  {(), ibm, -±2m, . .

Evidentemente, todos estos subgrupos son infinitos.
Sean ahora, (a) — (0, a, . . . »  (g — i) «>, qa =  0. Sabemos, que 

B ™ (0, ma, 2ma, . . .>, donde m £ N, además sa £ B t s £ M =»■ 
=> s =  mí. Se afirma, que m divide a g. Efectivamenle sea q =  
=  dm r, 0 ^  r -< m. Entonces

0 =  qa — d (-m.a) +  ra,
de donde, ra — —d (ma) £ /i. El ser m un mínimo, conlleva a r *=■ 0 
y tenemos q — dm. De esto modo,

i? =  {0, ma, 2ma, . . (d — 1) ma} — mA
es un subgrupo en A de orden d. Cuando m lmce el recorrido por 
todos los divisores posilivos del número q, lo mismo hace d, y obte
nemos exactamente sólo un subgrupo por cada orden d, divisor de q. |  

corolario En el grupo cíclico (a > de orden q, el subgrupo de orden 
d | q coincide con el conjunto de los elementos b ¿ (a) tales, que db =  0.

demostración. Si dm =  q, entonces, b £ B =  rnA y db = 0. Por 
el contrario, sean, b =  la £ (a) y db =  0. De la condición día =  0, 
sigue, que di = qk = dmk, de donde, l = ntk y b =- la■ ■= k (ma) 6 
€ m4. |

5. Monomorfismo Sn~► GL (n). Recordemos, que so llama mono- 
morfismo de los grupos G ~*G\ a la inclusión isomería de G en G\ 

teorema 7. Existe un monomorfismo f: Sn ~±GL (??.) tal, que la 
matriz f  (ji), ji £ Sn, tiene determinante | /  (n) | =  e*.

demostración. A cualquier matriz (a¡j) de dimensiones n X n, 
la escribimos en forma do unión de columnas: (a¡j) — </1(1>, A {2\  . . . 
. . ., A(n>). Sean, en particular,

1 0 0
0 1 0

. , E^2) =* . . . . . .  £ ('°

0 0 1
columnas de la matriz unidad E. Definimos la aplicación /: Sn 
-*GL (n), haciendo

jt /  (jt) =  (j£W»# £C*<2», . . ., £<«<"»). (1)
De este modo, /  (ji) es una n X n-matriz, en la que en cada una 
de sus filas y en cada una de sus columnas, hay exactamente una 
unidad y los demás lugares están ocupados por ceros. Es fácil com
prender, que /  (ji) £ GL (n).
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Sean cr, n dos pormutaciones arbitrarias, n — o t  el producto 
de las mismas. Por definición, en la Pésima fila de la matriz /  (o) =  
— (ais) y en la J-6simo columna de la matriz /  ( t )  =  los ele
mentos distintos de cero serán, respectivamente, a<a-i(i> =  1 y

1. Por eso, para la matriz / (a) /  ( t )  =  (c¿¿), la condición 
c(j  9^0, es equivalente a o-1 (i) =  t  (j)f o sea a i — o t (/) =  
=  (/)» y esto, precisamente, significa, que /  (a) /  (x) =  /  (ox). En
consecuencia, /  es un homo morí israo.

La propiedad Ker /  =  e es evidente, por cuanto, inmediatamente 
de (1) se ve, que /  (ji) — E => n — e. Por consiguiente, /  es un mo- 
nomorfísmo.

Finalmente, sabemos que el determinante es función antisimé
trica de sus columnas. Por eso, | /  (j i ) | =  g (E{1\  . . . »  E{n)) es 
función antisimétrica de los argumentos £ (1>, . . ¿?<n>. De (1),
las definiciones de las operaciones Sn sobre g (véase (5) del § 2) 
y de la demostración del teorema 5 del § 2, percibimos, que

e „  | /  ( n )  | -  s n . g  (EM............... £ < n >) =  ( n  o g) (E<'\ . . . ,  £< "> ) -

=  g =  | £ < A>, . . £ < n > | =

*=» det E =  1. Así que, | /  (ji)  | =  e*. |

Las matrices del tipo /  (ji), ji 6 £ n» se llaman matrices de permuta- 
clones. Una limitación del monomorfismo / sobre es el mono- 
morfismo ea SL  (n, R). La composición /  o L de las aplicaciones L: 
G -* S n (teorema 2) y /: Sn -* GL (n), lleva al monomorfismo G 
-+GL(n) de cualquier grupo finito G. En el caso de S2, la aplica
ción /  tiene el siguiente aspecto:

1 1 0  0 0 1 0 11° 0 í \\
e*-*- 0 1 0 , ( 1 2 ) - 1 0  0 . (13)— 0 1 0 ,

|o 0 1 0 0 1 II1 0 o|(
í  0 0 0 0 111 lio 1 0

(23) — 0 0 1 t (123)»-#' 1 0 0 . (132) ^  0 0 1 •
0 1 0 0 1 o |1 II1 o 0

Con ayuda del teorema 7, se demuestra fácilmente el llamado 
teorema sobre el desarrollo completo de un determinante• 

teorema b. El determinante

det A
®it ail • • • ° ln 
a%\ ■ • ■ a2n

®«1 ®nl • • *
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se puede escribir en forma de una suma algebraica de n\ productos 
(denominados términos del determinante):

det A =  ifl«(2), 2 * • • n* (^)n€Sn
demostración. Designamos por medio tic | . . ., / l (7wl\

A<í+1\  . . ., i4(n> | al determinante, que se obtiene de | A  | 
cambiando la columna con e] número /, por la columna E 
de la matriz unidad. La fórmula para desarrollar un determinante 
por los elementos de su /-ésima columna muestra, que para el com
plemento algebraico Atj del elemento a¡j del determinante \ A \ — 
=  | ;4'l\  . . i4(n) |, se tiene, en forma de determinante de orden
/i, la expresión:

A U= \A M ........ £<<>, A'u » .......................AW\,
de donde, por la misma fórmula, se obtiene,

det,4 =  ; |]a u 4 „  =  ^ a (,|A<*>.........E&, /1<Í+1>.......................X<">|.

Si aplicamos esto al principio para j =  1, y luego (a cada uno de los n 
sumandos) para / =  2, etc., entonces, para det A tendremos expre
siones contenedoras, respectivamente, de n , n*, y, finalmente! 
nn determinantes

det A =  £  a,,, i l£ th\  A™, . . . ,  ¿<">| =

£ (,,). ¿ (3).........<1 «4
-  3  att.i<nt.z \E ih\  £ ÍU\  . . . .  ^<“>1- . . .

*1. *«
• • • =  S  «i. *««,. * •••«i* ¿a. <„

Aquí, ¿i, iit . . ., int recorren cualquier surtido de los números 
1, 2, . . n, (incluso con repeticiones). Utilizando todas las nn 
aplicaciones distintas n: (1 ,2 , . . ., n} -* {1 ,2 , . . n} (véase el 
ejemplo 1) del punto 2 del § 1), donde n (1) =  ilt . . n (n) =  
escribimos de nuevo la expresión para det A de la forma

det A *= 2  **<!>. lan(2), 2 - • • &n(n), ni E^*2̂  > . . ., £ (fc(n))¡n
(la suma comprende todos los íi). Queda por indicar que, s i*  (1) =  
— n (j) para dos cualesquiera índices i y / distintos, entonces, en 
el determinante | ifw 1» , , . ., £(«<«» ( dos columnas coinciden yf 
en consecuencia, es nulo. Por consiguiente, el determinante 
| £(«(1», . ■ ., E{n <n>> | sólo es distinto de cero, cuando la aplica
ción ji es biunívoca, o sea, cuando es permutación. Pero en ese caso.
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por el teorema 7, tenemos | | =  | /  (n) | —

Observación, l'or supuesto, al ieoroma 8 no es difícil demostrarlo por induc
ción directamente sobre n, sin ninguna mención de los grupos, aunque los signos 
eff delante de los términos del determinan le tienen, en último análisis, una 
naturaleza teórica de grupo. El teorema 7, presonta un intorés independiente.

Prostemos atención al hocho de que el teorema 8 se puede poner en la baso 
de la teoría de determinantes (lo quo frecuentemente so hace). Precisamente, 
dando el determinante del A por medie de la fórmula (2), nosotros hubiésemos 
o Moni do todas sus propiedades, incluyendo la fórmula de desarrollo del det A 
por los elementos de la primera (o de la f-ésima) columna, que fue para nosotros, 
en el cap. 3, ol punto do partida.

EJERCICIOS
I. Demostrar que, con exactitud hasta el isomorfismo, existe solamente 

un numero finito p (n) de grupos del orden dado n, (Indicación. Valorar en su

parte superior el número de distintas tablas do Ceylcy de ordon n. Los razona
mientos formales con el use del teorema 2, limitan a p (n) al número
do distintos subconjuntos de n elementos, on Sn. Efectivamente, p (n) es signifi
cativamente monor, poro una evaluación buena, cercana a la exacta, hasta ahora 
no ha sido bailada).

2. Utilizando eí ejercicio 7 del § 2, mostrar, que cada grupo finito puedo 
sor incluido (o sea, para él existo monomoríisino) en un grupo finito con dos 
generadores.

3. Demostrar, que en cualquier grupo, un subgruwo do Indice 2, es nece
sariamente normal. (Indicación. Descomponer G por Jür, al principio en clases 
adjuntas a la izquierda, y luego adjuntas a la derecha, con los mismos represen
tantes). -

4. Con ayuda dol ejercicio 3 pruebo de demostrar, que, con exactitud hasta 
el isomorfismo, S9 es el único grupo no abcliano de orden 6.

5. Trato de couvcncoTsedoquoen el diagrama (fig. 14}, se hallan represen
tados todos los su bg nipos del grupo alternado Con el símbolo V4 se designa

A l

m m )

e
Fig. 14
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el llamado grupo cuaternario (o grupo de Klein) 1‘4 =  {<•. (12) (34). (13) (24), 
(14 (23 )} . y  junte a los oíros vértices do l diagrama se  Iuiíi c e le r a d o  los g rn o ra -  
dores do Jos subgrupos cíclicos.

6. Mostrar, que todos los grupos d e  orden 4 son abolíanos y que c o n  exactitud 
hasta el jsoinurfjsnio se* completan con grupos de pornmtacionrs / '  — ( (1 2 3 4 )) , 
V4 o con grupos de matrices:

Ll — 

Lt =

1 0 
0 1 
1 0 
0 1

—1 0 II II -1  o
0 1 II» II 0 — I

GLC2. R)

< '.L (2, i )

Escribir en forma explícita los isumorfismo.s V  -► /M, I 4 -> L.¿. (indicación. 
Si ** =  p para cualquier (.•lómenlo x £ C. entonces, ahab — c = $ u b -  =
— b (¿>-1) (a-1)3 a r" bcen -- bn.)

§ 4. ANILLOS Y CAMPOS

i. Definición y propiedades generales de los anillos. Las estruc
turas algebraicas (!¿, 4 ) ,  (¿, •) ya aparecieron en calidad de pri
meros ejemplos de monoirics, además consideramos a (¿ , 4 )  más 
tarde como un grupo abeliano aditivo (prácticamente cíclico). En 
la vida diaria, sin embargo, estas estructuras casi siempre se unen 
y se obtiene lo que en matemáticas se denomina anillo. Un elemento 
importante de ia aritmética elemental se encierra en la ley distri
butiva (o combinatoria) (a -|- b) c — ac 4  be, que parocc trivial 
sólo debido a la costumbre adquirida. Intentando, por ejemplo, 
unir las estructuras algebraicas (£, 4 ) i (£. °)> donde n o m =  
=  n 4  m 4* nm , nosotros ya no observaremos un acuerdo tan evi
dente entre dos operaciones binarias. Antes de pasar a futuros ejem
plos, demos una definición exacta de anillo.

definición. Sea K un conjunto no vacío, on el cual son dadas 
dos operaciones (binarias algebraicas), 4- (suma) y • (multiplica
ción), que cumplen las siguientos condiciones:

(Kl) (K, 4 )  es u n  g r u p o  a b e l iA n o ;
(K2) (K, •) es un semigrupo;
(K3) las operaciones de suma y de multiplicación están vincula

das por medio do leyes distributivas (en otras palabras: la multi
plicación es distributiva respecto a la suma):

(a +  ó) c — ac 4- be, c (a 4  b) ~  ca 4  cb 
para todos los a, b, c £ K.

Entonces, (K, 4 ,  •) se llama anillo.
La estructura (K , 4 )  se llama grupo aditivo del anillo, y (K, -)* 

su semigrupo multiplicativo.
Si (A, •) es un monoide, entonces, se dice que (K , -y-, ■) es un 

anillo con unidad.
Al elemento unitario de un anillo, se adopta designarlo con la 

unidad corriente 1. La existencia del 1 frecuentemente se inserta* 
en la definición de anillo, pero nosotros no haremos eso.
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En Jas aplicaciones y en la teoría general de los anillos (y esa 
teoría, además, muy desarrollada, existe) se consideran sistemas 
algebraicos cu los cuales, el axioma (K2), o se omite del todo, o bien 
so reemplaza por otro, en dependencia del problema concreto. En 
tales casos se habla de anillos no asociativos. Por ahora, tendremos 
sólo anillos comunes (asociativos). Esto significa, que podemos ba
sarnos en el teorema 1 del § 1 y no preocuparnos de la colocación 
de paréntesis en el producto aAa2 . . .  af, do cualquier nú moro k 
de elementos de un anillo.

El subconjunto L del anillo K se llama subanillo, si
x, y £ L = *x — y £ L  y xy £ L y

o sea, si L es subgnipo de un grupo aditivo y subsemigrupo del 
seinigrupo multiplicativo del anillo.

Es claro, que la intersección de cualquier familia de subanillos 
en A, es un subanillo (el mismo razonamiento que en el caso de los 
grupos) y, por lo visto, tiene sentido hablar de un subanillo ('/> a  Ky 
engendrado por el subconjunto T cz K. Por definición, <D es la 
intersección de todos aquellos subanillos en K % que contienen a T. 
Si desdo el principio T fuo subanillo, entonces, <7*> =  T.

Un anillo se llama conmutativo, si xy — yx, para todos los x, y € 
6 K  (la diferencia de ios grupos, a los anillos conmutativos no se 
adopta llamarlos abelianosl).

El concepto de anillo, en la forma como fue introducido por 
nosotros, resulta muy amplio. Más aun, La clase ele anillos conmuta
tivos, que a primera vista parece bastante especial, fuo objeto de un 
acentuado estudio en el transcurso de muchas décadas, y en nuestro 
tiempo la teoría de los anillos conmutativos so entrelaza con la 
geometría algebraica, una hermosa disciplina matemática que tiene 
fronteras con el álgebra, la geometría y la topología.

EJEMPLOS, l) (Z, -p, •) os el anillo de los números enteros, con. las operaciones 
ordinarias do suma y de multiplicación. El conjunto mZ do los númoros ente
ros. divisibles por m, seré subanillo en T  (sin uoidad, cuando m >  i). Análoga
mente, Q y R son anillos con unidad, además, las inclusiones naturales Z c ( Q  c  
C  !R definen una cadeDa de subanillos del anillo R.

2) Las propiedades de las operaciones de suma y de multiplicación en Afn (R) 
introducidas y exaustivauieute estudiadas en el cap. 2t permiten afirmar, (fue 
M n (R) es un anillo con unidad 1 =  E. Se llama anillo matricial completo sobre 
R. y también anillo de las matrices cuadradas de orden n (o d, dimensiones n X n) 
sobre R. Este os uno do los ejemplos más importantes de anillos. Así como para 
n >  4 las matrices, como regla, no son permutables, entonces, Mn (R) es un 
anillo no conmutativo. El contieno en calidad de subanillos, a ios anillos, 
Mn (Q) y Afn («'.) de las matrices cuadradas del mismo orden, sobre Q  y sobro 2. 
respectivamente. En general, Mn (R) está saturado de subanillos de.todo género. 
De tiempo en tiempo, algunos de ellos van a aparecer de un modo natural. 
Notemos también, que so puede considerar el aniño de las matrices cuadradas 
Mn (A) sobre el anillo conmutativo arbitrario A, por cuanto en caso do 9uma 
y de multiplicación de dos matrices A, B £ M n (a), de nuevo se obtendrá una 
matriz con Los coeficientes de A, y las leyes distributivas en M n (A) resultan
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consecuencias de las leyes análogas en X. Todo esto se deduce directamente 
de las reglas formales de operaciones con matrices, resumidas al final de los 
puntos i  y 3 del § 3 del cap. 2.

3) Juntamente con el anillo do las matrices, on distintas partes de las mate
máticas es ampliamente usado también el anillo de las funciones. Efectivamente, 
sean, X un conjunto arbitrario, X un anillo arbitrario. Sea, luego, Kx  =  
=  {X -► X) ol conjunto de todas las funciones (o, lo quo es lo mismo, de las 
aplicaciones) / :  X X, examinado junto con dos operaciones binarias, la 
suma corriente f -f- g y el producto corriente fg, definidas del siguiente modo:

(/ +  g) (*> = / (*) 0 g (*),
(fg) <*) -  /  (*) O  g (x)

(® y 0  son las operaciones de 9utna y de multiplicación on X). Esto, eviden
temente, no es aquella composición (superposición) de funciones, que nos llevó, 
en el caso de las aplicaciones lineales, a! anillo Mn . Más bien, nosotros aquí 

aceptamos el punto de vista, adoptado on el análisis matemático, cuando, por 
■ejemplo, con X =  R. X =  R, el producto de las funciones tg y sen será tg x  
X sen: x ►—► tg caen  x, y no tg o son: x v—► tg {sen x).

Sin trabajo se comprueba, que K x  satisface a todos los axiomas de anillo. 
.Así, en vista de la propiedad distributiva do las operaciones en X, tenemos

[/ (x) ® g (x)l 0  k (x) =  / (x) 0  h (x) ® g (x) 0  h (x)

para tres funciones cualesquiera /, g, k £ X*, y cualquier x 6 X, y esto, por 
definición de operaciones corrientes, da (/ -f- g) h =  fh gh. La veracidad 
do la segunda ley distributiva se establece análogamente. Si 0, i ,  son los domeñ
a s  cero y unidad en X, entonces

0x  : xTi—► 0, 1X : í  »—► 1
son las funciones constantes^ que juegan ol rol de cero y de unidad en Xa , En el 
'Caso de la conmutatividad de X, el anillo de las funciones Xa' también es con
mutativo.

El anillo Kx  contiene diversos subanillos, definidos por las propiedades 
especiales de las funciones. Sean, por ejemplo, X — (0, 1] un intervalo cerrado 
en R y X =  R. Entonces, el anillo *1 do todas las funciones reales defini
das en [0, 1], contiene en calidad do subanillo al anillo R j¿’ ^  de todas las fun
ciones acotadas, al anillo de todas las funciones continuas, al anillo
RÜi’/ 1 de todas las funciones diforonciables continuas, etc., por cuanto, todas 
las propiedades indicadas so conservan con la suma (resta) y multiplicación 
de las funciones.

A cada número a 6 R lo respondo una función constante ax : x >-* a, y la 
aplicación de inclusión a ►—*- ax  permite considerar a R como un subanillo en 
R*. En resumen, casi a cada una de las clases naturales do funciones, le corres
ponde su subanillo en Rx .

4) En cualquier grupo abolían» aditivo (Ay -*-)> con la relación xy =  0 
para todos los x, y £ A \ se establece la estructura de un anillo con multiplica
ción nula.

Muchas propiedades de los anillos son reformulaciones de las 
propiedades correspondientes de los grupos, y, en general, de los 
conjuntos con una operación asociativa. Por ejemplo, aman =  am+n, 
(am)n =  amn para todos los enteros no negativos m, n y todos los
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a 6 K  (comparar con Ja relación (2) dol § 1). Otras propiedades, más 
ospccíficas de los añinos, y que se deducen directamente de los axio
mas del anillo, conforman, en esencia, Jos propiedades do’Z. Apun
temos algunas de ellas. En primer lugar,

a-0 — 0-a — 0 para todos las a 6 K. (1)
Efectivamente, a +  0 =  a =>* a (a 4- 0) — aa a1 -f a*0 =  

— a* 4  «-O =  n.2 -|- 0=> a«0 =  0 (análogamente, 0*a =  0).
Ahora, supongamos por un momento, qne 0 =  1, obtenemos 

a =  a-i ■---«•0 =  0 para lodos las a 6 K, o sea, K está compuesto 
solamente de coros. Por consiguiente, en el anillo no trivial K , 
siempre 0 ^ 1 .  Luego

(-a)-b  =  a (—6) =  — (aó), (2)
por cuanto, por ejemplo, de (1) y de) axioma de propiedad distribu
tiva, sigue

0 = U'Q — a (b — b) = ab -f- a (—b) => a (—b) — — (ab) (3)
Como - (—a) =  «, entonces, de (2) obtenemos la igualdad 

(—a) (—ó) =  ab (por ejemplo, (—1) (—1) =  1), —a =  (—l)-a.
El axioma de distributividad brinda, como su consecuente, la 

ley general de la distributividad

(«i -i- . . .  4  <*n) ( & ! + . . . +  óm) =  W

do lo que no es difícil convencerse razonando por inducción, al 
principio sobre n (para m =  1), y luego sobre m. Utilizando ahora 
(1), (2) y (3), oh l eñemos

n (ab) =  (na) b — a (nb)
para todas Jas n. £ ’L y a, b £ K.

Finalmente, indiquemos Ja fórmula binointal (binomio ele Newton)
n

( « - M r - 2  ( U * * " ’1’ <5>
io.0

cierta para todas las a% bt £ K,  poro sólo en el anillo conmutativo K. 
Cuando se (Jemuestra (5) es necesario, basándose en (4), operar del 
mismo modo que en el § 7 del cap. J, donde se examina el caso parti
cular K — Z.

2. Congruencia. Anillo de las clases de restos. De acuerdo con 
el teorema (> del § 2, Jos subgrupos no uulos del grupo (Z, 4-) se 
completan con los grupos mZ, donde m recorre el conjunto N 
de los números naturales. Pero el conjunto mZ, evidentemente, 
es cerrado no sólo en relación a la operación de suma, sino que tam
bién en relación a la operación de multiplicación, cumpliendo con
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los tres axiomas del anillo. De este modo, es correcta la siguiente 
afirmación. Cada subanillo no nulo del anillo Z, tiene la forma 
m % donde m

Probemos ahora, utilizando el subanillo m Z c=£, de construir 
un anillo no nulo, compuesto de un número finito de elementos. 
Con este fin introducimos la

d e f i n i c i ó n .  Dos números enteros n , n  se llaman congruentes 
respecto al mód m (con palabras: al módulo m), si al ser divididos 
por m, dan el mismo resto. Esto se escribe n =  n' (m) o n == n 
(mód ?n), y el número m se llama módulo de congruencia.

Se obtiene una partición de Z en clases de números, congruentes 
entre sí respecto al inód m, denominadas clases de restos o residíales 
respecto al mód m. Cada clase de restos tiene la forma

{r}m =  r +  m t =  (r -|- mk | k £ Z),
así (fue

£ ={0}m u - . . U{,n — f}m* (6)
Observamos, que las clases do restos, son clases adjuntas del 

^rupo aditivo Z en el subgrupo y la partición (6) corresponde 
a la descomposición del teorema 4 del § 2. Por definición, n 
=  nr (m) n — n* es divisible por m. La comodidad de la escritura 
n s= n‘ (ni) para la relación de divisibilidad m | (n n )  consisto 
en que, con estas congruencias se puede operar exacta mente igual 
que con las igualdades comunes. Y, precisamente, si h s  k ' (m) 
y l == 1 (m), entonces, k zb / sa k’ ±  i (m) y kk ' == IV (m).

En particular, fc =  (m) => ks == k's (/«), para cualquier s £ 7.
De este modo, con cada dos clases {/c}m y {¿}m, independiente- 

mente de la elección en ellos de sus representantes /c, /, se puoden 
comparar las clases que resultan ser sus sumas, diferencias, o produc
tos, o sea, on el conjunto Zm =  Z/mZ do clases do restos respecto 
al módulo nt, en forma unívoca se inducen las operaciones 0  y O:

{*}m - { * +  ü)
{*}« ©Wm " M r

Gomo la definición de estas operaciones se reduce a las operaciones 
correspondientes sobro los números do las clases do restos, o sea, 
sobre los elementos de Z, entonces, {mZ, 0 ,  0}  también será 
un anillo conmutativo con unidad {1}^ =  1 . Til se liorna
anillo de las clases residuales respecto al módulo ni. Cuando uno 
está habituado (y el módulo es dado), ol índice m se omito y se escribo 
Je en lugar de {fc}m, así que

k 0  i,
k Q l ^ k l .
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La etapa superior de adaptación de Zmt que a primera vista paree* 
sacrilega, pero que representa evidentes ventajas técnicas, se reduce 
a que se renuncio a ios trazos y circuios, y se opera con algún conjunto 
dado de representantes respecto &1 módulo nt% más frecuentemente 
con el conjunto {0, 1, 2, . . m — 1) (se llama sistema reducido de 
restos raspéelo ni módulo m). Digamos, en correspondencia con esta 
convención, —k — m — 2 (m — 1) =  —2 =  m — 2.

Y bien, los anillos finitos existen. Traemos tres sencillísimos 
ejemplos, mostrando por separado las tablas de suma y de multipli
cación:

z,:
0 1 0 i + 0 i 2 * 0 1 2

0 1 0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 O

1 0 1 0 1 Z ,: 1 1 2 0 i 0 i 2
2 2 0 1 2 0 2 1

+ 0 1 2 3 • 0 1 2 3

0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 0 2 3

Z 4:
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

El anillo de Jos restos Z m desde hace mucho tiempo jllamó la 
atención de los teóricos numeralistas, y en el álgebra sirvió de punto 
de partida para distintos tipos de generalizaciones.

3. Homoniorfismos o ideales de anillos. La aplicación f: n »-> 
{«}m posee, en virtud de (7), las siguientes propiedades: /  (&-J- /)“  

=  / (A )0  i (/), / (kl) « - / ( & ) © /  (¿V Esto ríos cía fundamento para 
hablar del homoinorfismo de los anillos Z y Zm> de acuerdo con 
In definición general.

d e f in ic ió n  Sean los anillos (K , + ,  •) y (K \  0 ,  ©). La 
aplicación /: K K' se llama homomorfa, si conserva todas las opera
ciones, o sea, si

f ( a +  b) = / ( a )  ©/ ( ó ) ,
1(ab) - / ( a )  0 / ( 6 ) .

Además, por supuesto, /  (0) «= 0' y /  (na) =  nf (a), n £Z .
Se llama núcleo del homomorfismo /, al conjunto

Ker /  ={a  6 K  | /  (a) «  0*}.
Es claro, que Ker /  es un subanilio en K. Pero de ningún modo es 
éste un subanilio arbitrario. Efectivamente, si L *  Ker /  cz K, 
entonces, ^  L (por cuanto /  (Lr) =  / (l) 0  /  (x) =  0' 0  /  (s) =  
=  0', para todos los l 6 L) y S  L para todas las x 6 K. Por
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consiguiente, LK  c  L y KL c: L. El subanillo L % que tiene estas 
propiedades, se llama ideal (bilateral) del anillo K. Así, los núcleos 
de los homomorfismos siempre son ideales.

Al igual que en el cuso de los grupos (véase el vocabulario en el 
punto 3 del $ 3), el homomorfismo f:K * -+ K ', se llama morwmor- 
fismof si Ker /  =  0; epimorfismo^ si la imagen coincide con K’t

e isomorfismo, si la aplicación / es monomorfa y epimorfa. El hecho 
de isomorfismo de anillos, brevemente se escribo en forma K sá K'.

La aplicación considerada arriba /: n*-^{n),n resulta, evidente
mente, un epimorfismo ¿ con núcleo Ker /  =  mZ. Para
la construcción de en forma implícita, precisa monte se utiliza 
el hecho, de que mZ es el ideal del anillo 1 . Vemos, que en el ani
llo Z cada subanillo no mi lo os ideal, lo que es una circunstancia 
casual que no tiene lugar, digamos, ya en el anillo matricia) Af2 (2 1): 
el conjunto

es un subanillo, poro no ideal, en M2 (Z).
El ejemplo de m% sugiere el modo de construcción do ideales 

(posiblemente, no todos) en el anillo conmutativo arbitrario K: 
si a es algún elemento de K, entonces, el conjunto aK siempre es 
ideal en K . Efectivamente,

Se dice, que aK os el ideal principal, engendrado por el elemento

Si se toman anillos sólo con unidad. entonces, ideales serán los 
subgrupos del grupo aditivo del anilloy que sufre multiplicación a la 
derecha y a la izquierda por los elementos del anillo. y en la definición 
de homomorfismo f: K —* K \  es conveniente introducir la condición 
f  (J ) — 1'. Guarnió existe epimorfismo esta condición, por supuesto, 
so cumple automáticamente.

Los anillos isomorfos son idénticos por sus propiedades algebrai
cas, y solamente esas propiedades de los anillos representan un auten
tico interés matemático, que se conservan con aplicaciones isomerías. 
Precisamente este hecho se tuvo en cuenta, cu an d o  el anillo Zm se 
pensó bien como conjunto de las clases de restos respecto al módulo 
m, bien como conjunto de los representantes de estas clases, elegido» 
de un modo arbitrario.

ó. Conceptos de grupo cociente y de anillo cociente * . Los sub- 
grupos normales de los grupos y los ideales de anillos tienen un

*) En Ja literatura especializada en idionia español, se usa también el 
concepto de grupo factor (respectivamente, anillo factor). (Nula do] T )

Im /  =  /  (K) = {a ' e / r  |a '  - / ( « ) }  =

ax +  ay «= a (r  +  y), (ax) y  — a (ají).

a € A •
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origen común, ellos son núcleos de homomorfismos. Esta circunstan
cia halla su expresión en la comunidad do la construcción de forma
ciones cocientes, eu lo quo nos proponemos brevemente detenernos. 
Los detalles ulteriores serán discutidos en la segunda parte del libro.

Comencemos con los grupos. La relación do equivalencia ~  on 
el grupo Gt definida por la descomposición de G en clases adjuntas 
respecto al subgrupo normal 77, ticno una propiedad admirable. 
Precisamente, si a, b, son elementos arbitrarios del grupo (?,y a ~  c, 
b ~  ds entonces, por definición (véase la demostración del teorema 4 
del § 3), tenemos a~xc — ^  6 77, b~ld = ht £ 77, de donde

(ab)~hd -  b-'a-'cd =  b-1 (a^c) d =  b^hxb (b^d) =  h[h2 6 H
y, por consiguiente, ab ~  cd. Aquí se usó la propiedad de normali
dad de //  en G: b^h^b — h[ £ II . Así,

a ~  c% b ~  d=> ab ~  cd.
De hecho, esto significa, que la operación de multiplicación en el 
grupo G induce la operación do multiplicación por el conjunto co
ciente Gi ~  (véase el punto 3 del § 0 del cap. .1), al cual convenimos 
en desiguarlo con el símbolo Gifí.

Tiene sentido hablar sobre la composición (sobre la multiplica
ción) de los subcoujuntos arbitrarios A , B f del grupo G, entendiendo 
por AB  al conjunto do todos los productos ab con a gi4, b £ B. 
La asociatividad en G trae consigo Ja relación

(AB) C -={(ab) c) ={a (be)} =  A (BC),
y el subconjunto II c= G es subgrupo en G, exactamente entonces, 
cuando IP  =  II, Jf~l — {h~l J h £ II) c77 .

Desde este punto do vista, la clase adjunta all es igual al pro
ducto del conjunto unielemental {a} por el subgrupo II. El producto 
de las clases adjuntas afl, b lí, es el con junto aH-bH, el cual, ha
blando on general, no necesariamente tiene que volver a ser clase 
adjunta respecto a II. La descomposición ¿>3 en II  ={c, (12)}, 
examinada on el punto 4 del § 3, muestra, por ejemplo, que 

/ / .  (13) 77 =  (13) II U (23) 77.
Una situación totalmente diferente so tiene, cuando II es un subgrupo 
normal del grupo G. Corno g il =  IIg para todos los g 6 ff, entonces,

a li-b ll -  a (7/6) 77 =  a (blí) H =  ablP -  abll,
al mismo tiempo, e! razonamiento efectuado arriba muestra, que la 
clase adjunta ubft no depende de los representantes ay b de las cla
ses adjuntas «77, h!J, Las propiedades

aH-bH =* abllt 
H*aH =  «77*77 =  aff, 

a-'H*aH =  aH -a^II =  eH =  77
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muestran, que es legítimo el
teorema i. Sí H es un subgrupo normal en G, entonces, la opera

ción de multiplicación aH• bH — abfí, dota al conjunto cociente GIH 
la estructura de un grupo, llamado grupo cociente de G respecto a H . 
La clase adjunta H sirve de elemento unidad en GUI, y a*1 TI — (aH)*1, 
es el elemento inverso de alL |

En el caso de un grupo G finito, el orden del grupo cociente 
G/H se determina por la fórmula

que no causa asombro, luego de todo lo dicho y del teorema de La- 
grange (punto 4 del § 3).

En el caso de grupos abelianos escritos aditivamente, la opera
ción binaria en G/H se introduce por medio de la relación

(a +  H) +  (b +  H) =  (a +  b) +  //.
Correspondientemente, a G/H frecuentemente lo llaman grupo G 
respecto al módulo //, y en sn aplicación al par G &, II  — mZ
se utiliza también la expresión «grupo % respecto al módulo m».

Pasando a la construcción del anillo cociente K/L del anillo K 
por el ideal L, partiremos de que, la «base» del anillo está consti
tuida por un grupo abeliano aditivo. Por esto, como elementos de K/L 
corresponde tomar las clases adjuntas a 4- L (llamadas clases de 
restos respecto al módulo del ideal L), la suma de las cuales se efectúa 
por la regla corriente:

(a +  L) ® (b -j- L) =  (a +  b) +  L, (8)
0  (a -f- L) — ~~~a

En calidad de producto de estas mismas clases, tomamos
(a +  L) 0  (b +  L) -  ah -4- L. (9)

Es importante estar convencido, de que este producto está deter
minado correctamente, o seo, no depende de la elección de los repre
sentantes de las respectivas clases. Sean, a' =  a -f x, br =  b y, 
donde x , y 6 L. Entonces,

a'b' =  ab +  ay +  xb* ab z,
donde z =  ay -(- xb* 6 L , por cuanto L  es un ideal bilateral. Por 
cstot ab ' se encuentra en una clase adjunta con el elemento abt 
y esto significa, que el producto (9) está correctamente determinado. 
Para abreviar, hacemos íi = a -f- L , así que

a®  6 — a-\-b% a(j)b = ab.
En particular, 0 =  L y 1 — 1 4- L (si la unidad 1 se halla en K). 
Aún hay que con vencerse de que para el conjunto K = K/L = {á | a f  
€ #}, considerado con las operaciones ®, 0 ,  se cumplen todos los
1 1 -0 3 9 2
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axiomas del anillo, pero esto es suficientemente evidente, por cuanto, 
las operaciones sobre las clases de restos en K se reducen a opera
ciones sobre los elementos de K . Digamos, la distributividad se 
comprueba así:

(a © ó) O  c =  (a -f 6) ©  c =  (a +  b) c =  ac +  be =
*=flc06c =  a © c ® b © c .

Todo esto muestra, que la aplicación 
n : a*-+ a

es un epimorfismo de los anillos K K \  con núcleo Ker n ■= L . 
Del ejemplo particular del anillo cociente Zm ■=fí(m'á % y del 
epiniorfisino • -+Zmt llegamos a situaciones análogas en anillos 
arbitrarios.

Queda pot observar, aunque esto supera los limites de nuestro 
fin inmediato (explicación de la construcción de Zm desde el punto 
de vista del álgebra en general), que todas las imágenes homomorfas 
del anillo K se agotan, en esoncia, con anillos cocientes K  respecto 
a sus correspondientes ideales. Efectivamente, si /: K K* es 
un homomorfismo y /  (K)y una imagen de K  en relación con /, enton
ces, considerando /  (K) cz K' en lugar de K11 llegamos al epimor- 
fismo. A fin de no complicar las designaciones, consideramos desde 
el principio a /  como un epiformismo, o sea, hacemos /  (ÜO — Kf. 
De acuerdo con el principio general, expuesto en el punto 3, § 6 
del cap. 1, / define la relación de equivalencia de Of sobre K\ en el 
caso dado, Of viene expresado por la partición de K en las clases 
adjuntas a |* Ker /  =  Ca. La aplicación /  establero la corresponden
cia biyoetiva /' entre los elementos a £ K' y las clases Cfl, y, pre
cisamente, f  (Ca) — a* t si a! = f  (a). En este caso

f  ( P  *  C b )  —  í  (C'a+b) = / ( «  +  & ) = /  (a) ■h /  ( b )  —
-  r  (c j  +  r  (cb)y

f  (Ca-Cb) = f  (Cab) =  f  (ab) =  /  (al./ (b) =  / ' (Ca) - f  (C6).
así que la aplicación biyectiva f  es un isomorfismo (para simpli
ficar, las operaciones de suma y de multiplicación en Ky en el anillo 
de Jas cl.ases do restos KfKer f  y en K \ se designan de la misma 
manera: + y •).

En realidad, hemos demostrado el
teorema 2 (teorema principal sobro homomorfismos de ani

llos). Cualquier ideal L del anillo K determina (con ayuda de las 
fórmulas (8), <9)> la estructura del anillo en el conjunto cociente KiL, 
además, KiL es imagen homomorfa del anillo K con núcleo L . Por 
el contrario, cada imagen homomorfa K' — /  (K) del anillo K, es 
isomorfa al anillo cociente AT/Ker /.
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Observación. El sogundo miembro de la fórmula Í'J|, hablando en general, 
no coincide con el producto de las clases de restos a • L y k l. , cu el sentida 
teórico de los conjuntos. Por ejemplo, para K  — 7 . L — 87- el numero entero 
24 6 16 -h 82 no está contenido en (4 -+■ 82)*, por cuanto {\ |- 8s) (4 |- 8í) =  
=  16u.

5. Tipos de anillos. Campo, En los bien conocidos por noso
tros anillos numéricos Z, Ct y (H de ab =  0 se deduce, que bien 
a =  0 o b =  0. Pero el anillo do las matrices cuadradas Mn ya no 
tiene estas propiedades. Utilizando la matriz Ei¿ (véase la demostra
ción del teorema 3» § 3 del cap, 2), llegamos a las igualdades EijEkt =  
=  0 para] j h, aunque, por supuesto, Etj ^  0 y Ehí 0. Obser
vemos, que En,Ehj — E{) =£ 0. Se podía haber atribu ido este fenó
meno, tan poco común pora la aritmético elemental, n la juiticonum- 
tatividad del anillo A/n, pero no es así. Como vmtos en el punto 2, 
en el anillo conmutativo Zk se cumple la igualdad 2 0  2 — 0, en 
contra de la notoria verdad «dos por dos son cuatro*,

Ho aquí dos ejemplos más.
EJEMPLO i. Los parc3 de números (a. 6) (a, b 6 7 , &  O P »cr»n suma y mul

tiplicación definidas por las fórmulas

Úhi &i) + la*. *>2) -  (di +  ¿i «̂1- 
(®i. &i) • (a», Ó2I = irtjOj, ¿jó*),

forman, evidentemente, im anillo conmutativo con unidad (1, 1), en el que 
de nuevo nos encontramos con el mismo fenómeno: (1, 0) i0, ti .= (0, 0) =  0-

EJEMPLO 2. En el anillo >Rr  de las fuuciones reales (véase el ejemplo $ 
en el punto 1), las funciones f: x*-* \ x \ — x y g: r i-► | r ( — x son tales, 
quo /  ¿r) =  0 para K 0 y n ( í i = 0  para x >  0, y |k>r eso, el producto co
rriente ¿e los mismos fg, sciá una función nula, aunque i **= 0 y g 0.

uefiniciox. Si ab =  0 para a 0 y h 0 en el anillo
entonces, a se llama divisor a la izquierda de cero, v ;> divisor a la 
derecha de cero fenol aniJIo conmutalivo K sólo se habla de divisores 
do cero). El propio cero en ol anillo K 0 es un divisor de cera 
trivial. Si no hay otros divisores de cero (excepto Oí, entonces, 
K  se llama anillo sin divisores de cero. El anillo conmutativo coo 
unidad 1 ^ 0  y sin divisor de cero, se denomina anillo íntegro 
(anillo de integridad o dominio de integridad\

t e o r e m a  a El anillo corunutativo no trivial K con unidad, 
es íntegro s i ,  y sólo si, en él se cumple la regla de simplificación:

ab — ar, a =£ 0 => b ~  c
para todas las a% bt c £ K.

En efecto, si en K tiene lugar la regla de simplificación, entonces, 
de ab =  0 =  a*0 sigue, que bien a ~ Q, o bien a 0 poro b — 0. 
Por el contrario, si A" os un dominio de integridad, entonces, ab =* 
=  acf a 0 => a (b — c) =  0 =>■ b — c *=■ 0 b — c. g
j i »
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En oi anillo K con unidad, es natural considerar el conjunto 
de los elementON uivertibles: ol elemento a so llama recíproco (o divi
sor de la unidad), si existe el elemento a '1, para el cual aa“l =  1 =  
=  a-1a. Mas exactamente, se tendría que hablar de elementos inver
tibles a la derecha o a la izquierda (ab — 1 o ba = 1), pero en los 
anillos conmutativos y también en los anillos sin divisores de ceros, 
estos conceptos coinciden. Efectivamente, de ab — 1, se deduce 
aba =  a, de donde a (ba — 1) =  0. Como a ^  0, entonces, ba — 1 =  
=  0, o sea, ba — 1.

Sabemos, por ejemplo, que en el anillo Mn los elementos invertibles 
son, exactamente, las matrices con determinante distinto de cero. El 
elemento recíproco a no puede ser divisor de cero: ab =  0=>a"1 (ub) =  
=  0 =*> (a~la) /.» =  0 =► 1 • b =s Q=> b — 0 (análogamente, ba =» 0 =>• 

b — 0). Por eso no asombra que tenga lugar el 
t e o r e m a  í Todos los elementos inverttbles del anillo K con uni

dad, componen el grupo U (K) respecto a la multiplicación.
De hecho, como ei conjunto U (K) conlione la unidad, y la aso- 

ciatividad de la multiplicación en K se cumple, entonces, a nosotros 
nos resta sólo convencernos de que el conjunto U (K) es cerrado, 
o sea, comprobar quo el producto ab de cualesquiera dos elementos 
o y b de U (K\ de nuevo pertenecerá a U (K ). Pero, esto es evidente, 
por cuanto (abr1 -  b~la~Y (ab*¿r1a-1 — a (bb~l) a”1 =  a*l*a”1 =  
— aa~Y — 1), y, en consecuencia, ab es invertible, g

No es difícil ver, quo U (Z) -{±1} es un grupo cíclico de 
orden 2.

Hemos obtenido una claso de anillos muy interesante, los llama
dos anillos con divisor, o cuerposT reemplazando en la definición 
de anillo a) axioma (K2) por la condición, notablemente más fuerte, 
\K2r): en relación a la operación do multiplicación el conjunto 
K* K ^{0} es un grupo. El anillo con división, por lo visto, 
no contiene divisores de cero y, en él, cada elemento no nulo es 
ínvertíble. Las operaciones do suma y de multiplicación se vuelven 
rasi totalmente simétricas en el anillo conmutativo con división, 
al que se llama campo. Pues bien, damos otra vez una

definicto* El campo Py es un anillo conmutativo que posee 
unidad 1 0, en el cual cada elemento a ^ 0  es irwertible. El grupo
P* -  U (P) se llama grupo multiplicativo del campo.

El campo so prasenta como un híbrido de dos grupos abelianos, 
uno aditivo y e! otro multiplicativo, unidos por la ley distributiva 
(ahora ya una sola, en vista de la conmutatividad). El producto 
ab~l se escribe comúnmente en forma de fracción (o de relaciónf
de cociente) , la cual, a fin do economizar espacio en el papel, se
designa con la barra transversal a/b. Por consiguiente la fracción 
afb, que tiene sentido sólo cuando b =?£= 0, es la única solución de la 
ecuación bx ■- a Las operaciones con fracciones se someten a algunas
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reglas
■7- — A- ad — bc% b, d =£ 0o a

a   — a   a
b b — b b^= 0. ( i o >

a c _ ac
T 'T ^ T d  7
a \ - 1 h

by d 0.

a, b¥* 0.

Estas son reglas «escolares» ordinarias, pero no hay que recordarlas, 
sino que deducirlas de los axiomas de campo, lo que, por otra parte, 
no presenta ninguna dificultad. He aquí el razonamiento suficiente 
para obtener la segunda de las reglas (10). Sean, x — a b o y =  cid, 
soluciones de las ecuaciones b a — a y dy =  c. De estos ecuaciones 
se deduce: dbx — da, bdy =  fec =>■ bd (x +  t/) — da + be =*• t — 
=  j; *f y -  (da “1- bc)/bdt única solución de la ecuación bdt = 
=  CÍfl “I- bCm

Se llama subcampo F del campo P , al subanillo en P que es tam
bién un campo. Por ejemplo, el campo de los números racionales Ctt 
es un subcampo del campo de los números reales ¡R

En el caso en que F a  P también so dice, que el campo P e* 
ampliación de su subcampo F. De lo definición de subcampo »  
deduce, que el cero y la unidad del campo P también estarán conte
nidos en F y que van a servir para F de cero y de unidad. Si se toma 
en P la intersección Fx do todos los subcampos, contenedores de 
F y de cierto elemento a £ P, no perteneciente a F, entonces, Ft 
sera el campo mínimo contenedor del conjunto {/', a) (el mismo 
razonamiento que para los grupos en el punto 2 del § 2) Se dice, 
que 1a ampliación Fx del campo F se obtuvo por adjunción del ele
mento a ai campo F, y esto hecho se refleja en Ja escritura l‘\
=  F (a). Análogamente, se puede hablar del subrampo Fx =*
=  F (nlt . . ., an) del campo P, obtenido al adjuntar a F n elemen
tos Oj, . . an del campo P.

Una pequeña prueba muestra, quo Q, (>^2) coincide con el conjunto do 
los números c -f b a, b£ Q„ por cuanto (Vr 2)* =  2 \ Vi)**-
■*(«/«*—2b*))—(bf(a*— 26a)) j /2  para a -f*  yr2 =*= 0>Lo mismo se refiere * 
G í / S i a í / S ) ,  etc.

Los campos P y P* se llaman isomorfos, si son isomorfos coma 
anillos. Por definición, /  (0) — 0 y /  (1) =  1', para cualquier aplica
ción isomorfa /. No tiene sentido hablar de homoinoríisino de los
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campos, poique Kcr /  =*= U => /  (a) — 0, a 0 /  (1) = f  (aa l) =
-  /  (a) f [a~h - - O-/ la-1) =  0 => /  (b) -  /  (1- b) -  /  (1) /  (6) =*
-  0*f (b) U, yfb =>- Ker /  — P. Por el contrario, los automorfis- 
tnos„ o sea, la- aplicaciones isoiuorías del campo P sobre sí mismo, 
están vinculadas con las propiedades más profundas de los campos 
y son un poderoso instrumento para el estudio de estas propiedades, 
en el marco do la llamada teoría de Galois.

El concepto de ampliación de los campos, concuorda plenamente 
con la eterna tendenc-in de la humanidad, de incrementar la reserva 
de número* utilizados. El proceso suficientemente lento, el que 
condicional mentó se representa por medio del diagrama: {uno} 
'W '-*(uno  más uno es dos} ^AAA-*- {N,0}a a / ' ^ £ vA/V>-*-
, / \ S \ j - + Q (}/2) ,aA/-^R y que continúa hasta nuestros 
días, llevó a una extraordinaria ramificación de la red de campos, 
muy lejos de los numéricos do costumbre. No todas las etapas de este 
proceso fueron puramente algebraicas. Digamos, el paso de los núme
ros raciónale* a los reales, se basa en los conceptos de continuidad 
y totalidad (existencia do límites y sucesiones de Gauchy), y hasta 
ahora se estudia en los cursos de análisis matemático. AI mismo 
tiempo, una construcción totalmente análoga do los campos de los 
números p-aditivos, a los cuales aquí no tocamos, y de! moderno aná
lisis p-aditivo, desarrollado sobre la base de estos números, son 
dignas obra* do tres ramas, la teoría de los números, el álgebra y 
el análisis

6. Característica de un campo. En el punto 2 fue construido el 
anillo finito de clases de restos Zm con los elementos

Ü, 1, 2, . m— 1

y con las operaciones k+  l=*k-{-l, k-lr=kl de suma y de multi
plicación (renunciamos a los signos 0  y 0  ), Si m = sf, s ;> l ,  
i>  1, entonces, s -1— m — 0, o sea, ay t son divisores de cero en Zm.

Sea ahora m =  p, un número primo. Se afirma, que Zp es un 
campo (de p elementos). Para p =  2, 3, esto se ve directamente 
de las tablas de multiplicación, escritas en el punto 2. En el caso 
general es suficiente establecer la existencia, para cada s € Z*, 
del elemento inverso 5' (los números enteros s y 5' no deben, eviden
temente, dividirse por p).

Consíderemo* lo* elementos
s, . . . ,  (p — 1 )$. (11)

Son iodos distintos de cero, porquos ^  0 (niódp) => ks &  0 (mód p), 
para k 1, 2, , . p — i. Aquí se usa el hecho de que p es primo. 
Por esta misma razón, los elementos do (11) son todos distintos: 
de ks =  te, A C  /, se «Induciría que (/ — k) s — 0, lo quo no es
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cierto. Así, la sucesión de los elementos de (11 í coincide con lo suce
sión de los, permutados de algún modo, elemento*

í .  2, ?= T . _
En particular, se hallará un s \  1 <  s' <  p — 1, para el cual s's =  1. 
Poro esto y significa, que s' -s =  1, o sea, s' es oí ole monto inverso 
de $. Hemos demostrado el

t e o r e m a  5 . El anillo de clases de restos Zm es un campo si, y sólo 
si, m =  p es un número primo. |

c o r o l a r i o  (pequeño teorema de Fermat). Para cualquier número 
entero m, no divisible por el número primo p t tiene lugar la congruencia

rn?-1 s  1 (mód p).
DEMOSTRACION. El grupo multiplicativo Zp tiene un orden 

p -1 Por el teorema de Lagrange (véase § 3), p - 1 sejdivide 
por el orden de cualquier elemento de ZJ. De esto modo, i — (m.)p~1— 
=  mv~l> o sea, mp~l - 1 =  í>. |

No es difícil demostrar el pequeño teorema de Format en forma 
inmediata, con ayuda de la teoría de lsts congruencias, multiplicando 
todos los elementos de la sucesión (11).

Los campos Za, Z8, Z5, . . ., tan poco parecidos a los campos, 
conocidos por nosotros, Ct, Q (V 2), R, ocuparon, en Ja jerarquía 
algebraica de los campos, un puesto plenamente equiparable, por 
su significación, con el lugar que desde hace mucho tiempo fue 
asignado a GL. La cuostiún aquí os ésta. Sea P un campo. Como 
ya hicimos notar, la intersección (] Pt do cualquier familia do

i
subeampos {P¡ será subcampo en P .

definición. Un campo, que no tiene ningún subcampo propio, 
se llama primo.

teorema fl. En cada campo P se contiene un, u sólo un, campo 
primo P0. Este catnpo primo es isomorfoy bien a Q. o bien a Zv, para 
algún p.

demostración. Suponiendo la existencia de dos subeampos pri- 
mos distintos P \  PH c :P , necesariamente llegaremos a la conclu
sión de que la intersección de los mismos Pr f) P* (evidentemente, 
no vacía, por cuanto 0 y 1 e^tán contenidos tanto en P ', como en P*), 
será un campo, distinto de P' y P*. Esto, sin embargo, no es posible, 
en virtud de que son primos. Por consiguiente, ei subeampo primo 
P0 c P ,  es único.

En P0, juntamente con el elemento unidad i, están contenidos 
todos sus múltiplos /i-l =  l +  . . . +  1. De las propiedades gene
rales de las operaciones de suma y de multiplicación de (os elementos 
en Jos anillos (véase el final del punto 1) se deduce, que

.*•1 +  1.1 =  (s -f f)-l, (a- i )  (M ) =  (st)- 1T s, i (f Z ( 12)
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Por eso, la aplicación /  del anillo Z en P, definida por la regla 
f  (n) =  ni, es un homomrfismo cuyo núcleo, siendo ideal en Z, 
tiene la forma Ker /  =  mZ. Si m =  0, entonces, /  es un isomorfismo, 
y las fracciones (s*l)/(f*l), que tienen sentido en P (por cuanto 
P es un campo), forman el campo P 0, isomorfo a Q, que será un 
subcampo primo en P.

Y si m ;> 0, entonces, evidentemente, la aplicación f* definida 
por la regla

será una inclusión isomorfa Zm -*P . Por el teorema 5, esto sólo 
es posible cuando m — p es un número primo. Por consiguiente, 
f* (Zp) es un subcampo primo en P. |

definición . Se dice, que el campo P tiene característica cero, 
si su subcampo primo P 0 es isomorfo a Q; P  es un campo primo 
(o finito) de característica p f si P0 ^  Se escribe char P — 0 
o char P — p ;'•> 0, respectivamente.

En lugar de Zpj para designar al campo «abstracto» de p elemen
tos, se usa habítualmente FP, o GF (p) (Galois Pield: campo de Ga~ 
lois), Hay que tener en cuenta, que existe un campo finito GF ($) 
con q =  pn elementos, donde p es primo y n cualquier número entero 
positivo. A esta interesante cuestión regresaremos en el cap. 9, 
pero ahora nos limitamos sólo a un ejemplo de un campo de cuatro 
elementos {0, 1, a, p}:

GFi.4):

+ 0 1 a P

0 0 1 a  0
1 1 0  0 a
a a 0 0 i
P 0 a 1 0

- 0 1 a p

0 0 0 0 0
i 0 1 a P
a 0 a P 1
P O p t a

Qué son a  y p por el momento no nos interesa. Se recomienda 
verificar ol cumplimiento de la ley distributiva.

A veces, a la característica nula la llaman infinita, en correspon
dencia con su interpretación como orden del elemento 1 en el grupo 
aditivo del campo P. Análogamente, la característica finita p 
es el orden común de cualquier elemento no nulo en el grupo aditivo:

px =  jo ] . . . -f x — p (!•*) =  l* i •{- . . . +  i^x =
=  (1 +  +  1) x =  (p-1) x =  0.

7. Observación sobre sistemas lineales. Ha llegado la hora de 
dar una ojeada monta! a la teoría de los sistemas de ecuaciones linea
les, expuesta en los capítulos anteriores, y a la, derivada de ella.



§4] ANILLOS Y CAMPOS 169

teoría de determinantes. Como coeficientes en (as ecuaciones lineales 
y como elementos de matrices, teníamos números, racionales o reales, 
pero lo específico de estos números no se utilizó do ningún modo. 
No hay ningún obstáculo para tomar ahora, en lugar de los números, 
a los elementos del campo dado P. Al mismo tiempo, los resultados 
también deberán de formularse en términos del campo P: los compo
nentes de la solución del sistema lineal y los valores de la función 
det pertenecerán a P. El método de Ganss para resolver sistema de 
ecuaciones lineales, la teoría de determinantes, la regla de Cramer, 
siguen siendo legítimos (sin cambios fundamentales) para el campo 
arbitrario P,

e j e m p l o  i. Sea dado  un  sis tem a  hom ogéneo d e  ecuaciones lin ea les A  X  =  0» 
con la  m a tr iz  cu ad rad a

y  con la  co lu m n a  de in có g n ita s  X  — [xu  ^  * s, x 4\ .  C á lcu los d irec to s m u es tran , 
que  d e t i l  *= 2 M 1 * . P o r  c o n s ig u ie n tte , con x h é  P 1 donde P  es un  cam po  
cu a lq u ie ra  de c a ra c te r ís t ic a  cero , o de c a ra c te r ís tic a  p  2, 11 (en es te  caso 
loa n úm eros en te ro s  1, 2, 3, 4 , —10, . . 15 se  reem plazan  p o r  la s  correspon
d ie n te s  c lases de  resto s), e l s is tem a  es d e te rm in ad o  y  tien e  so lam en te  u na  so lu
c ió n  t r iv ia l  X  =  0.

Si c h a r  P  *= 2  (d igam os, P  =  Z t ) ,  en tonces , de la  congruencia

1 2 3 4

—  10 13 14 15

12 — 9 14 15

12 13 — 8 15

1 2 3 4 1 0 1 0
— 10 13 14 15 0 t 0 1

12 —9 14 15
£=

0 1 0 1
12 13 —8 15 0 1 0 1[

(m ód 2)

llegam os a  la  conclusión , de  q u e  e l rango  del s is tem a es ig u a l a dos, y  e l sis tem a 
a d m ite  dos so luc iones in d ep en d ien tes  X t =  [1, 0 , 1, 01, X ¡  == { 0 ,J l ,  0, 11. 
P a ra  e v i ta r  confusiones se te n d r ía  que  h a b e r  e sc rito  X r =  f i ,  5 , 1 , 5], X £ =  
=* |ú , l” Ó, lL  pero  nos consideram os lo  su fic ien tem en te  p rep a rad o s  com o 
p a ra  co m p ren d er la  e s c r i tu ra  s im p lif ic ad a .

Si c b a r  P  ^  11, en tonces , de  la  congruencia

2 3 4 1 2  3  4

13 14 15 1 2  3 4

— 9 14 15 1 2  3 4

13 — 8 15 1 2  3 4

(m ód 11)

se deduce, q ue  e l sis tem a  tien e  tre s  so luc iones ind ep en d ien tes

X> «  19, 1, 0 , 01, X .  =  [8, 0 , 1, 03, X 3 -  17, 0 , 0 , 1].

Gomo vemos, la respuesta depende esencialmente del campo consi
derado P t pero el análisis del sistema en nada se diferencia de] 
corriente. Por consiguiente, una de las ventajas deJ paso de R y Q. 
a un campo arbitrario, se reduce a la eliminación del doblaje de
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los razonamientos análogos, Pero* además, se tienen causas de 
más peso.

Hablando sobre un grupo lineal completo* hasta el momento lo 
consideramos como el grupo de todas las matrices no degeneradas, 
con coeficientes de & o de R. El conjunto de las matrices cuadradas 
de dimensiones n x n con coeficientes en uu campo arbitrario / \  
compone el anillo de matrices Mn (P), y el subconjunto de todas las 
matrices no degeneradas A 6 dín (P) (de matrices con det A ^  0) 
lleva ni concepto de grupo lineal completo GL (w, P) sobro el cam
po P. Variando el campo P* por ejemplo, haciendo P =  Fpy se 
puede, de un modo natural, obtener una serie de grupos importantes 
(véase el cap 71.

Los campos del tipo R, Ct, Gl ( Y 2) y otros, se llaman habitual
mente campos jmméricos. EL campo Fp es un ejemplo de campo no 
numérico* no sería correcto llamar a sus elementos números por el 
sólo hecho de que ellos frecuentemente se identifican con los elemen
tos dol conjunto {0, 1, . . p — 1}.

En el § 2 del cap 1 se planteó el problema (con el námoro 3) de la utiliza
ción de los campos finitos en la teoría de La codificación. Formularemos ahora 
un pequeño ejemplo sobre este tema.

ejemplo 2 Para La transmisión de la consigna MIRU MIR*) en princi
pio es suficiente la repetición de cuatro informaciones elementales, Áí =  (0, O), 
T ** (1, 0), R »  (0, l), U =  (1, 1), interpretadas como vectores-filas del espa
cio lineal bidimensional (F2 sobre el campo Fa Z2 =  {0, t } de dos elementos. 
Pero, durante el tiempo de trasmisión, en ©1 canal de comunicación aparecen 
perturbaciones (cambios dol símbolo 0 por ol 1, o dol 1 por el cero), como resul
tado de las cuales, en la recepción al final del canal puede llegar, por ejemplo, 
la información RIMU RIM. De acuerdo al teorema fundamental ae Shennon, 
a cuenta del aumento de 1a longitud de las Informaciones elementales (o sea, 
a cuenta de la velocidad de trasmisión), la acción de las perturbaciones es elirai- 
nablc Sea, digamos, que de las condiciones de trasmisión es sabido, que en 
cada información olemental do longitud cinco, no se produce más de una tergi
versación. Tomamos entonces en e] espacio S =  71, e! subconjunto S<¡ =* 
e  (A i — (0. 0. t. 1, 0), I =  (1, 0, 0, 1, 1), R =  (0* 1, 1, 0, 1), V -  (1,
1, 0, 0, 0)} de los llamados vectora de códigos. Do la tabla

V e c t o r e s  d e  c ó d ig o s 00110 10011 01101 11000

Vectores, obtenidos dr los vectores 
de códigos, como resultado de 
tergiversaciones

00010
00100
00111
01110
10110

00011 
10001 
10010 
l d l l  
11011

ooioi
01001
01100
01111
11101

01000
10000
11100
11001
11010

se ve, quo los conjuntos do vectores tergiversados de distintas columnas, no se 
intersecan, y, por consiguiente, es posible una decodificación correcta, o sea, 
el restablecimiento de una comunicación veraz.

) En ru*o.¡ Paz ai mundo!
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Hornos obtenido el cod S0, que corrige un error. Pasando al espacio F j de 
dimensión n suficientemente grande, 90 puede construir un código análogo, capaz 
de transmitir ain errores todo el alfabeto, o sea, cualquier texto. A fin de que 
la decodificación no se transforme en una selección larga y muy lenta, hay que 
eligir a S Q de un modo especial. Para esto existo una serie de procedimientos, 
entre ellos y puramente algebraicos, basados en ol uso de los campos finitos f q.

EJERCICIOS
1. Desarrollando la Idea del ejemplo 2) del § 1, mostrar, que el conjunto 

JP (Q) con las operaciones
A -f B =  (A U B) \  (A n B)% AB  =* A n B; A. B £ Q,

es un anillo con unidad, y todos los elementos de su grupo aditivo son do or
den 2.

2. Establecer la conmutatividad de un anillo arbitrario, en el cual, cada
elemento x satisface a la ecuación — x. ¿Es cierto esto para la condición 
x3 =* x? _  _

3. ¿Son isomorfos los campos Q- (1^2),
4. ¿Forman un ideal los olementos no tnvertihles de los anillos: 1) Z¡6

2) Zgj?
5. Mostrar, que la imagen opímódica del anillo conmutativo, os un anillo 

conmutativo.
6. Si K es un anillo con unidad y L un ideal, entonces, el anillo cociente 

KIL también tiene unidad.
7. Cualquier anillo entero finito /?, es un campo.
8. Sean, p un número primo, y K un anillo conmutativo con unidad, tal 

que, px — 0 para todos los x 6 K* Mostrar que, entonces
_/» _T7l(* +  J/)p — -hyp , m = 1, 2, . ..

(indicación . Utilizar la inducción sobre m, y la circunstancia do que el coefi
ciente binomial » 0 <  k  <  p, es divisible por p>.

9. Demostrar, que el anillo £ , compuesto do cinco elemoutos, o os isomorío 
a Za, o bien es anillo con multiplicación nula.

10. JEl conjunto de 

=  {||<>/1 |a- t€ 7 } ’ fonn4

las matrices triangulares superiores T=*¡ 
un subanillo en A/* (*.>•)- Convencerse de osto

y hacer una descripción de ios ideales del anillo ?.
11. El elemento x ^  0 del anillo K se llama nllpotente, si — 0, para 

algún n 6 Mostrar, que:
(i) la nilpotencia del alomento x conlleva a la invcrlibLliJad del elemento 

4 — x  en cualquier anillo con unidad;
(ii) el anillo =  ZlmZ contiene elementos nilpotentos, exactamente 

entonces, cuando m es divisible por ol cuadrado do un numero natural >>1.
12. Demostrar, que en el anillo conmutativo K, con unidad y con poten

cia infinita | K | , no puede haber un número finito « ¿2 1 de elementos no inver
tibles 0. (Indicación . Usar el razonamiento por ol contrario. Sea N  *  
=  {«! . . ., an), el conjunto de todos los elementos no invertiblos p  0 del anillo 
K. La aplicación px : a¡ xat, es una biyocción de N N para cualquier
x € K \  (N U {0 }). El núcleo Ker p de la aplicación p : x px es infinito )

13. Sean, un anillo asociativo arbitrario K, con unidad 1, y a, ó, elementos 
del mismo. Mostrar, que

(1 — ab) c -  1 =  c (1 -  ab) (1 -  ba) d =  1 ^  d  (1 -  6a),
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donde, d =  1 +  o sea, La invertibilidad de 1 — ab en K y lleva a la ¡nvertibi- 
lidad 1 — ba. ¿A que* ©8 igual el elemento 1 +  adb?

14. Mostrar, que las matrices | |_ *  *|| con o, 6 6 Z3% forman un campo
de 9 elementos, y que el grupo multiplicativo de este campo, es cíclico, de 
orden 8.

15. ¿Es capaz o no el código S 9 (del ejemplo 2, al final del parágrafo) de 
cotregir dos errores?



Capítulo 5

NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS

En este capítulo serán considerados sistemas algebraicos total
mente concretos, parcialmente conocidos de las matemáticas escola
res, pero que merecen ser objeto de una atención un poco más deta
llada. El punto de vista elaborado en el capítulo anterior, nos per
mite dirigir una mirada fresca al tradicional «campo de actividad» 
del álgebra de los siglos pasados. Al mismo tiempo, en el ejemplo 
de los polinomios, se harán más comprensibles y tangibles tales 
problemas, como la ampliación de los anillos y la univocidad de la 
descomposición en multiplicadores primos, eu los anillos íntegros 
(dominios de integridad).

§ 1. CAMPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS
Una obstinación, digna de la mejor imitación, en la historia de 

las matemáticas, se observa en la larga lucha entre los defensores 
y enemigos de los números «imaginarios», como fuente de los cuales 
sirvo la ecuación algebraica

Se puede ocupar una posición simplista, limitándose a la escritura 
formal de las soluciones de la ecuación (í), en forma de ±  V  —1- Pero 
esto no era difícil hacerlo en tiempos más lojanos; sólo quedaba darle 
sentido a la escritura indicada. Resolveremos este problema a distin
tos niveles. Al principio, introducimos algunas reflexiones eurísticas.

1. Construcción auxiliar. Deseamos ampliar el campo de los 
números reales IR de tal modo, que, en el nuevo campo, la ecuación 
(1) tenga solución. Un modelo de esta ampliación puede sor el con
junto P de todas las matrices cuadradas

Se afirma, que P es un campo (comparar con ei ejercicio 14 del 
$ 4, cap. 4),

Efectivamente, en P están contenidos el cero 0 y la unidad E 
del anillo M% (IR),

Luego, de las relaciones

x2 +  1 «  0. ( 1 )

a b 
- b  a (2)

#4"^ 6 -j- d I 
—(ft +  d) a +  c I ’
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| a b 
| — b a

a b
— b a 

c d
— d c

— a —b I 
- ( - 6 )  —a 11 

II ac — bd ad + bc. || 
|| — {ad-\-bc) ac — bd ||

(3)

se deduce que P es cerrado con respecto a las operaciones de suma 
y multiplicación. La asociatividad de estas operaciones, es conse
cuencia de sus asociatividades en Aía. Lo mismo se refiere a la9 leyes 
de distributivídad. De este modo, P es un subanilío en M2. Queda 
por demostrar la existencia en P de una matriz inversa a cualquier

a ó|
matriz (2), con determinante =  a2 +  b'1 =;£ 0 (la conmuta-- ó  a\
tividad de P se desprende de la fórmula (3)). Directamente, de la 
fórmula pata lo* coeficientes de la matriz inversa (véase el teore
ma 1, § 3 del cap. 3), o por medio de la resolución del sistema 
lineal

ax — by 1, 
bx +  ay =  0,

que surge de la condición 
a b 

— b a II *  v
1 0

II- y  * 0 1
hallamos, que

I a 6 | ~ l i
| —ó a\ donde [c — • (4)

Utilizando la regla (5) del § 3, cap. 2, de multiplicación de'matri
ces por números, cualquier elemento del campo P lo anotamos en 
la forma

I a b 
| —b a <z£-f ó /, donde a, J =

0 II
-1 o| (5 )

El campo P contiene el subcampo {aE | a £ K} fc* R, y la relación
J2 +  E  =  U

muestra, que el elemento J £ P «con exactitud hasta el isomorfismo* 
es solución de Ja ecuación (1), Aquí no se puede hablar de ninguna 
mística acerca del «elemento imaginario

Sin embargo, se llama campo de los números complejos, no el 
campo P , sino un cierto objeto isomorfo del mismo, cuyos elementos 
se representan como puntos de un plano. El deseo de tener una reali
zación geométrica del campo P no es casual, si se recuerda, que el 
campo iP para nosotros es inseparable de la «recta reafo,*con un punto
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dado, representante del cero, y una escala determinada/ que define 
la situación del número

2. Plano complejo. Y bien, queremos construir un campo C 
cuyos elementos sean puntos del plano m*, siendo que lo suma y mul
tiplicación de los puntos, sometiéndose a todas las reglas de opera
ciones en un campo, resuelvan nuestro problema. Elegimos en el 
plano cartesiano, un sistema de coordenadas cartesianas, con eje 
de abscisas x y con eje de ordenadas y. Escribimos (a, b) para indicar 
el punto con abscisa a y ordenada b. Para los puntos (n, b) y (c, d), 
definimos la suma y el producto por las reglas

(d, b) -f- íc, d) =  (a -p c, b -]- d), (6)
(a, id (c, d) — (ac — bd, od -- be)

(el uso de los mismos signos •, que en el campo ft, no debe de 
llevar a confusión). Una comprobación directa, pero ¿asíanle fati
gosa, nos convencería de que las operaciones así definidas dotan ni 
conjunto de pares (de puntos en el plano) para la construcción de un 
campo con las propiedades necesarias. No hay necesidad, por suerte, 
de esta comprobación. La comparación

(«. b)
a b

— ó a
de los puntos del plano C con los elementos del campo P, ante- 
riormente construido, y una ligera mirado n las fórmulas (3) y (6), 
nos convencen de que estamos en presencia de un isomorfismo y que, 
por consecuencia, el conjunto C es un campo. Este es el que se llama 
habitualmente campo de los números complejos. Teniendo en cuenta 
Ja realización geométrica de este campo, C también se denomina 
plano complejo.

El eje de abscisas elegido por nosotros, o sea. el conjunto de 
puntos (a, 0), no se diferencia en nada, por sus propiedades, de Ja 
recta real, y suponemos (o, 0) =  a. El cero (0, 0) y la unidad (1, 0) 
del campo se hacen, con esto, números reales corrientes. Para eí 
punto (0, 1) en el eje de ordenadas se introduce por tradición la 
designación i «unidad imaginaria», que es la raíz cío la ecuación (1): 
i2 =  (0, 1) (0, 1) — (—1, 0) =  —1. El número complejo arbitra
rio z =  (x, y), se escribe ahora en la forma acostumbrada

z =  x -f ¿y, x, y £ uti (7)
sumamente cercana a la forma (5) de los elementos del campo P. 
Notemos, que Cb cz DI ,czC. Por eso, C es un campo con caracterís
tica nula (véase punto 6, § 4, cap. 4).

3. Interpretación geométrica de las operaciones con números 
complejos. Él eje de abscisas del plano complejo, se llama habitual
mente eje real; el eje de ordenadas, eje imaginario, y los números 
¿y, ubicados sobre el mismo, números puramente imaginarios, aunque
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la palabra imaginario» perdió su sentido inicial. Correspondiente
mente en la escritura (7), i  es la parte real, e iy la parte imaginaria 
del número complejo z. Examinemos la imagen, que confronta a cada 
número complejo z =  x -h ty, con su complejo conjugado z *=* x — iy 
{operación de conjugación compleja). Geométricamente, ello se reduce 
al reflejo del plano complejo con relación al eje real (véase fig. 15). 
Es sumamente notable, la legitimidad del

teorema i. La aplicación z z es un automorfismo de orden 2 
del campo C, que deja en su lugar a todos los números reales. La suma

y el producto de números complejos conjugados dan como resultado 
números reales.

d e m o s t r a c ió n .  La afirmación x — x% x €  IFt» es evidente de 
la definición de número complejo conjugado. En particular, Ü =  0 
y I  =  1. Es igualmente evidente la afirmación sobre el orden:
(z) =  z. Nos quedan por comprobar las relaciones

= + • *2. (8) 
pero ellas se deducen directamente de las fórmulas (6), que sólo 
dabon ser escritas de nuevo, en la forma

+  iyO +  <*1 +  i¡h) =  (*1 +  x») +  i (yt +  y»), (9)
(*i 4- • (Xt + iy») =  foxj — y»y») +  i (x»y» +  x»y¿.

Un caso particular de las fórmulas (9), es la afirmación sobre la 
suma y ol producto del ;número z = x -f- iy* y su complejo conjugado
z: z +  z =  2x, zz = x1 +  p®. |

Observación, El automorfismo x *-7 se distingue de muchos otros automor- 
fismos del campo C en que, él os el único continuo (que traslada los puntos 
cercanos al plano C a sus proximidades). No haremos más precisa ni demostra
remos esta afirmación.

Se llama módulo (o valor absoluto) de un número complejo z =  
*= x -h iy, el número real no negativo \ z \ = V  zz —



CAMPO DE LOS N OMEROS COMPLEJOS 177

La posición deJ punto z en el piano, como es sabido, queda totalmente 
determinada prefijando .sus coordenadas polares; la distancia r — 
=  I z | desde el origen de las coordenadas hasta z, y el ángulo <p 
entre el sentido positivo del eje de abscisas y el sentirlo del origen 
de las coordenadas a z (fig. 15). El ángulo <p se llama argumento del 
número z, y se designa con el símbolo arg z — <p — nrclg yfx. Por

definición, el arg z puedo tener cualquier valor positivo o negativo, 
pero con r dado, los ángulos que se diferencian en múltiplos enteros 
de 2jt, corresponden a un mismo número. No está definido el argu
mento para el número 0, con módulo | 0 | 0. Las relaciones de
«mayor» o «menor» carecen de sentido criando se refieren a números 
complejos, o sea, a estos no se los puede unir con el signo de desigual
dad: a diferencia do los números reales, el argumento de los cuales 
adopta sólo dos valores principales, 0 (números positivos) y n (núme
ros negativos), los números complejos no están ordenados.

Las coordenadas polares r y g. determinan a x e i/ por las conocidas 
fórmulas

x — r eos <p, y -- r sen <p, z = r (eos <p -4- i sen q>). (10)
Esta es, la llamada forma trigonométrica del número z.

La operación de adición de los números complejos z, z' se expresa 
sencillamente en coordenadas cartesianas, preciso mente, por la regla 
del paralelogramo, o, lo que es equivalente, por la regía de adición 
de segmentos orientados (vectores), quo parten de! origen de las 
coordenadas y que corresponden a los números z y z' (fig. 16). De 
este mismo dibujo, comparando los lados del triángulo con vértices 
en los puntos 0, z y z +  2' (o identificando los valores absolutos 
con las longitudes geométricas correspondientes), obtenemos la 
importante desigualdad

| z +  z' | <  | z | -f | ¿ l
11—0302

(11)
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Observemos, que ia desigualdad (11), que podría haber sido escrita 
en Ja forma más general

| 2 | -  | * '  ! <  I 2 ±  Z* I <  1 2 ! +  \ Z *  I, 

es totalmente análoga a la correspondiente desigualdad para los 
números reales.

La operación de multiplicación de números complejos, es cómodo 
expresarla en coordenadas polares.

t e o b e m a  2 El módulo del producto de los números complejos 
z, z \  es igual al producto de sus módulos, y el argumento, es igual a la

Fig. 17

suma de los argumentos de los /actores
J zz* | — | s | • | z' |, arg zz* =  arg z -f arg z*. (12)

Análogamente, | z,V | — | z \ /  \ z* |, arg zizr =  arg z — arg z*.
demostración Efectivamente, sea la forma trigonométrica

2 =  r icos cp +  i sen q), z* — r (eos <p' -|- i sen q').
Por multiplicación directa, o por la fórmula (9), obtenemos 
zz* — rr [(eos <p eos q' — sen q sen q') +

-f i icos q sen q' -f sen <p eos q')J,
y esta relación, ron ayuda de conocidas formules, conduce a la forma 
trigonométrica de! número zz': |

zz* — | z |* | z |* Icos (q -f q') - j -  *  sen (q 4* q')*
Si, luego, zH = z!z\ entonces, z = z*z*. Por eso, utilizando las

ya demostradas fórmulas (12) para el producto z 'z \ obtenemos de
ellas las fórmulas para la fracción z!z' .

En particular, z~l =  | z I”1 [os (-  q) i sen (—q)l. Para obte- 
ner z~l en el plano complejo (fig. 17), hay que, por lo tanto, aplicar 
a z una inversión respecto a la circunferencia con radio unitario
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y centro en 0 (esto da el punto z'), y, luego, el reflejo con respecto 
al eje real (o el automorfismo z' *-►?).

De hecho, las afirmaciones sobro el módulo do] producto y el módulo da la 
adición se deducen fácilmente, sin recurriT a la intuición geométrica, dal teo
rema 1. En efecto, en primer lugar,

| zz' | 1 =  az ’xz =* z z z z ‘ — zz • z'x' =  | z (31 z* | *,

de donde \zz’ | *= |z| - \z' \ . Luego, observando, que |z| e=>/’jr*+r* >  Y z1^  
— | j; | , obtenemos

|l +  *la =  (l +  *) <t+I) =  l +  ( x H =
- t - j - 2 z r + U |^ l+ 2 |2 |- f U |*  =  (l+ l* J)>,

De los resultados obtenidos, podemos sacar cierto principio 
general: la forma corriente (7) de Jos números complejos, se ha adap
tado para la expresión de sus propiedades aditivas, y la forma trigo
nométrica (10), para la expresión de sus propiedades multiplicativas. 
La inobservancia de este principio lleva a fórmulas extremadamente 
difíciles, que obscurecen la esencia de la cosa.

4. Elevación a potencias y extracción de raíces. De la fórmula
(12) para la multiplicación de números complejos, dados en forma 
trigonométrica, se deduce la llamada fórmula de Moivre

[r (eos <p +  i sen tp)ln =  r" (eos mp +  i sen mp), (13)
legítima para todos los n £ % (en otra escritura: | zn \ =  j z |*, 
arg zn =  n-arg z). El caso particular de la fórmula (13) para r =  1, 
la fórmula binomial (1) del § 7 del cap. 1, y las relaciones

i* =  —1, i3 =  —i, i* =  1, i - i1
hacen posible obtener la expresión de los senos y cosenos del ángulo 
múltiplo:

cosnq>= 2  *)* ( 2k ) cos*“»fc q>*sen«* <p,

A>0 K{
senn<p=2 (2A +  l)cosn- 1"**<p-s©n**+1(p.

En honor a la verdad, cabe anotar, que el caso particular de la fór
mula (14) para n =  2 fue utilizado antes por nosotros, en el curso 
de la demostración del teorema 2.

Observación. Sea é1 =  lim f 1 ~h —-} • En el análisis se demuestra, porn-»o> \ n )
medio del desarrollo de las funciones de la variable complejo en series exponen
ciales, la fórmula de Euler

=  eos q? -f- t sen ip. (15)
i2*
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de u  cual se desprenden todos los resultados obtenidos por nosotros. Queda 
sólo por observar, que

<9—vr) (e1*)* = ein* •
La forma trigonométrica de) número complejo z, se reduce a la escritura

* ^  | z| .***•
Luego, quisiéramos aprender a extraer raíces de cualquier grado 

de los números complejos, y la principal pregunta que aquí surge 
es: ¿siempre es posible hacerlo? Resulta que siempre, y la fórmula 
do Moivre da, en esencia, la solución total de esta cuestión. Seanos 
dado el uúmero complejo z = r (eos q? +  l sen <p), y queremos hallar 
un número z' -- r (eos q/ -f- ¿ sen ) tal, que (z')n =  z. Expre
sando (z')n por Ja fórmula de Moivre, y comparando luego en ambos 
miembros do la igualdad (z')n — z los módulos y los argumentos, 
hallamos que fr' )n r y que nq»' ~  ip -f 2nk (el sumando 2nk 
es el pago por la determinación incompleta del argumento). Así,

r '~ y ~ r ,  <p’ ^ 2 ± £ ±

(por Y r  se sobreentiende el valor aritmético de la raíz de n-ésimo 
grado de un número real positivo). La raíz y /z , por lo visto, existe, 
pero esté diterminada no unívocamente. Para k = 0, 1, . . . ,  n — 1 
se obtendrán n valores distintos de z', además, olios agotan todas 
las raíces, por cuanto, de k =  nq 4- r, 0 r-J r  n — i, se despren
de que

V'_ J E ± 2 2 Í .4  2nq.
Hemos demostrado el

t e o r e m a  3 La extracción de la raíz de n-ésimo grado del número 
complejo z — | z | (eos ip +  i son cp) siempre es posible. Todos los 
n valores de la raíz de n-ésimo grado de z, se hallan dispuestos en los 
vértices del n-ágono regular, inscripto en la circunferencia con centro 
en el origen y de radio y^ | z

Y i ..\ 'W  (eos l ± P ~  + i» n  , (lfl)
k — 0, 1, . . , n -  1.

c o r o l a r io  Las raíces de n-ésimo grado de 1 , se expresan por 
medio de la fórmula.

Y~i — e(, = cos-^í. +  i sen , fc-=0, 1, . . . .  n - 1 .  (17)
Ellas se hallan dispuestas en los vértices del n-ágono regular, inscripto 
en la circunferencia con centro en el origen y de radio 1. |

De (16) y (17) se aprecia hi mediata mente, que y/^z tendrá cero, 
una o dos raíces reales, y / l ,  una o dos.
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La raíz de n-ésimo grado de 1 se llama primitiva (o prototipo), 
sí es que ella no es raíz de i  un grado menor. Tales serán, por ejemplo

2n , . 2n e — Ci =  eos —  -h i sen — , y e„_t.

Cualquier otra raíz e* es potencia de una primitiva

£k ~
lo que, nuevamente, puede ser apreciado en la íórmuln de Moivre. 
Más aún, shti  =  + si so toma k +  l por el módulo n. En parti
cular, g/71 =  en„ftl &0 = 1. Siendo experimentados en ía teoría de 
grupos, observamos, de este modo, que las raíces de grado n-ésimo 
de 1, forman el grupo cíclico (p) de orden n.

Con esto mismo, se obtuvo otra realización más del grupo cíclico 
de orden n. Por el teorema 6 del § 3 del cap. ó, todos sus subgrupos 
se encuentran en relación recíprocamente unívoca con el divisor 
positivo d del número n. Para cada djn en <e> se tiene exactamente

_n
un subgrupo <ea ) de orden d. La raíz em será primitiva si, y sólo $it 
(em) =  (e), o sea, si Card <em> =  n, y esto sólo es posible si m y n 
son primos entre sí. Por ejemplo, para n = 12, Jas raíces primitivas 
serán e, e5, e7, e11. En caso de un primo n — p, todas las raíces 
de la unidad, distintas de 1, son primitivas. Desde el punto de vista 
algebraico, sin contar la representación geométrica, todas las raíces 
primitivas del grado n dado, son equivalentes.

Volviendo a la cuestión de la extracción de la raíz de grado n 
de un número complejo arbitrario z =£ 0, observemos, que si z'
es alguna raíz dada (digamos, z' — | z | (eos—-r i seu-^),
entonces, Jas restantes raíces tienen la forma z'ej,, k ~ 0, t, . . .,
. . n — 1. Esta afirmación se halla en correspondencia con la 
fórmula (16).

5. Teorema de unicidad. La ventaja del campo C con respecto 
at DI podremos evaluarla posteriormente en su totalidad, pero el 
sólo hecho de que C contiene a todas las raíces de 1, justifica el 
elevado interés hacia los números complejos. Surge la pregunta natu
ral, de cual es la amplitud de la familia de campos, que poseen pro
piedades análogas. Resulta, que es legítimo el teorema siguiente de 
unicidad del campo de los números complejos.

teorema h Sean, K , un campo isomorfo a Jt (en particular, 
K = R), y P la ampliación, obtenida de K por la adjunción de la 
raíz de la ecuación x H  1 =  0. Entonces, P es isomorfo a C.

demostración. Por la definición dada en el punto 5 del § 4
del cap. 4, P =  K (/) es el subeampo mínimo de cierto campo F, 
que contiene a K  y ]. Como el campo F está dado, podemos consi
derar los elementos del tipo a -|- jb% con a, b 6 Á\ donde el producto
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y la adición se comprenden en el sentido de las operaciones definidas 
en F. A los distintos pares, a, 6 £ K % les corresponden distintos 
elementos a -f ;6, por cuanto, en caso contrario, se encontraría 
un elemento nulo a -f /6 \  con a' ^  0 o b' 0. Si 6' =  0, entonces
evidentemente, «' — 0. Y si 6' =£ 0, entonces, obtenemos / =  
=  —a/b' 6 A', Jo que es absurdo: K R, y en R la ecuación 
z% +  1 =  0 es irresoluble; por lo tanto, /  (f K . Utilizando sola- 
rneute la igualdad f  =  -1  y operando en el campo F, obtenemos 
las fórmulas

(flj +  jbj) 4- (at +  /6a) = (aj +  aa) +  / (6f -|- 6a),
(ai -I- JbJ-iat +- /6a) =  (axa% — 6¿6a) +  / (ax62 +  a ^ ) .  (18)

Además,
(<H /&)-* =  +  con«* + 6 * ^ 0 .

Esto muestra, que el conjunto {a -h /6 | a, 6 6 Af}, contenido en P, 
es cerrado con respecto a todas las operaciones en F y, por consi
guiente, forma un campo. En virtud de que P es mínimo, tiene lugar 
la igualdad

P ~ {a  + fb |« v b £ K ) .
Luego, las fórmulas (18) coinciden con exactitud con las fórmulas (9).

Si /: K -*R es el isomorfismo dado, entonces, la aplicación
/♦; a + f b - » U  (a), /(&)),

que confronta a ios elementos del campo P los puntos del plano com
plejo C con las coordonadas /  (a), /  (6), será, por lo expresado antes, 
un isomorfismo de los campos P y C. |

Un campo P, contenido en Afa, fue examinado en el punto 1. Pero, 
tales campos, por supuesto, existen cuautos se quiera (en el pará
grafo siguiente se aportará otra construcción más). Según lo demos
trado, todos ellos son isomorfos. Observemos, que en la formulación
del teorema 4 hubiese correspondido escribir x% +  1 =  0, donde 
1, 0, son los elementos unidad y nulo del campo K. Digamos, en el
campo P c: Mit tenemos / a -f- 1 — 0, donde 1 — E y 0 es la matriz 
nula.

En el campo C, además de GL y R, están contenidos muchos otros 
subcampos. Son particularmente interesantes las ampliaciones del 
campo Ó,, que se obtienen al adjuntar un elemento cualquiera de C, 
no contenido on U.

EJEMPLO 1 (cam po c u a d rá tic a ) . Sea d un número entoro distinto de cero, 
que puede ser negativo, y tal que, d  $ <Q. El campo C t ( j / ’d) z> C se llama 
cu adrá ilco  rea l para d >  0, y campo cu a d rá tic o  im a g in a r io  para d  <  0. So hizo 
mención del campo O* (Y %  on el § 4 del cap. 4. Un razonamiento que literal
mente repite el proceso de demostración del teorema 4, si se sustituye / por
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Yd> y la relación /* =  —i por ( Y <*)* =  demuestra que,
a i Y d )  =  {« +  ó Yd)\at b£&).

En particular, las fórmulas (18) so reesribeu en la forma
+  1^5) “Ha*-!-ó* 1^3)=»(a1-|-a2)-l-(í>l -|“/;a) Y d .

< a ,+ * , / ¿ ) < f l , + 6 ,  A  =  (*i«í + ‘ iM ) +  («i ‘ . + ‘ i Í'i) l  'd
Luego,

(“+ íl^ - 1 = r a r + r a r > ^
para a b Y d  ^  0 (° soa, cuando a y & no son a uu mismo tiempo iguales 
a cero).

Utilizando (10), es fácil comprobar que la aplicación 
/: a -f -ó /3 » -* -a —6 / 5  

es un milomorfismo del campo O* ( Y  d) (análogo de conjugación compleja). 
Se llama norma del número a  «= a -+• b Y el número 

N  (a) =  a4 — ¿6a •« a / (a).
Evidentemente, N (a) =* 0 < = > a  — 0, Luego, como / es un ¡uitomorfismo, 
entonces,

N  (ap) -  ap / (ap) -  ap/  (a) /  (P) -  a / (a) -p/ <p) =  N  (a)-tf <P).
En particular, N (a)*N (a-1) N (aa-1) =  JV (1) =  1. Por eso, la norma 
posee propiedades esenciales (de cuadratura) del módulo en el campo C.

EJEMPLO X (campo numérico constructivo). En el plano cartesiano Ra consi
deramos dados los puntos (0, 0) y (1, 0). Las construcciones subsiguientes se 
efectúan solamente con la ayuda de una regla y un compás. Habiendo construido 
dos puntos P y Q, naturalmente, podemos considerar como construido ol seg
mento PQ que los uno. Si se tienen el punto P y ol segmento r, también se puede 
construir la circunferencia de radio r con contro en el punto P Las intersec
ciones de par en par de rectas (segmentos) ya trazadas y de circunferencias, 
son constructivas en el mismo sentido.

EL número complejo a +  ib i  C se denomina constructivo, si, con ayuda 
de una sucesión finita do construcciones (permisibles) cuino las indicadas más 
arriba podemos construir, partiendo de (0,0) y (1, 0), el punto P =  (a, b). 
No es difícil observar, que la constructividad de a |- ib es equivalente a la 
construclivid&d del « I y 1 ó l . El conjunto de los puntos del plano, construidos 
con ayuda de compás y regla y, on consecuencia, ol conjunto do todos los núme
ros complejos constructivos, los indicamos con el símbolo CS.

t e o r e m a  6. El conjunto CS es un subcampo del campo C - 
d r m o s t r a c i o x  D e  l a  d o f i n i c i ó n  d e  c o n s t r u c l L v id a d  d e  lo ?  

n ú m e r o s  s e  d e d u c e  i n m e d i a t a m e n t e  e l c a r á c t e r  c e r r a d o  d e  CS c o n  
r e s p e c to  a  l a s  o p e r a c i o n e s  d e  s u m a  y  d e  p a s o  d e  z — a |- ib £  CS 
a  —z — —a — ib.

T r a z a n d o  e n  Jo s  e je s  d e  l a s  c o o r d e n a d a s  lo s  s e g m e n to s  d e  lo s  
l í n e a s  c o n s t r u c t i v a s  1, a ,  p ,  ( f ig .  1 8 ) y  c o n s id e r a n d o  lo*  t r i á n g u l o s  
s e m e j a n t e s  d i b u j a d o s  e n  lo s  e s q u e m a s  ( c o n s t r u c t iv o s )  m á s  a b a j o  
( s o n  p o s ib l e s  p e q u e ñ a s  m o d i f i c a c io n e s ) ,  n o s  c o n v e n c e m o s  d o  la
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ixmstrucli viciad del produelo y = afi y del cociente 6 =  a/p. Como 
las construcciones zz' =  (a -• ib) (a' +  tb') =  (aci' — bb') +
-j- i (ab' | ah) y 1 z -= a (a2 +  b2) +  ¿b (u2 4- b2) se reducen, en 
último análisis, n la construcción de magnitudes del tipo de y y Ó, 
también queda establecida la constructividad del producto zz* y del

cociente 1 z. Al mismo tiempo, queda demostrado el cierre del con
junto CS con respecto n todas las operaciones en el campo C.

A cualquier subearopo P ezCS se lo suele llamar campo numérico 
constructivo. Se entiende, que Glcr P y que P es un campo de caracte
rística nula.

EJERCICIOS
1. Hallar tocios los números complejos i, de módulos iguales a 1. para los 

cuales i1 (1 — 0 z tiene valores puramente imaginarios. Representar el 
correspondiente lugar geométrico de los puntos en el plano C.

2. ¿Qué se puede decir del campo R (Ó), que fue obtenido de R por adjun
ción del número complejo ó, que satisface la igualdad ó4 *» —1?

3. Sean. d . Ü 6 Mn (R). ¿asándose en el teorema 1, demostrar que
det (<4 -!- iB) det (A «— <#) (la raya significa conjugación).

4. Sean, A, B € Mn (R),

Hlí
Aplicándole a la matriz real C transformaciones elementales de primer y se
gundo lipo sobre el campo de los números complejos C, demostrar quo

det C ~  det (A 4  **)*.
5. (G. l’oliíi y G. Segue). Usando los ejo re icios 3 y 4, dar una explicación 

del «extraño» hecho siguiente. El sistema lineal cuadrado homogéneo
dii*i '+“••• +  dlnzn = 0,

+  • • • +  dnnzn — 0
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con los coeficientes complejos tAj =  a*, +  ibkl y las incógnitas z¡ =• -r iy¡9 
tiene una solución no trivial (i|, con exactitud cuando üet (dh¡) —
= a -+■ ib «s 0 (véase las observaciones generales sobre osla cuestión en oí 
punto 7 del § 4 del cap. 4). Esta condición lleva a las dos ecuaciones o =  0, 
6 =  0, que vinculan a Zn3 magnitudes reales akl, bht. Por otra parle, el siste
ma (*) puede ser presentado en forma de un sistema de 2n ecuaciones lineales 
homogéneas, con ín  incógnitas reales */, y t. Ahora, la condición de solución 
no trivial, 86 escribe en forma de igualdad a cero de un determinante real do 
dimensiones 2n X 2n, lo que da sólo una ecuación entre 0* 7, bh¡. ¿Cómo con
ciliar entre sí estos dos resultados? _

6. Teniendo en cuenta, que ios automorfismos del campo cuadra tico Q ( Y  d)
deben dejar en su lugar a los números racionales, hallar los automorfiemos de 
este campo. (Respuesta. La aplicación unitaria y a b  — b y^d).

7. ¿A qué es igual la suma de todas las raíces de grado n >  1, de 1? ¿Qué 
se puede decir sobre la suma de las raíces primitivas do grado 12 y de grado 15 
de 1?

8. Hallar y representar el núcleo geométrico y la imagen de la aplicación 
(R, H-) -► (C*, *), C* =  €  \  {0}f definida por la correspondencia t *-►

e*rr>l (véase la fórmula (15».

§ 2. ANILLO DE POLINOMIOS

Juntamente cc-i los sistemas lineales, examinados por nosotros 
en los cap. 2 y 3, los polinomios componen una vieja y bien estudiada 
sección del álgebra tradicional. En el lenguaje de los polinomios se 
formulan o so resuelven los más diversos problemas de las matemá
ticas. Esto se debe a muchas causas, una de Jas cuales consiste en la 
propiedad de universalidad del Anillo de los polinomios, en la que 
nos detendremos brevemente en los puntos 1 y 2.

Sean K un anillo conmutativo (y, como de costumbre, asociativo) 
con la unidad 1, y A cierto subanillo del mismo, contenedor do 1. 
Si / £ /£, entonces, el menor subanillo en K , contenedor de A y t t 
estará, evidentemente, compuesto de elementos del tipo

a (t) «■ aQ +  a j  +  a2t2 +  . . . 4-
donde as € A t n ^  0. Lo designamos con el símbolo A UJ
y lo llamamos anillo obtenido de A con la adjunción del elemento f, 
y a la expresión (*), la denominamos polinomio de t con coeficientes 
en A.  Qué entender por suma y por producto de polinomios se ve de 
los sencillísimos ejemplos:
a {l) =  b (t) *■* (&c -4- i -+■ clY1) -h (¿o 4~ bit 4~ b2t*) =

— (#c “I" fy>) +  H~ &i) t 4~ (ai i b2) 
a (Q ó (t) — a0b0 +  {«0̂ ! +  aibo) * +

4~ (^0^2 4" 1 -|“ ¿12^0) t 2 (^1^2 4~ ^  4“ (^2^2)
Evidentemente, la reducción de términos semejantes, basa en la 
permutabilidad do dos en dos de todos Jos elementos fy, í \  

Ahora es el momento propicio para recordar que t e* un elemento 
del anillo K tomado al azar, y, por eso, expresiones (♦) exterior-
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mente distintas pueden coincidir de hecho. Si, digamos, A =  Gt, 
í —• \ 2, entonces t1 -- 2 y t1 — 2tt son relaciones que de ningún 
modo se desprenden de las reglas formales. A fin de llegar al concepto 
habitual de polinomio, es necesario liberarse de todas las relaciones 
secundarias semejantes, para lo cual, t dobe interpretarse como un 
símbolo arbitrario, no obligatoria mente contenido en K . El está 
destinado a jugar un papel pura monte auxiliar. Tienen un signifi
cado mucho mayor las reglas, de acuerdo a las cuales se forman 
los coeficientes de las expresiones a (t) -1- b (i), a (t) b (¿). Teniendo 
en cuenta estas observaciones previas, pasamos a la determinación 
exacta del objeto algebraico denominado polinomio, y de la reunión 
de tales objetos, llamada anillo de polinomios.

1. Polinomios de una variable. Sea A, un anillo con unidad, 
conmutativo arbitrario. Construyamos un nuevo anillo B , cuyos 
elementos son sucesiones ordenadas infinitas

i  =  ( f o t  / i*  /a» - • ■)♦ í t  6  A % (1 )

tales, que todas las /¿, excepto el número finito de las mismas, son 
iguales a cero. Determinemos en el conjunto B las operaciones de 
suma y de multiplicación, haciendo

/  +  i  — (fot flt /*. • • •) +  (got ¿i» £2» - • •) =

=  (/o +  £o» fi +  £n ft +  £2» • • •)»
f*g =  h =  (/&$, Alt hti . . .),

donde
h k — 5] f f g j t  h  — 0, 1, 2, ...

Está claro, que, como resultado de la suma y multiplicación, de 
nuevo se obtienen sucesiones de la forma (1), con un número finito 
de términos distintos de cero, o sea, elementos de J?. La comproba
ción de todos los axiomas del anillo (véase el § 4 del cap. 4) excepto, 
quizás, el axioma de asociatividad, es evidonte. Efectivamente, 
por cnanto la suma de dos elementos de B se reduce a la suma de 
un número finito de elementos dol anillo A , (&, + ) resulta un 
grupo conmutativo con elemento nulo (0, ü, 0, . . .) y elemento 
_ /  ^  ( -/o, —fu —/a, . . .), contrario al arbitrario /  =  
■= (]0, / lt / a> - .). Luego, la conmutatividad de la multiplicación,
se desprende directamente de la simetría de la expresión de los ele
mentos hh por medio de /* y de g/. Esta misma expresión muestra, 
que en B se ha cumplido la ley distributiva (j -j- g) h =  fh -|- gh. 
En lo que so refiere a la asociatividnd de la operación do multiplica
ción, sean

/ — (/o» /i* /a* • • -I» g — feo» git £s» • • •)* ^ =  (Ar0, hi h9t - • •)
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tres elementos cualesquiera del conjunto R. Entornes, tg =  d =  
«= (dt , dt, dt, . . . ) ,  donde d,-= f,gj, l — 0, 1, 2, . . . .

. . . .  y(fg)h = dh = e = (e„, e„ et , . . . ) ,  donde <v- J] dthh =
í+&-«=*

— 2  ( S  f iSi)hh= AJ ft i  ] K -El cálculo d e /(gh) da el mismoi+$íml i+)+h=9
resultado. Así pues, B es un anillo conmutativo y asociativo con unidad 
(1, 0, 0, . . . ) .

Las sucesiones (a, 0, 0, . . .) se suman y se multiplican del 
mismo modo que los elementos del anillo A. Esto permite identificar 
tales sucesiones con los elementos correspondientes de A , o sea, 
hacer a *= (n, 0, 0, . . .) para todas las a g A. De este modo, A se 
transforma en subanillo del anillo R. Designemos luego (0, 1, 0, 0,...) 
por X y llamemos a X variable (o incógnita) sobre Á. Utilizando 
la operación de multiplicación, introducida en ft, hallamos que,

X =  (0, i, 0, 0, . . .),
Xa =  (0, 0, 1 ,0 ____ ),

Xn =  (0, 0............0, 1, 0, . . .).
Además, en virtud de (2) y debido a la inclusión A ~  /?, tenemos 

(0, 0............0, a, 0, . . .) -  aXn = X na.
Así , si fn es el último término distinto de cero de la sucesión /  =
— (/o♦ fu  • • An 0, 0, . . .), entonces, on las nuevas designaciones

/  =  ( / L -u  0, 0, . . .) +  fnXn -  
=  </«, . .  -t /n-2* 0, 0, . . .) +  /a.,X n-i +  fHX» «
=  U 4- h X  +  /2X* + . . .  + f„X\  (3)

Esta representación del elemento /  es unívoca, por cuanto /0, . . .
- . •» /n» en el segundo miembro de (3), son término? de la sucesión 
{/o* * • •» A»» 0* . • .), que es igual a cero si, y sólo *i, /0 =  . . . 
. . . = / » =  0.

d e f in ic ió n . El a n i l l o  ft, introducido más a r r i b a ,  se d e s ig n a  
p o r  A [X] y s e  l l a m a  anillo de polinomios sobre A , de una variable X, 
y sus elementos se denominan polinomios.

Desde luego, el atributo a la letra fija X, def nombre de variable 
o de incógnita, no es un hallazgo terminológico muy feliz, pero 
arriagu, por cuanto no lleva confusión.

Hemos introducido intencionalmente la letra mayúscula X, para 
diferenciar nuestro polinomio /  =  X, especialmeute separado, de la 
variable teórica-funcional z, que recorre cierto con junto de valores 
(un acuerdo puramente temporal, que en el futuro no es obligatorio 
observar). Es más habitual la escritura del polinomio /  en la forma

/  (X) =  a0Xn +  at X"-1 +  . . .  +  «*.
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o sea, en eJ orden decreciente de las potencias de X. En adelanto, lo 
escribiremos del modo que sea más cómodo. Los elementos fi (y los 
se llaman coeficientes del polinomio /. El polinomio /  es nulo, cuando 
todos sus coeficientes son iguales a cero. El coeficiente /„ de X ele
vado a la potencia cero, también se llama término constante o término 
independiente. Sí fn =?¿= 0, entonces, fn se llaman cooficiente superior, 
y n grado del polinomio, y se escribe n =  deg /. Al polinomio nulo se 
1c adjudica el grado de —oo (— oo +  (- oo) — — oo, — oo 4* ^
=  —oo, —oo c  /?, paro cada n £ M). Los polinomios de los grados 
1, 2, 3, . . ., se ilaman, respectivamente, lineales, cuadrados, cúbi
cos y etc.

El elemento unitario 1 del anillo A , desempeña el papel de unidad1 
on el anillo A [X], y se considera polinomio de grado nulo. De la 
definición de las operaciones de adición y de multiplicación en A fX] 
se deduce directa mente que para dos polinomios cualesquiera

/ =  /o +  h x  I - - 4  /.X", S =  8o +  giX T . . . 4- gm*" (4>
de los grados n y m respectivamente, tienen lugar las desigualdades 
deg (/ +  g) ^  máx (deg /, deg g), deg (fg) <  deg / 4  deg g. (5) 
La segunda de las desigualdades (5) en realidad se sustituye por la 
igualdad

deg (fg) =  deg / +  deg g

siempre, cuando el producto fngm ele los coeficientes superiores de 
los polinomios íá) es distinto de cero, por cuanto,

fg -  /flffo +  ( te  1 +  /,*0> X +  . . . +  (/„*») (6)

Pero, esto significa, que es cierto el
t e o r e m a  « S¿ A es un anillo íntegro, entonces, el anillo A [X)

también es íntegro. |
Ei lugar que ocupa el anillo de polinomios dentro de ios anillos 

conmutativos, en parte lo aclara el siguiente
t e o r e m a   ̂ Sea, que el anillo conmutativo K t contiene A en 

calidad de subanillo. Para cada elemento t £ K existe un homomorfismo 
tínico de los anillos TI*: /l (X)-*- K, tal que,

II, (a) — a. Va £ A t 11* (X) -  f. (7)
d e m o s t r a c ió n  Supongamos primeramente, que t a l  homomor

fismo n¿ existe. Gomo 17 ¿ (f¡) =  fi para cada coeficiente del poli
nomio /w escrito en la forma ordinaria (3), y IIt (Xa) =  (IJ* (X))A =  
— £* (propiedad del homomorfismo y la condición (7)), entonces

n # (/) =  n , Un +  /,X T  . . .  +  fnX' )  =
=  /o +  h t  +  . . . <8>
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o sea, n f (/) esta determinado unívocamente y se expresa por la 
fórmula (8). A la inversa, dando la aplicación 11/ por la fórmula (8), 
nosotros, evidentemente, cumpliremos la condición (7) y obtendre
mos el homomorfismo de los anillos. Esto está claro para la aplica
ción de grupos aditivos de anillos, y, en lo quo respecto a la multi
plicación, el empleo de 11/ al producto (6), y ol uso posterior de Ja 
ley (general) de la distrihulividnd, da

n* (/£) =  /o^O+ (/otfI +  fiSo) t-\- • • • + (fnGin) ¿rt+m =

- ( 2 / ^ 2  ^ = n t (/)-n,(*). |
1=0 j=0

El resultado del empleo de la aplicación II/, determinada por la 
fórmula (8), al polinomio /  =  / (A), se llama sustitución do t en / 
en lugar de X, o (a duros penas), sencillamente valor de /, para X — 
=  t, de modo que IT/ (/) — /  (t). Conocer 11/ (/}T significa sabor 
calcular el valor de /  cuando X =  t. Los koruoiriorfisinos II v, x 6 A % 
sirven do eslabón de enlace entre ios puntos do vista funcional y alge
braico sobre el polinomio. Por definición, el polinomio X  — c =  
=  (—c, 1, O, . . .) nunca es igual a coro, pero, la función asociada 
a éi x x — c adopta el valor nulo para x — c. Otro ejemplo: el 
polinomio, distinto de cero, X2 +  X  con coeficientes del campo
F2 (donde 1 +  1 = 0 ) ,  representa la función nula /: F -*Fa, 
por cuanto O2 +  0 — 0 y i2 -|- 1 -  0.

El elemento t f  K se llama algebraico sobre A , si H, (/) =  0 para 
•cierto f  £A  [XI. Y, si 11/: A IX] K es una inclusión isomorF.i 
(monomorfismo), entonces, t es mi elemento transcendente sobre /l. 
En el caso en quo A — Ol y K C, sencillamente se lia Jila de núme
ros algebraicos y trascendentes. Ejemplos de números trascendentes, 
son e y ji, definidos en el análisis matemático, y ejem plos de númoros 
algebraicos son - 1^2, V 3, l' 2. +y\3.

Para medir la desviación dol anillo A [íl cr X, obtenido al prin
cipio do este parágrafo, con respecto al anillo de polinomios A [XI, 
introduzcamos en el núcleo considerado J¿ =  Ker 11/ del homomor- 
fismo n t del teorema 2. De acuerdo con (7), IIf opera en forma se
mejante en A % por eso A (] J t — 0. A propósito, J , -  0, si t es 
un elemento trascendente sobre A. Según el teorema sobre los homo- 
morfismos para los anillo* (teorema 2, punto 4, § 4 del cap. 4);

A \t] s* A [XI///. (9)
El isomorfismo (9), hablando propiamente, sirvo de expresión 

de propiedad universal del anillo de polinomios A IX). De una forma 
más completa, la universalidad del anillo de polinomios se aprecia 
de la siguiente afirmación, gen eral izad ora del teorema 2.

teorema 3. Sean A y K dos anillos conmutativos arbitrarios; 
Z, un elemento de X, y ip: A —s X, un homomorfismo. Entonces, existe.



190 NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS [C A P . 5

además es única, una continuación de tp hasta el homomorjismo 
A [X] -+K del anillo de polinomios A [X] en K> que traslada la va
riable X a t.

La demostración 99. una modificación insignificante de la demos
tración del l.coroma 2 y se deja al lector en calidad de ejercicio. |

2. Polinomios de muchas variables. Si en la situación A a  K, 
considerada al principio del parágrafo, so toman n elementos cuales
quiera flt . . .  tA £ K y se considera en K las intersecciones de todo.® 
ios suban i líos, contenedores de A , . . . .  tni entonces, obtendremos
el anillo A l/lT . . . » tn]. La escrituia formal de sus elementos nos 
sugiere, al igual que en el caso de n — 1, ía necesidad do poner en 
uso el anillo de polinomios de n variables. Esto se hace muy senci
llamente. Recordemos, que la estructura del anillo B =  A [Xl 
incluía al anillo conmutativo arbitrario A con la unidad. Podemos 
ahora sustituir en nuestra estructura el anillo A por el B y construir 
el anillo C — /> [Y], donde Y es una nueva variable independiente, 
que desempeña con relación a B, el mismo papel que X con relación 
a A.  Los elementos de C se escriben unívocamente en la forma 

bjYsy bj 6 B, ademas, B se identifica con un subanillo en C, 
precisamente, con el conjunto de elementos bY° =  &• 1. Como, 
a su vez, bj 31 ffr\#X‘ es la escritura unívoca de los elementos 
bj £7?, entonces, cualquier elemento de C tiene la forma

atJeA,
i-0^0

con esto se sobreentiende (por el senLido de la construcción), que 
los atj están permutados con X e Y, y quo la variable X esta permu
tada con Y. El anillo C ?e llama anillo de polinomios sobre A de dos 
variables independientes (de dos incógnitas) X  e Y.

Repitiendo un número suficiente do veces esta construcción, 
obtenemos el anillo A [Xx, . . ., Xn] de los polinomios sobre A de n 
variables Independientes (o incógnitas) X lt . . ., Xn.

El conjunto (¿l% . . ¿n) 6 Nn de n números enteros no negativos
fu - • t ¿n =  ti U {0}) convenimos en designarlo abreviadamen
te con el símbolo (¿). Entonces, cualquier elemento /  6 A (Xlf . . . 
..........\\,1 se escribo en la forma

/ =  (10)
<t>

donde X(i> = A’j* . . . XJ,n es un monomio, así que /  es una combi
nación lineal de monomios con coeficientes de A. En correspondencia 
con la definición de polinomios, todos los coeficientes â ¡) en (10)> 
a excepción de un número finito de ellos, son iguales a cero. La unici
dad de la escritura (10) se deduce inmediatamente de la siguiente 
afirmación.
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El polinomio f  es igual a cero si, y sólo siy so?i nulos todos sus coefi
cientes Oit . . . ín. Pitra n =  1 esto ya se hizo not«u c-n el curso 
de la construcción del anillo A [XI, y para p .> 1 Jo más fácil es 
utilizar la inducción en n. Precisamente, podemos e s c r i b i r

/ = 2 X . .  v Y í i . . .  4 n =  2 '\ A " " .in
donde

bin=  5b ......*
XU

son polinomios del menor número de variables. La afirmación para 
n  =  1 y la suposición de inducción demuestran, que
/ =  0 <=> óín -  0, Vin <=> a¡ . . .  , H- 0, V (ilt . . ¿J.

Ahora, es natural considerar dos polinomios /, g f  A [X,, . . .
. . X J  iguales, si coinciden sus coeficientes para los mismos 
monomios (de acuerdo a lo dicho más arriba ííj, . . in)

0‘n • • -i Jn) Xi* . . . Xj" »  X}1 . . .  Xj*. Por grado del poli
nomio f  con relación a X h, se entiende el mayor número entero, desig
nado por dég* /, que se encuentra en calidad de exponente de X h en 
a(í)X('> con o(i) ^  0. Por ejemplo, el polinomio 1 ¡ X -- X V 3 -f- 

X 2Y % es de grado 2 con respecto a X y do grado 3 con respecto a Y . 
El número entero í3 4- in se llama potencia (total) del mono
mio X*» . . . X{/*. El grado deg f  (o la potencia total) del polinomio /, 
será la máxima de las potencias totales de sus monomios. Suponemos 
deg 0 =  —oo. No tiene sentido hablar del término del polinomio 
que tiene mayor grado, por cuanto, puede ser que haya varios do 
esos términos (monomios).

Al anillo A [X,, . . ., A'J so trasladan muchos de Jos resultados 
obtenidos por nosotros en el punto 1 para A LYl. Por ejemplo, basán
donos en el teorema 1 y utilizando la inducción en //, inmediata
mente nos convencemos de que es correcto el

tisouema i*. Si A es un anillo íntegro, entonces, el anillo 
A (Xj, . . ., Xn] también es íntegro. En particular, el anillo de los 
polinomios de n variables sobre cualquier campo P, es de integridad. |  

Sea, luego, que A es un subanillo del anillo conmutativo A\ 
y ¿i* • • •» elementos de K. Entonces, la correspondencia
Utl . . . ,  fn: /  (Xj, . . ., X n) ~ f i t t ..........ín).

V / 6,1 IV,..........X J,
determina el homomorfismo A lXt ..........X,.l K (comparar con
el teorema 2). Con esto se habla de sustitución de . . . .  tn en /, 
o del valor de /  para X 1 =  Xn =  tn. Si Ker II/, . .  ., <n — 0,
entonces, fly . . ., íny se denominan elementos del anillo K algebraica
mente independientes sobre A. En el caso de elementos /3......... tn



192 N U M E R O S  C O M P L E JO S Y  P O L IN O M IO S [CA P- 5

algebraicamente dependientes, existirá mi polinomio no nulo /  £ 
€ A IX1% . . . . .  Anl, para el cual /  (¿x, . . tn) =  0.

Finalmente, al teorema 3 le corresponde el análogo 
teorema ¡í (de universalidad del anillo de polinomios). Sean 

A y Ky anillos conmutativos; tu . . ., tn% elementos de K\ y, <p: A —* K. 
un honiomorfisnio de los anillos. Entonces, existe una continuación y 
hasta el homomorfismo <ft, • * : A [Xj, . . Xn] K, que y ade
más, es única tj traslada X t a 1 n-

d e m o s t r a c i ó n . La misma se efectúa paralelamente a la construc
ción del propio anillo A IX1? . . Xnl, o sea, por inducción. Basán
dose on el teorema 3, es natural presuponer que disponemos del
lioimimorfismo <pf|.... #n_i: I-^it • • •» X ^ J  -* X, continuador
de q y tal, que q fli (X,) — f¿, 1 <  ¿ ^  n -  1. Sustituyen
do en el teorema 3 el anillo A por.4 [A ,̂ . . . .  A'n_t], y el homomor- 
fisino cp por <| mj n.\- y aprovechando la circunstancia de que 
A LYj, . .. Y,.j A (Xx, . . , Xn_x] [XrJ, hallamos el homomor-
fisino buscado q M .tn-* Opi»,..  ̂ Ln que traslada Xn a t,t.
La unicidad do no necesita comprobación, por cuanto
q><t. .tn queda totalmente determinada por la operación on A 
y en ios elementos X,, . . Xn, que engendran A [Xlt . . Xn] . |

cohof.mum A cualquier permutación n 6 S nque opere en el con- 
junio {1,2, le responde el auto morf ¿sino, determinado uní'
vacamente, n: f — af del anillo A [A',, . . ., Arnl, idéntico en A , 
y tal que,

(Jl// ( A i, . . ., X n) -= f  (X |-I(D, . . Xn-l^)).
m Mnsim u.iox l lagamos, en la formulación del teorema 3', 

K =r A [X,. . . X J , ÍJ -  X.n-I(i), . . *n =  X*-I(w)f y lome
mos on calidad do q* la limitación de la aplicación idéntica eh en A.
Como resultado, <¿e obtiene eJ homomorfisnio st — 9^, . . . tn 
del anillo A IA' t Xnl en sí mismo (o sea, un endomoríismo)
y, como nn"1 -■ n~*n **= 1, 1 ^  1 y sip — ;tp (la comprobación
fue efectuada en el lema del § 2 del cap. 4), entonces, n es un nulo- 
morfismo.

Sirve de (especificación útil del teorema 1', el 
t e o r e m a  Sean f  y g, dos polinomios cualesquiera de n variables 

sobre el anillo íntegro A. Entonces,

deg Üg) =  deg f  -f deg g.

nKM«'sri< ‘xión Denominemos polinomio homogéneo o forma de 
grado m, ol polinomio h (Xx, . . X„), en el. que todos los térmi
nos tienen una misma potencia total m. Las formas de grados 1, 2, 
3, se llaman, respectivamente, formas lineales, cuadráticas y cúbicas.
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Uniendo todos los monomios de un mismo grado que forman parte 
de f  (o, como también so dice, que se encuentran, con coef icientes no 
nulos) % represen taremos unívoca mente el polinomio /  - 0,¿)Xih
como la suma de varias formas f m  de disi inlos grados

/  =  /o 4- /* -I- • • • t  h ,  k ^  (les /.
Si ahora

e “  go +  £1 i- • • • -I- gi, i -  <leg g,
entonces, evidentemente,

/¿f =  foSo "l" t/iiífi 4- íiSo) i' • • * 4- IkSi 
(esto se parece a la relación (fi), pero, /*, gj tienen allí oleo sentido), 
de donde, d | -  /. Por el teorema 1, de / f, =£ 0, gf ^  0, 
se desprende que fugi #= 0, o sea, deg (fg) — den (Y/,#/) - k -r l — 
=  deg / +• deg g. |

3. Algoritmo de d iv i s ió n  con resto. Los anillos rio los polinomios 
de una y do un gran número do variables independiente* tienen no 
solamente propiedades generales, cuidadosamente destacadas por 
nosotros en el punto 2, sino que también diferencias esoucialcs. Des
cubrimos inmediatamente una ríe estas diferencias, si nos dirigimos 
a la descripción de los idéalos del anillo de los polinomios. Vimos 
(punto 3 del § 4 del cap. 4), que en el anillo S cada ideal es princi
pal, o sea, se expresa como ?n.2>. La demostración de este hecho 
se basaba en la comparación do números por su magnitud, por medio 
del mecanismo denominado algoritmo de división con resto, ya des
crito para Z en el punto 3 del § 8 del cap. 1. Resulta, que un algo
ritmo totalmente análogo tiene lugar en el anillo A LYI sobre el 
anillo íntegro A (paTa A — R esto prácticamente es sabido del curso 
de álgebra elemental: recuerde la operación de división en forma 
de ángulo ).

t e o r e m a  5, Sean A un anillo íntegro, y g un polinomio en A [X] 
con coeficiente mayor, inver tibie en A . Entonces, a caita, polinomio f  6  
6 A fXl se le confronta un, // sólo un, par de polinomios y, r £ A [A’], 
para los cuales

f  =  qg +  r, deg r <  tog g. (ü )
DKMosTRAcroN. Sean

f  =  a0X" +  axx« - ' +  . . . 4- <*n, 
g = b0X™ +  VY” -1 4- . . . +  6mt

donde a0b0 ^  0 y b0 | 1. Apliquemos la inducción en n. Si n — 0 
y m =  deg g >  deg /  =  0, entonces, hacemos q =  0, r =  /, y si 
n =  m =  0, entonces, r =  0 y q =* a fá 1. Supongamos, que el 
tcorema"está demostrado para todos los polinomis de grado <: n (n ;> 
>  0). Sin limitación de generalidad consideramos a m ^  «, porque, 
en el caso contrario, tomamos q =  0 y r — /. Ya que esto es así,
1 3 - 0 3 9 2
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entonces,
/  -  a0b-*Xn-*'-g +  ? ,

dónele deg / <  n. Por inducción podemos hallar q y r, para los cuales 
/  =  qg b r■* además, deg r c  m. Haciendo 

g -  coó-1* ”-’'*  -b 
llegamos al par de polinomios con las propiedades necesarias.

Recurriendo n la propiedad de unicidad del cociente q y del 
resta r, suponemos, que

%' -r r = f  q'g -b r \
Entonces, íg' -■- (?) g =  r — r \  Por ol teoroma 1 tenemos: deg 
(r — r') deg (<7 -  q) J deg g, lo que en nuestras condiciones 
sólo es posible cuando r' =  r y g' =  g (recordoraos, que deg 0 — 
=  —oo y que —oo - m =  —oo).

Finalmente, los razonamientos expuestos muestran, que los coefi
cientes del cociente q y del resto r pertenecen al mismo anillo íntegro 
A y o sea, /, g € A IX] =*- q% r [XI. |

O b serv a c ió n  El proceso de la división euclídiana del polino
mio /  por g so simplifica, si g es un polinomio unitario, o sea, si su 
coeficiente mayor es igual a la unidad. La divisibilidad de /  por el 
polinomio unitario g es equivalente a la igualdad a cero del resto r 
en la división euclídiana de /  por g.

c o ro la r io  'iodos los ideales del anillo de polinomios P [Ár] 
sobre el campo P, son principales.

demostración' Sea T  un ideal no nulo cualquiera en P [XI. 
Elegimos el polinomio t — t (X) de grado mínimo, contenido en T . 
Si /  es un polinomio cualquiera de T, entonces, la división con resto 
por t (P es un campo, por eso no hay necesidad de preocuparse de la 
inversibilidad del coeficiente mayor de t (X) nos da la igualdad 
f  = qt -b r, deg r <  deg í. De la misma se deduce, que r £ T, 
por cuanto /, t t qt, son elementos del ideal. En virtud de la elección 
de t % nos queda por concluir de que r =  0. Por consiguiente, /  (X) 
se divide por t (X) y T =  (*) =  tP ÍX], o sea, se compone de poli
nomios divisibles por t (X). |

En lo que se refiere a los anillos de polinomios de varias variables 
independientes, entonces, ya en IR [X, y ] o ciencia cierta los ideales 
no se agotan con los principales.

ejemplo. E l  conjunto
T =  W +  Y g \  /,  i? € K [ X ,  Y]}, 

co m p u es to  do po l in o m io s  k  (X,  7 )  ta les ,  quo h  (0, 0) =  0, e v id e n te m e n te '  
es id ea l  en  í< [X ,  Y ] .  Com o i  6 R IX ,  71, en tonces ,  do T =* t (X , 7 )  R IX ,  7 l  
se d e s p rende r ía  l a  inc lus ión  t  (X ,  7 )  6 7 .  P o r  eso, t (0, 0) =  0  y ,  p o r  lo  t a n to ,  
ilog t 1. A p l ican d o  ah o ra  el teo rem a  4 a  las  i g u a ld a d e s  

X  =  tu, Y  =  li%
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hallaremos que deg u =  deg e =  0. i» seo, u, i> 6 fc. e y — m-,vA* es una contra
dicción, que muestra que el ideal T no es principal.

El corolario clel teorema 5 es cómodo para una descripción clara 
del isomorfismo (9). En calidad de ejemplo demostremos la afirma
ción que, en esoncia, completa til teorema 4 del § 1.

t e o r e m a  f¡. El campo de los números complejos C es isomorfo 
al anillo cociente R [X]/(Ars +  1) R ÍA'l.

demostración De acuerdo con (9) C =* lH [/) -- IXÜJ, donde 
J =  {/ 6 fft fX 1 |/(¿ ) =  0). Puesto que a -f- ib =y¿= 0 para (a, b)

(0, 0), y como i2 -f 1 =  0 =»- x2 +  1 € J,  en Ion res, de los razo
namientos que demuestran el corolario del teorema 5, sin dificultad 
se deduce, que J  =  (X2 +  1) R [A’l.

Las clases adjuntas (a -r bX) -+• J\ a, b Q R son Jos elementos 
del anillo cociente R íXVJ\ la correspondencia a +  th -̂+ (a-i-bX) -f- 
+  J  establece el isomorfismo entre C y R [Al J. |

EJERCICIOS
1 .  Los polinomios f  (X) =  X* - j -  3X* - f  X* - i -  4X* — 3A -  1 ,  g (X )  =  

=  A* -f- X  -f i, pueden ser considerados como per anee lentes al anillo Z [Al 
o, digamos, al anillo [Al, de «.cuerdo a como se interpreten sus cooíiciontes. 
Utilizando el algoritmo do división con resto, mostrar, que en el primer caso 
/  (A) no se divide por g (A), y que en el segundo, se divide. ¿Sería posible 
realizar la variante opuesta?

2. Demostrar, con ayuda del teorema 3, que, si F  es un campo, entonces, 
ci grupo de todos los aulomorfismos del anillo F [A] es isomorfo al grupo de los 
transformaciones A »—► aX - r  ó, donde a t b  € F  y a  0.

3. Mostrar que el i>olinoinio /  6 F [At..........Xnl es una forma de grado
m (véase la demostradÓ7i del teorema 4), si, y sólo si, /  (/A,, . . ., fXn) =  
*= tmf  (Aj, . . Aa), donde t es una nneva variable.

4. Mostrar, que el número do distintos polinomio* de n variables iiulepen-
diontes de potencio total m, es igual a (Irnhcattón. Estable
cida la relación

h=*Q
aplicar la inducción en m).

5. Volviendo a Jas definiciones del punto 1, consideramos el conjunto
A HA)], de las así llamadas sertes exponenciales formales f  (A) =  ^  a¡ ^ i

i>0
variable (incógnita) A, o, si so desea, de la sucesión (a0, n,, a2, . . .) con 
cualquier número, posiblemente infinito, de coeficientes o* 0, perteneciente 
al anillo conmutativo A . Las operaciones con las series exponenciales formales 
de A ([X]J se efectúan de acuerdo a las mismas reglas que las operaciones con 
polinomios:

G > ‘x ,)+ (2 * ‘x ‘) - 2  (°í+ í’'0 x t'
•2  c*— 2  a,h> i+j—k

18*



196 M ’Ml.UOS COMPLFJOS Y POLINOMIOS [CAP 5

Mostrar, que »*l K'hjiiulo A | [ A' ]1, considerado junto con oslas oporncionos, 
os un anillo n«-o<:ialivo y conmutativo con unidad 1 — (1, 0, 0t . .

Como (mi Ja ‘'Olio exponencial f  ~  ^ a tX s so incluyen potencias A"* tan 
grandes como se «|nmputi «to Ja variable Ar, onlencas, (Mi lugar de la potencia 
dog /, que no liem* ahora sentido, os na tu raí considerar el orden o> {/) que es un 
imivieio entero, igual al menor índice n, para el cual a„ 0 (se supone también 
que <i> (<J) , ™i

Mostrar, que
<»1 oí (/ -  g) ^  min {o> (/), u) (#)), (ii) cu (fg) >  w (/) 4  (*> (g)*

Si A es un anillo integro, entonces, ca (/g) -- ai (/) -i- <o (g). En particular, junto 
con A. el anillo .1 IjX11 también es íntegro

Mostrar también, que A [X] es un subunilln en A [[Xll. 
tí. Los polinomios y las series exponenciales se usan frecuentemente en 

calidad do íuuci uics productoras de distintas magnitudes numéricas. El sen
tido ile la operación cuu ollas lo explicaremos en dos ejemplos sencillos, 

n) Establecer la relación

2  ( 7  ) ( i - i ) -  ("',+ " ) -
i I

partiendo de la formóla binuniial 2 ( i * }  ** = ^  X)n cn ^ IA*| y do la
d e s c o m p o s i c i ó n  e v i d e n t e  (1 f  X l m f l  - X  in  — ( l  -■ X ) m + n

b) Hallar el numero di* todas las disposiciones posibles del paréntesis 
en el producto de longitud n do los elementos de un conjunto con una operación 
binaria. Con esto fin. es cómodo introducir la función productora, o sea, la serie 
exponencial formal

l { X )  J ]  l n X n - - X  |  X 2 - - 2 X 3 +  . .

cuyos primeros coi íicieiiies fueron ya calculados en el punto 3 del¡§ 1 del cap. 4. 
L)o la evidente relación recurrente

/„=- Y  hln~h
h=\

se desprende, qm f(.\T  
liallumus

í (.Y) — X. Resolvienrlo esta ecuación cuadrado

/ (X) t — V t —4X
2

(el .signo deJanli «leí radical rala delenmnndo por la condición ln >  0). l’oro, 
si la serie exponencial f (A') es tal, que 
i T = 1 I ÁA\ r £ X , entonce

m j d - i + s  f n  ( 4 - 0 ] (xx)&
t=o

(«desarrollo on la serio do Taylor», que, por ahora, «o puede aceptar sin demostra
ción). En nuestro caso r — 2, A — —4, y una simple sustitución de la expre
sión fina

, 1 (2 n —2 \
n^ «  ( * — l j #

Se propone llevar a cabo los cálculos intermedios.
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7. E l  a n i l l o  A ( IX, Y]1 d e  Ins s e n e s  ex p o n e n c ia le - s  f o n ru d c*  «Ir d o s  v a r i a b l e *  
i i u l e p e n d ie n to s  (p e ro  p c r m u L i h l c s  c u l t o  si) -Y, Y. is l/ í  coiiqiiii->lo «le lu» e x p r e 

s io n es  2  ® í /X ‘Y l  C o m p r o b a r ,  q u e

f>0 b \\y ]) -- .i iix, ni -  ni ah,
d o n d e  B — A ÍIA'II,  C — A | | Y ] |  ( r e p e t i c i ó n  d e  la c o i M  n u c i o i i  del  a n i l l o  <!<• 
p o l i n o m io s  d o  m u c h a  h v a r i a b l e s i .  NI os I r a r ,  q u e  lo i n l i ^ r i d . n l  ile A i m p l i c a  
la  i n t e g r i d a d  d e l  a n i l l o  A | |X U ' .

§ 3. DESCOMPOSICION EN EL ANILLO DE POLINOMIOS

1. Propiedades elementales de divisibiliod. En distintos luga
res, comenzando desde ol capítulo J, tocamos las cuestiones de divisi
bilidad en el anillo 7.. de los números enteros, pero el llamado teo
rema fundamental de la aritmética nos quedaba, bosta ol momento, 
sin demostrar. Ahora ha llegado el momento de no sólo llenar este 
hueco, sino también de hacer extensivas las correspondientes afir
maciones a una clase más amplia de anillos. En primer lugar, nos 
interesa el anillo de polinomios P [Xl sobre el campo P.

Comencemos con el anillo íntegro arbitrario K. Los elementos 
invertibles en K fueron denominados por nosotros divisores de la 
unidad. Frecuentemente, ellos también se denominan elementos 
regalares. Es completamente evidente, qne el polinomio f  t_ A [X| 
es invertible (regular) con exactitud, cuando deg/  0 y / — f0
es un elemento in vertible del anillo A , por cuanto fg - 1 => deg /  +  
— deg g =  deg 1 = 0 .

Se dice, que el elemento h £ K es divisible por a t  Á (o que b 
es múltiplo de tí), si existe un elemento c 6 K tal, que b ac (esto 
se denoto a | b). Si a | b y ¿> | <r, entonces, a y b se llaman elementos 
asociados. Entonce?, b =  na, donde u | 1. J]n virtud «le Ja observa
ción hecha más arriba, la asoeiatividad de los polinomios /, g € 
6 A [X] significa, que ellos se diferencian solamente por el multi
plicador invertible de A.

El elemento p € K se llama primo (o no descomponible,), si p 
no es invertible y no se puedo representar en In forma p — ab, donde 
tí, 6, son elementos in vertibles. En el campo P, cada elemento no 
nulo es invertiblo y en P no hay elementos primos. El elemento 
primo del anillo A IXJ más frecuentemente .so llama polinomio irre
ducible.

Plagamos notar las siguientes propiedades fmula menta les de 
la relación de divisibilidad en el anillo íntegro A .

1) Si a | b, b | c% entonces, a \ c. Efectivamente, tenemos b =  
=  al/y c — bc\ donde b \ c £ K. Por eso, r — úib'i c =  a (b'c'j.

2) Si c | a y r | b, entonces, c | (a =b b). Efectivamente, por la 
condición a =  ca', b — cbf para algunos a> b' £ K. y cu vista 
de la distributividail de a zt b — c ¡a' ±  b'í.
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3)  S i  a  | b . e n to n c e s .  b  \ b e .  E s  c l a r o ,  q u e  b  =  a b '  =>• b e  — 
— (a b r ) c —  a ib  e ) .

C o m b i n a n d o  2)  y  o b t e n e m o s
A) S i  c a d a  u n o  d e  lo s  e l e m e n to s  b x . b . ,  . . . .  h m £  K c $  d i v i s i b l e  

p o r  a  6  A \  e n to n c e s , t a m b i é n  s e r á  d i v i s i b l e  p o r  a  el e l e m e n to  b ^ y  4* 
f  b 2C i —  . . . |- 6 mcm , d o n d e  Cj, c 2, . . . »  e m , s o n  e l e m e n to s  a r b i 

t r a r i o s .  |
d i . p i m i ' i o n  S o  ( l i a s  q u e  e l  a n i l l o  í n t e g r o  K  e s  u n  a n i l l o  c o n  

d e s c o m p o s ic ió n  u n i v a l e n t e  e n  ¡ a d o r e s  p r i m o s  (o  q u e  K  e s  u n  a n i l l o  
f a c t o r i a l ), s i  c u a l q u i e r  e l e m e n t o  0  d e  K  so  p u e d e  r e p r e s e n t a r  
e n  Ja forma

a  =  u p Lp í  . . . p r% (1)

d o n d e  u  e s  m i  e l e m e n t o  I n v e r t í  b l e .  y  p x, />2, . . . .  p r s o n  e l e m e n t o s  
p r i m o s  ( n o  o b l i g a t o r i a m e n t e  d i s t i n t o s  d e  d o s  e n  d o s ) ,  a d e m á s ,  d e  l a  
e x i s t e n c i a  d e  o t r a  d e s c o m p o s i c i ó n  s e m e j a n t e  a  — v q Aq<> . . . q„ s e  
d e s p r e n d e ,  q u e  /* =  $, \ j t p a r a  u n a  d e b i d a  n u m e r a c i ó n  d e  l o s  e l e 
m e n t o s  p f y  (Jj s e r á

Vi ^  M lP l............... <1r-- “rPr»

d o n d e  i/ l? . u r , s o n  e l e m e n t o s  i n v e r t í  b l e s .
A d m i t i e n d o  on l a  i g u a l d a d  (1 )  e l  v a l o r  r  =  0 ,  a c e p t a m o s  q u e  

l o s  e l e m e n t o s  i n v e r t i b l e s  e n  K  t a m b i é n  s e  d e s c o m p o n e n  e n  f a c t o r e s  
p r i m o s .  E s  c l a r o ,  q u e  s i  p  e s  p r i m o  y  u  e s  u n  e l e m e n t o  i n v e r t í  b l e ,  
e n t o n c e s ,  e l  e l e m e n t o  u p  a s o c i a d o  a  />. t a m b i é n  os  p r i m o .  E n  e l  
a n i l l o  1  c o n  e l e m e n t o s  i n v e r t i b l e s  1 y  — 1,  l a  r e l a c i ó n  d e l  o r d e n  
(a  <Z  b )  d a  la p o s i b i l i d a d  d e  s e p a r a r  e l  n ú m e r o  p r i m o  p o s i t i v o  />, 
d e  Jos e l e m e n t o s  p r i m o s  p o s i b l e s  ± p .  K n  ol a n i l l o  P  [ X ]  e s  c ó m o d o  
c o n s i d e r a r  l o s  p o l i n o m i o s  i r r e d u c i b l e s  u n i t a r i o s  ( = c o n  c o e f i c i e n t e  
m a y o r  o n i  I n r io  J

E s  l e g í t i m o  ol s i g u i e n t e  g e n e r a l
t b o k u m a  i S e a  K  u n  a n i l l o  í n t e g r o  c iu i lq u ie r a  c o n  d e s c o m p o s i 

c ió n  e n  f a c to r e s  p r i m o s .  La. u n i v o c i d a d  d e  l a  d e s c o m p o s ic ió n  e n  K  
( f a c l n r i z a b i l i d a d  d e  K )  t i e n e  l u g a r  s i , y  s ó lo  s i ,  c u a l q u i e r  e l e m e n to  
p r i m o  p  6  A", d i v i s o r  d e l  p r o d u c to  a b  6  A', d i v i d e . p o r  lo  m e n o s . a  u n o  
d e  lo s  f a c to r e s  a , b .

DEMOSTRACION SCO a b  =  p C . S í

a  11(7,. 6 - 1 | ^ ,

s o n  d e s c o m p o s i c i o n e s  d e  « ,  ó ,  c  e n  s u s  f a c t o r e s  p r i m o s ,  y  K  e s  u n  
a n i l l o  c o n  d e s c o m p o s i c i ó n  u n í v o c a ,  e n t o n c e s ,  d e  l a  i g u a l d a d  
n<r-f llb j  — p i l o ,  se  d e d u c e ,  q u e  e l  e l e m e n t o  p  e s  a s o c i a d o  c o n  u n o  
d e  Jos  a  i o  d o  io s  b Jy o  s e a ,  p  d i v i d e  o  a  o a b .

A l  c o n t r a r i o ,  e s t a b l e z c a m o s  l a  u n i v o c i d a d  d e  l a  d e s c o m p o s i c i ó n  
e n  A', d o n d e  ff \ a h  p  \ a  o  p  \ b .  R a z o n a n d o  p o r  i n d u c c i ó n ,  
s u p o n g a m o s ,  q u e  la d e s c o m p o s i c i ó n  d e  l o d o s  l o s  e l e m e n t o s  d e  K
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con número ^ n  de factores primos es única (por supuesto, con 
exactitud de hasta el orden de los factores y de Ih asociación de 
éstos). Demostremos ahora esto para cualquier elemento a ^  0, que 
puede ser descu ni puosto en a -j- 1 factores primos. Precisa monte, sean

n+l m+S
O™ IJ Pi =  .íl r j  (2)

t ~ l  J = 1

dos descomposiciones del olomento a con m n. La condición 
del teorema, aplicada a p =  //n+1, nos da, que />„ L debe dividir 
a uno de los elementos ru . . rm+1. Sin limitación do generalidad
(puesto que esto es cuestión de numeración) consideramos, que 
Pn-ri I >’m+i- Pero >'m+L es un elemento primo, por eso, rm+1 
== upn+u donde u, es un elemento invertible. Apoyándose en la ley 
de simplificación en K (teorema 3 dol § A del cap. i), de (2) oble-

n m
nemos la igualdad [[ p t =  u fj /> En el primer miembro hay un
producto de n factores primos. Por suposición de la inducción m — n 
y ambas descomposiciones solamente se diferencian en el orden 
de los elementos primos, provistos, probablemente, do algunos 
factores invertibles. |

En el anillo íntegro arbitrario Ár, el elemento a 0, en general, 
no está obligado a permitir una descomposición del Upo (1). Lo 
que es más interesante, es que se tienen anillos íntegros, en los cuales 
la descomposición en factores primos aunque es posible, no es unívo
co, o sea, la condición del teorema 1, que parece trivial, no siempre 
se cumple.

EJEMPLO, Examinemos el campo cuailrátieo imaginario O* (>' —5) (véase 
el ejemplo en el punto o del § 1), y, un él, el anillo íntegro Á' - {a -!- b Y —5 | a. 
b £ £ ). La norma AT (a 4- 6 \  —5) =  az 4* 3b1 do cada demento distinto de 
cero a € K, os un número euLero positivo. Si a  es iuverlilile cu K, entonces 
jV (a)-t =  N  (a-1) 6 de donde, N (a) =  1. Esto solamente es posible para 
0 =  0. a — ±1, De este modo, en K, al igual que cu 7.. solamente ± 1  son 
elementos invertibles. Si a — sata* . . .  a r ^ 0 ,  * =  ±1, entonces, A' (a) =  
=  N  (aj) . . . N  (ar). Como 1 <  Ñ  (a*) 6 w, para un o dado, el número de 
factoros r no puede crecer ilimitadamente. Por lo tan lo. la descomposición en 
tactores primos en K es posible.

Al misino tiempo, el numero 9 (y no solamente olí. permite dos descom
posiciones cu sus factores primos esencialmente distintas:

9 =  3-3 =  (2 | - / 0 )  ( 2 - / 5 ) .

La no asociatividadde los elementos 3 y 2 ±  j / ^ 5  e? evidente. Luego, A' (3) =  
=  A (2 ±z Y —»*>) — 9- Por eso, do lit descomposición a  ■ - «|CC2 para a  “  3 
ó 2 ±  V con a lt rtz invertibles, rosulLaria 9 =  .V (al ^  A (a,l N (aa). osea, 
N (oq) =  3, l == i,  2, lo que es imposible, por cnanto ta ecuación x- — 5#3 =  
=  3 coa x % y £ ¿ no tiene solución. Con esto queda denlo**!,nido que los elemen
tos 3 y 2 ±  Y  — 5 so» primos.
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El ejemplo i .vainillado con tiene en fonn.'i embrionaria un extenso circulo 
de cuestiones. qm» parcialmente ha?la ahora no lian sido resueltas, acerca de los 
campos cimdrálicohQ ( | /rrf). ICl estudio de las mismas ionna parte del círculo 
itUMiinlxHh’ías de la teoría algebraica de los números.

Antes de establecer, con ayuda d d  too rema 1, la fac lo rizab il idad 
de unos u o lios anillos, introducim os conceptos auxiliaros im portan 
tes, que poseen un interés independiente.

2. Máximo com ún divisor (ni. c. d .) y m ínim o com ún m últiplo 
(tuc.in .) on los anillos. Seo K  un an illo  íntegro. Nosotros en tende
remos como máximo común divisor fm .c.d.) de dos elem entos a. b 6 AT, 
el elem ento d  £ K . denotado con el sím bolo m .c.d . (a, b) y poseedor 
do dos propiedades:

(i) d | o y d | h\
(ii) c | a y c | 6 =■> c | d.
Es claro, que jun to  con d  Jas propiedades (i), (ii), las tiene  cual

quier elem ento asociado con éi. Al con trario , si c y d  son dos divisores 
m áxim os de los elem entos a y 6, entonces, tendrem os c | d  | c, 
así que c y d son asociados. La designación m .c.d . (a, b) se refiero 
a cualquiera de ellos, o sea, en esta escritu ra  Jos elem entos asociados 
no se dostinguen. Teniendo en cuenta ta l acuerdo, a las propiedades 
determ inanlc> (i), (ii) del m áxim o com ún divisor se les agregan las 
siguientes:

(ni) m .c.d (a. b) — a <=*• a \ b\
(iv) m .c.d, (</, 0) — a;
(v) m .c.d. ila % tb) t m .c.d . (ax b):
(vi) m .c.d. (m .c.d .d i, ó), c) — m .c.d . (a , m .c .d . (¿>, c)).

La comprobación de ellas no representa n inguna d ificu ltad  y se 
le deja al lector. La [impiedad (vi) tam bién perm ito extender el 
concepto de m .c.d. para cualqu ier núm ero fin ito  de elem entos.

Por analogía con el in .c.d . (a b}, se in troduce ol concepto dual 
de mínim o común m últip lo  m =  m .c.m . (a% b) de los elem entos 
<?., b £ K , tam bién definido con exac titud  basta  la asociación, por 
dos propiedades.

ii ')  /i | »i, b | m:
(ii') a | c, b | c <=> m \ c.

En p a rticu la r, haciendo c — ab% obtenem os, que m | ab.
t e o r e m a  Se a y que para los elementos a y b del anillo íntegro K

existen m .c.d. ui, b) y m .c.m . ((<7, b). E ntonces:
a) m .c.rn. i<¿, ó) 0 <=í* a — 0 o b — 0.
b) «, b 0, m -• m .c.m . (<z, b)áb ~  dm =* d =  m .c.d . (a. b).
demostración. La afirm ación a) se desprende inm ed ia tam en te

do la definición de m .c.m . (a, b). Para la dem ostración do b) nos
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es necesario convencernos» de que el elemento d, definido por la 
igualdad ab =  dm% posee Jas propiedades (h, (ii). Efectivamente, 
(z') «=» m =  a!a. m -- b(b. Entonces ab — cltn - da n, de donde, 
luego do simplificar por «, lo que es permisible en cualquier auilJo 
íntegro, tenemos b — da', o sea d \ b. Análogamente, ab - din =
— db’b=5 a ”  db\ o sea, d \ a. JJcmos llegado a (ti.

Luego, sean, a -  ja * b — fb". Hagamos c iat/'. Entonces, 
c — ab" — ba*y es múltiplo común de a y h. De acuerdo con la 
propiedad (ii'), c c'ni para cierto c £ A\ de donde, fc'm fe =  
=  f2a"b* — ab = dm% o sea, d -- je y /  | d. 1 hunos llegado a (it). J

De las propiedades (i), (ii), (i'), (ii') o del teorema 2, no se puede 
extraer ni el método de cálculo, ni la demos!ración de Ja existencia 
del m.c.d. (<z, b) y del in.c.in. (a, 6). Por el teorema 2b) solamente 
se establece la relación entre ellos.

Supongamos ahora por un tiempo, quo K es un anillo factorial. 
Designemos por niodio de P el conjunto de elementos primos en 
K tal, que cualquier elemento primo de K está asociado con un, 
y sólo con un, elemento de P. Examinando las descomposiciones do 
dos elementos a. b £ K, es cómodo considerar, que ou ellas bny igual 
cantidad do elementos de pero algunos, posiblemente, con indi
cadores nulos, o sea,

a =  up*\' . . . pf,rr, b — v¡i[' . . . //r, <3)
u | 1, v | 1: /íf> 0 ,  !,> (); p, £ V:

Con ayuda del teorema 1 se obtiene el fácilmente memorizable
indicio de d iv isib ilidad  Sean, a , ó, e l e m e n t o s  del anillo 

factorial K, escritos en la fo rm a .  (3). Son l e g í t i m a s  t a s  a f i r m a c io n e s :
1) a | b si, y sólo si, k é^C l¡, i = 1 ,2 , . . . .  r,
2) m.c.d. (a, b) p\* . . . p\rs donde s, min (A,, Z,), i —

— 1, 2, . . M r;
3) m.c.m. («, ó) -- p[l . . . p '/ ,  donde ti má\ {A*,, /,}, i =

'• l
Do este modo, on calidad do s¿ bay que tomar ol menor do los 

dos indicadores Ar/, Z¿, y en calidad de 11, al máximo. En particular, 
los elementos a, b £ K son primos entre sí, o sea, m.c.d. (a, ó) — 1, 
exactamente cuando los factores primos que forman parle de la 
descomposición de uno de los elementos no figuran en la descomposi
ción del otro. El defecto de este indicio de divisibilidad consisto, 
desde luego, en que en Ja práctica es muy difícil obtener una descom
posición del tipo (3). Aun en el caso on que K ~  (con oslo no so 
anticipa Ja factorizabilidad de 2) hay que conformarse con pequeñas 
variaciones del método do elección directa, do Jos mnnero.s primos, 
menores del número dado ti. Es tanto más agradable, que en los 
anillos factoriales, acerca de los cuales se hablará más abajo, existe 
una forma efectiva de cálculo del m.c.d. (a. b) y del ni.r.m. \a% b).
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3. Factorizahilidad de los anillos cuclídeos. En algoritmo de la 
división con resto en 1 y P (X ) (véanse el punto 3 del § 8 del cap. 1 
y el punto 3 del § 2) lince natural el exainon del anillo íntegro Á', 
en el cual a cada elemento a =¿= 0 se le pone on correspondencia el 
número entero no negativo

ó («i, o sea, so define Ja aplicación
ó: Y \  {0} =  K* U{0},

de tal modo, que con esto .se cumplen las condiciones:
(El) 6 (ah\ ó («) para todos los «, b ^  0 de K\
(E2) Cualesquiera que sean at b £ K, b =£ 0, se hallarán q, r £ K 

(q es «rocíenlo, r es «resto»), para los cuales
a — qb | i" ó (r)<  ó (h) o r — 0. (4)

El anillo íntegro K que tiene oslas propiedades se llama anillo 
cuclídeo. Haciendo 8 (a) =  | a | para « 6 2  y 6 («) =  deg a para 
a = a (A') 6 P ÍA'I, llegamos a Ja conclusión, de que Z y P LYJ 
son anillos cuclídeos.

En los anillos cuclídeos existe un procedimiento de determinación 
m.c.d. («, ó) llamado algoritmo de división sucesiva o algoritmo de 
Euclides y que consisto en lo siguiente. Sean dados los elementos no 
nulos a% b del anillo cuclídeo K . Aplicando un número suficiente
mente grande (pero finito) de veces la prescripción(E2),obtcndromos 
nn sistema de igualdades del tipo (4) con el último resto nulo:

a = tub t  rj, ó {r^ <  ó (b)
b .= q.,rv t  r2, ó (r2) <  8 (r,),

-  <7:í'*2 +  r:n M 3) <  Ó <r2>»
............................................................. (5)

r>.-2 -  g/cOj.t — r/:, Ó (r,/l <  ó (/*,,.
*'*-1 ~  <//Í-í-ir/M O/+I “  ^

Esto es efectivamente así, por cuanto la cadena rigurosamente descre
ciente de los números enteros no negativos Ó (b) ;> ó (rt) ;> 8 (r2) >  
>■ . . . debe cortarse, y el corte puede suceder sólo a cuenta de que 
uno de los restos se reduzca a cero.

Se afirma, que el último resto distinto de cero rk es precisamente 
el máximo roimín divisor de los elementos a y b, en el sentido de la 
definición iluda el punto 2. En realidad, por condición rh | rh-1. 
Avanzando en el sistema (5) de ahajo hacia arriba y utilizando la pro
piedad 4i de Ja relación de divisibilidad, formulada en el punto l, 
obtendremos la cadena rk | ?•*_,, rh | rh_2, . . /v | r2, r* | t\ y, fi
nalmente, ru | b, /•/, | a. Por consiguiente, rk es un divisor común 
de los elementos a y b. AI contrario, sea c cualquier otro divisor 
de los mismos elementos. Entonces c | rt, y, avanzando ahora on
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ol sistema (5) de arriba hacia abajo, obtenilreinos la cadena de rela
ciones do divisibilidad c | r s, c | r., . . c \ rlt. La última de ellas 
nos convence definitivamente, de que el m.c.d, (n.. bi existe, al 
mismo tiompo tiene lugar la igualdad

rk =  m.c.d. (a, b). (6)
Prestemos luego atención al hecho de que cada resto r¡ en el 

sistema <5) se expresa en forma de combinación lineal ron coeficien
tes en K de los dos restos procedentes r/_x y /v_2. Con esto, rx se 
expresa por medio de a y de b: rL — a - tf}b< y r2 se expresa por 
medio de b y rx, con lo que resulta de nuevo una combinación lineal 
de a y b. La sustitución consecutiva en r,- de las expresiones de r,_i 
y }'i_z por medio de a y b nos da, para i — A\ la expresión

rA — au -+• bv (7)
con algunos elementos a, v 6 A".

Confrontando (6) y (7) y tornando en consideración el teorema 
2b), obtenemos la siguiente afirmación.

t e o r e m a  3 . En el anillo euclídeo K cualesquiera dos elementos 
a, b tienen máximo común divisor y mínimo común múltiplo. Con 
ayuda del algoritmo de Euclides se pueden hallar tales u, v £ K, que 
se cumplirá la relación

in.c.d. (ay b) =  au -f- bv.
En particular, los elementos a, b 6 K son primas cutre si si, y sólo 
si* existen dos elementos w, v £ K, para los cuales

au -r bv =  1. ■
noKOLAitro. Sean a, ó, c, elementos del anillo euclídeo A
(i) Si el m.c.d. (a y b) — 1 y el m.c.tl. í#. r) 1, entonces, 

ei m.c.d. (a, be) =  1.
iii) Si a | be y ol m.c.d. (a, b) =* f, entonces, <z | r.
(iii) i9i ó | a, c | a i/ el m.c.d, (¿>, r) — J. entonces* be \ a.
d e m o s t r a c i ó n  (i) De acuerdo al teorema ‘3, tenemos jas igual

dades uiii -+- bi'i =  1, auz — cv2 =  1. Multiplicando ambas igual
dades miembro a miembro, obtenemos a (aut u2 H- bu2ri -}- -h
bc (t^u) =  1, que da la necesaria afirmación.

(ii) Tenemos au -|- bv =  i, de donde, ac u j (be) v — c. Pero 
be — aw* por eso, c =  a (cu +  icr), o sea a \ c.

(iii) De acuerdo con ln propiedad (ii') del m.c.m.,
b | at c | =$* in.c.m, (ó, c) | a => be \ a,

por cuanto be — m.c.d. (6, c) por condición el m.c.m. th, r) y el 
m.c.d. (b* c) son iguales a la unidad. ■

El lector fácilmente hará extensiva la afirmación del teorema 3 
para el caso de un número arbitrario finito de elementos del anillo 
enclítico.
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C o m o  p n - o  i n m e d i a t o  p a r a  e l  e s t a b l e e  i m i e n t o  d e  la  F a e t o r i z a b i l i -  
d a d  d e l  a n i l l o  o u e l í d e o ,  s i r v e  e l

lem a Todo anillo eculídeo K  es un  anillo  con descomposición 
(o sea , cualquier elemento a ^  0  d e  K se escribe en la Jornia (1 )) .

DEMosTit \ c iu n  S e a  q u e  ol e l e m e n t o  a £  K  p o s e e  u n  d i v i s o r  
p r o p i o  b: r  - be, d n n d i*  b y  c s o n  e l e m e n t o s  n o  i n v e r t í  b l e s  ( en  o t r a s  
p a l a b r a s ,  a y h n o  s o n  a s o c i a d o s ) .  D e m o s t r e m o s ,  q u e  6  (/>) <  fc («-).

E f e c t i v a m e n t e ,  d o  a c u e r d o  c o n  ( E l ) ,  t e n e m o s  i n m e d i a t a m e n t e  
6  (6)?.^. 6  (úc)  <S (n ) .  S u p o n i e n d o  e l  c u m p l i m i e n t o  d o  l a  i g u a l d a o  
6  ib) - ó  ur). a p r o v e c h a m o s  l a  c o n d i c i ó n  ( E 2 )  y  h a l l a m o s  q, r 
c o n  b  qa i / .  d o n d e  Ó ( r )  <  (a) o  r =  0 .  E l  c a s o  d o  r  0 ,  
c a e  e n  v i r t u d  d e  la  n o  a s n i A t i v í d a d  d e  n y  b . P o r  l a  m i s m a  r a z ó n  
I —  q c  t h  P o r  c o n s i g u i e n t e ,  n u e v a m e n t e  s e g ú n  ( E 2 )  ( c o n  lo  s u s t i 
t u c i ó n  d e  a  p o r  ó),  l e n e m o s  q u e

ó (o )  - ó i b ) t )  (h  (1 -  qc)) - -  Ó [l> —  qa) =  6  ( r )  - <  ó  («)

e s  u n a  c o n t r a d i c c i ó n .  Y  b i e n ,  ó  (b )  <T ( a ) .
S i  a h o r a  a  . - / /„ ,  d o n d e  l o d o s  l o s  a ¡  s o n  i n v o r l i b l c s ,

e n t o n c e s ,  am ¡atíl+2 . . . a n e s  d i v i s o r  p r o p i o  d o  amam+j . . . an, 
y ,  p o r  lo  d e m o s t r a d o ,

ó  (a )  — 6  {tiia -z  . . . « , , )  >  ó  (<z2 . . . a „ )  > . . . > ■  ó  (o „ )  : >  ó  ( I ) .

E s t a  c a d e n a  r i g u r o s a m e n t e  d e c r e c i e n t e  d e  n ú m e r o s  e n t e r o s  n o  n e g a 
t i v o s  Viene u n a  l o n g i t u d  d e  ó  ( a ) ,  E n  c o n s e c u e n c i a ,  s e  t i e n e  l a  

d e s c o m p o s i c i ó n  m i m m n  «le a e n  s u s  f a c t o r e s  p r i m o s .  |
Ti.onLivi\ i Todo anillo  eucluleo K  es factorial ( — K posee la 

propiedad de descomposición unívoca en sus jaclores primos).
d e m o s t k a u o n  T e n i e n d o  e n  c u e n t a  e l  l e m a  y  e l  c r i t e r i o  d o  

i n d o m a b i l i d a d , c o n t e n i d o  e n  e l  t e o r e m a  1, n o s  q u e d a  p o r  m o s t r a r ,  
q u e  s i  p  e s  u n  d ó m e n l o  p r i m o  d e l  a n i l l o  K , d i v i s o r  d e l  p r o d u c t o  
be d e  a l g u n o s  e l o i u o n t o s  b , c €  K ,  e n t o n c e s ,  p  d i v i d e  b i e n  a  fi, b i e n  a  c.

E f e c l  i v a m e n l o ,  c u a n d o  b — 0  o  c --  0  n o  h a y  n a d a  q u e  d e m o s t r a r .  
Y  s i  be ^  U y d - m .c.d . (6, />), e n t o n c e s ,  d  a l  s e r  d i v i s o r  d e l  e l e 
m e n t o  prim o p y b i e n  es i g u a l  a  i  ( inf la  e x a c t a m e n t e ,  e s  d i v i s o r  d e  1), 
b i e n  e s  a s o c i a d o  c o n  p .  E n  e l  p r i m e r  c a s o  b y  p r e s u l t a n  p r i m o s  e n t r e  
s í ,  y  la  a f i r m a c i ó n  l i i )  «leí c o r o l a r i o  d e l  U í o r c m a  3  p e r m i t e  c o n c l u i r ,  
q u e / ;  | c. E n  ol s e g u n d o  caso d — up^  u  | l  y ,  e n  c o n s e c u e n c i a ,  p  | £ > . (  

conoT.AKfo Los anillos 'L y  P  |X 1  son factoriales ( P  e s  u n  campo 
arbitrario)

L a  f a c t o n / a h i l i d a d  d e l  a n i l l o  d o  p o l i n o m i o s  P  f A ' j ,  . . X „ l ,  
n  >■ 1, q u e  y a  n o  e s  o u r l í d o o ,  s e  e s t a b l e c e  e n  e l  c a p .  0 .  A l l í  t a m b i é n  
s e  p o n e n  e j e m p l o s  c o m p l e m e n t a r i o s  d o  a n i l l o s  o u c l í d e o s .

4 .  P o l i n o m i o s  irreducibles. E s p e c i a l i z a n d o  l a  d e f i n i c i ó n  d a d a  
a n t e s  d e  e l e m e n t o  p r i m o ,  s u b r a y a r n o s  u n a  v e z  m á s ,  q u e  e l  p o l i n o 
m i o  /  d e  g r a d o  n o  n u l o  d e l  a n i l l o  P  [ X I ,  so  l l a m a  i r r e d u c t i b l e  e n  
P  U l  (o  i r r e d u c i b l e  s o b r e  e l  c a m p o  P ) ,  s i  é l  n o  e s  d i v i s i b l e  p o r  n i n -
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gún polinomio g £ P L-VJ» en el que 0 <  deg g <  deg /. En parti
cular, todo polinomio de primer grado es irreducible. Es totalmente 
evidente, que la irrcducibilidml del polinomio de orden >  1 o su 
descomposición en factores irreducibles, son conceptos íntimamente 
ligados con el campo básico P , como lo muestra el polinomio ya 
conocido por nosotros de Ja construcción de números complejos, 
X2 -y- 1 — (X -|- i) (X — i). El polinomio A'4 4 es reducible sobre
Q, aunque esto no es fácil do adivinar:

X4 -i- /i =  (X2 — 2X -|- 2) (X 2 -I- 2X | 2>.

Ambos multiplicadores del segundo miembro son irreducibles no 
sólo sobre Q, sino que tambión sobre siendo red ileíbles, sin em
bargo, sobre C.

Tanto Jos números primos en Z (véase el § 8 dol cap. i ) t como 
Jos polinomios irreducibles unitarios (o sea, con coeficientes mayores 
1) sobre el campo arbitrario P, son infinitamente muchos.

En el caso do un campo P infinito esto es claro; os suficiente con
siderar los polinomios irreducibles del tipo X — r, r £ P.

Pero si el campo P es finito, entonces sirve el razonamiento do 
Huclides. Precisamente, sea que ya fueron bailados n polinomios 
irreducibles pn. El polinomio /  =  ;>,p2 • ♦ « fV I- 1 tiene
por lo menos un divisor unitario primo, por cuanto d e g /^ n .  
Designemos al mismo por medio de pa+ El es distinto de p1. . . .
• • -i Pnr por cuanto, de pH+l = p9 para cierto //, se derivaría

P. I (/ — P i • • • » P«. « son. Ps M- I
Como los polinomios de un grado dado sobre un campo finito, 

son un númoro finito entonces, se puede hacer la siguiente conclu
sión útil.

Sobre cualquier campo finito existen polinomios irreducibles de 
grados tan grandes como se quiera. |

Esta afirmación do carácter cualitativo so hará más precisa en el 
cap. 0.

Los polinomios irreducibles sobre el campo juegan un papel 
especial en la teoría do los campos do números algebraicos. Como, al 
multiplicar por el número natural conveniente, siempre se puedo pa
sar de un polinomio de Q [X] a un polinomio de Z IX], es natural 
precisar primeramente la vinculación entre las propiedades de reduc
ción sobre Q y sobre Z. Teniendo en cuenta otras aplicaciones, de
mostraremos una afirmación general sobre los polinomios sobre el 
anillo factorial K. Llamemos contenido del polinomio / — a0 -h 
-h a^X 4- . . . -j- anXn £ K ÍX], al máximo común divisor el =  
— d (f) de todos sus coeficientes. Hasta ahora, hablábamos de 
m.c.d. (a, b) de dos elementos, pero las propiedades (i) — (vi) dol 
m.c.d. permiten sin esfuerzo hacer extensivo este concepto a cual
quier número finito de elementos de un ainllo íntegro. S iá (/)  oh un
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elemento invertible en K t entonces, el polinomio /  se llama pri
mitivo.

l e m a  de gai'ss. Sean, K, un anillo factorialt y /, g £ K \X\.
Entonce?,

d (Jg) ~  d (fi-d (íf).
£« particular, el producto de dos polinomios primitivos de nuevo re
sultará un primitivo (aquí y en lo sucesivo la igualdada se entiende con 
exactitud hasta la asoctaiividad).

demostración Comencemos por la último afirmación. Sean
/  —  « 0  “T  < L \ X  *T  .  • - ■+■ ^ n X 71,

í  «  ¿o +  bxx  +  . . . +  bmXm
polinomios primitivos de K IX], el producto fg de los cuabas, no es 
primitivo. Existe, por consiguiente, un elemento primo p € K, que 
divido a <1 (fg). Elijamos los menores índices í, t, para los cuales 
p \ a p  i bt. Tales índices existen en virtud de que /  y g son primi
tivos. El coeficiente de X*+t en fg será

c* +í =“ a$lt +  (^s+iÚ/-i +  as+2^1-2) 4- (flí-i&f+i +  <**-2̂ 1+2 r **)
Como as_, y b¿_t para i >  0 se dividen por p por condición y
P I c9+t por suposición, entonces, tenemos la relación

pu =  a9t t 4- pv,
de la cual se sigue, que p \ asbt. En virtud de la factorizabilidad de 
K tenemos p | n, o p | bt, lo que es una contradicción, que demuestra 
nuestra afirmación.

Pasando al caso general, escribiremos los polinomios arbitrarios 
/, g £ K [Al en la forma

/ = d (/) /o. e -  i  (jg) Sot
donde /0l g„, son polinomios primitivos. Como fg =  d (/) d (g)-/0g3 
y, do acuerdo con lo demostrado, d (/0g0) ~  1* entonces, pues, 
d jg )  «  il (/)  d ( f ) .  |

conoi.AKío. El polinomio / 6 Z [X1, irreducible sobre Z, sigue 
siendo también irreducible sobre Q (deg / > 0 ) .

DEMosTRACíCiN De acuerdo con el corolario del teorema 4, % es 
un anillo factorial, por eso, el lema de Gauss es aplicable a Z IX]. 
Supongamos, que /  =  gky donde /  £ Z [XI, y g, h £ Z [X]. Multipli
cando ambos miembros de esta igualdad por el mínimo común múl
tiplo de los denominadores de todos los coeficientes de g y de h, 
la escribimos de nuevo en la forma af =  b g ^ ,  donde a, 6 f  Z y 
g0, /¿0, son polinomios primitivos sobro Z. Según el lema de Gauss 
fld (/) — b (es este caso sin limitación de la generalidad la asociati- 
vidad so sustituye por la igualdad), así que se obtiene la descomposi
ción /  =  d (/), g0h0 sobre Z. Queda por recordar la irreducibilidad 
de /  en Z [X]. |
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c r i t e r i o s  d e  i r r e d u c i b i l i d a d  (de Rizeii^hlein). Sea
/  (X) =  Xn +  -r . . . 4* a ^ X  -f- <?.* í  £ [XI

un polinomio ujútario sobre ¿T, cuyos coeficientes al% . . «1¿
uísfbtes por cierto número primo p , pero a„ no es divisible porp*. Pintón* 
cest f  (X) es irreducible sobre Q.

Efectivamente, presuponiendo lo contrario y utilizando el coro
lario del lema (le Gauss, escribimos /  en forma de produelo de dos 
polinomios unitarios sobre T:
/  (X) -  {Xa +  ^ X - 1 +  . . . -I- b j (X* +  CxX'-* +  - - +  <?,),

st > 0 ,
esta descomposición también se conserva en el anillo cociente 
Z ÍX] (p) ^  ZT [XI, cuyos elementos se obtienen tío los polinomios 
enteros, tomando sus coeficientes por módulo p. Por condición 
cu = lT, donde n,* es una clase de restos por módulo />, correspondien
tes al número entero at. Pero el anillo ’ZP IX] es factorial (corolario 
del teorema 4). Comparando dos descomposiciones:
XaX‘ -  (X1 +  óxX*-1 +  . . . ) (X1 +  CjX*"1 -  . . .  >• s f  t ~ n9 
inevitablemente llegamos a la conclusión, de que b¡ — U -  cj, o 
sea. que todos los coeficientes bf C/, se dividen por p. En este caso, 
an =  b9ct divisible por p2 es una contradicción, que estableco la 
legitimidad del criterio de Eizenshtein. |

o b s e r v a c ió n . El c r i t e r i o  o p e r a  t a m b i é n  e n  el c a s o  e n  q u e  e l 
c o e f i c i e n t e  s u p e r i o r  a0 es d i s t i n t o  d e  1, p e r o  no se d iv id o  p o r  p .

EJEMPLO. £1 polinomio : (X) =  X*"1 +  X P'4 i  A' | t es irredu
cible sobre Q para cualquier p primo

Es suficiente observar, que la cuestión de la jrreduci bilí dad do / (X) C9 
equivalente a la cuestión do la irreducibilidad dei polinomio

/(y+1)= u + y -i1 a,XP~1+( Pi )A>”+ * • • +(pi 2) x+(,-i)  *
cuyos coeficientes, a excepción dei mayor, son divisibles por p a la potencia 
uno (propiedad de los coeficientes binomiales, mencionada en el ejercicio 8 
dol § 4 del cap. 4) y al cual, en consecuencia, le es aplicable el cri lorio de Kizen- 
ahtein.B

EJERCICIOS
1. Mostrar, que

nl> +  mZ =  Z*m.c,d. (», m). 
ni, f| m% =  Z«m.c.m. (n, m).

2. Sean /, gr polinomios unitarios do Z (X). Mostrar, que en ln expresión
rn.c.d. (/, S) “  /» 4" con «. v, € Z |XJ se puedo considerar dog « <  dog gf 
rieg v <  deg /. ___

3* ¿Son o no factoriales los anillos Z [1^—31 y [A'



N Ü M K K O S  C O M P L E J O S  Y  P O L IN O M IO S [C A P - G208

/». Descomí une r cu (adoros irreducibles on IX] los polinomios X n — 1 
para 5 <  n 12.

Ti. Demostrar, que los factores irreducibles del polinomio homogéneo
l (XV) -  «.a »-1 y  - i - . . .  -I- +  a„y» e ©■ ix , y]

son horrmgénens y que / (.Y, V) es irreducible si, y sólo si, os irreducible el poli- 
mm.io / (X, 1) • «0A’« +■ a.X»-1 |- . . . +  o*-,* +  an € O- IX).

0. Senil. P un campo y / (A') =  2 < a X mía serie exponencial formal on
i'*sn *

J* IIXJJ (véase el ejercicio 5 del § 2). La condición «0 0. o, lo que es equiva
lente, ou (./) -= 0, es noces»ría y suficiente para la existencia de la serie exponen
cial (i (Ar) i  P || V]l, inversa de f: fg =  1. I’or ejemplo, (l — X)-1 *= X*.

i>0
Cou exactitud hasta Ja asocintividad, X os el único elemento primo en P UX!K 
til anillo P || -V]| e* factorial. Fundamentar estas afirmaciones.

7. Moslr.ii'. (pie d  del (xfj) — V ni'r).! - • • *-rU).n °s un plinomio 
ntár,

homogéneo irreducible de grado n de n2 variables independíenles xtj- (Indica
ción.. Razonando n la mversa, suponer quo det. (*#¿) — g, xfj,  . . .) X
X gt xtj. . - V Como dofc (x^) es un polinomio Lineal homogéneo do 
variables que m.s encuentran en una columna dada, entonces, uno de los factores 
g4, es polinomio lineal homogéneo de xii% 1 ^  i <  a. para i dado, al mismo 
iiempo que el otro (aclor no depende en absoluto de i; /, 1 ¿  / <  n. Razona
mientos análogos se cferluau al reemplazar las columnas por filas. Sea, diga
mos, que xn pertenece a g t . Entonces, iio contiene a x¡jy 1 <  ; ^  n, de 
donde so deduce, que g» no contieno « 1 <  i, t <  n, o sea, quo es una
constan te»-

§ í. CAMPO DE RELACIONES

1, Construcción det campo de relaciones de un anillo íntegro.
En los dos parágrafos precedentes fueron establecidas muchas pro
piedades, comunes para Z y P [XI. Nuestra finalidad inmediata, es 
incluir P [X] on un campo, además, esto se debo hacer de la manera, 
más económica, para la cual puede servir de modelo la inclusión de 
7> en Q. Do hecho, no os cu nada más difícil resolver el mismo pro
blema para mi anillo íntegro arbitrario A.

Examinemos el conjunto A x .4* (A* -  A \  {0}) de todos los
pares (a, b) de elementos a, b £ A con b =̂= 0. Este conjunto lo divi
dimos en clases, haciendo pares (ay b) y (c, d) pertenecientes a una 
misma cíase, solamente como ad — bc\ en la escritura: (a, b )~
~  (cy d). Es claro, que siempre (a, b) ~  (a, b). Luego, (a, b) ~
~  (r, d) b\ d) ~  fa, b) y, finalmente, (a, b) ~  (c, </)» (<?« d) ~  
~  (¿\ f) <=> {ay b) ~  U\ /). Efictivamente, tienen lugar las igualda
des ad — be y c¡ = dey de donde adf = bef ~ bde, o sea d (af — be) =  
=  0. Pero d =*= 0, y on virtud de la integridad del anillo A obtenemos 
af =  bey lo quo significa (a, ó )~  (e, /). Y bien, la relaciónaos 
reflexiva, simétrica y transitiva, o sea (vóaso el § 6 del cap. 1), 
es una relación de equivalencia en el conjunto A X A* y, en con
secuencia, determina la división de -4 X A* en clases disjuntas.
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Sen Q (A) e) conjunto de todas las clases de equivalencia of lo 
que es lo mismo, Q (A) os el conjunto cociente A x A*i ~  del con
junto A X  A* por relación de equivalencia Designaremos con 
el símbolo la, 61 la clase, en la cual se encuentra el par ordenado 
(a, b). Por definición

[a, 61 =  [c, di <=> ad — be. (1)
Si en el conjunto A X .4* se plantean las operaciones de suma y 

mutiplicación por medio de las fórmulas
(a, b )-f (c, d) =  (ad 4- 6c, bd)\ (a, b) (c, d) =  (ac, Ixl)
(y'esto es posible, por cuanto en A d e  6 ^  0 ,  d ^  0 ,  s e  sigue bd 0),  
entonces, estas operaciones binarias pueden trasladarse a Q (A) 
Efectivamente, debemos mostrar, que

(a'y b') ~  (a, b)=>
(ay b) -| (cy d ) ~ ( a \  6') i-(e, d)t 
(n, 6)(c, d) ~  (a*y 6')*(c, d).

Lo mismo se expresa por medio de las relaciones
(ad 4-  6c) 6 ' d  =  (a'd +  6 'e )  6 d ,  

ac- 6'd =  a'c* bd,
Ja veracidad de las cuales se desprende directamente de la condición 
a*b =  a6'. Un resultado análogo obtendremos, sustituyendo (c, d) 
por (c\ d'), donde cd' c*d. Llegamos o Ja conclusión de que on 
Q (A) las operaciones de suma y multiplicación, que no dependen 
de la elección de los re présenla utos on las clases de equivalencia, 
serán
ía, 6! -h [c, di =  \ad |- 6c, 6dl; [«, 6] fe, di =  l«c, fcd], (2)
Aquí hubiese sido necesario esc ribir la, ój © le, di y la, 61 © íc, di, 
pero, sin pérdida do claridad, 0  y O  han sido reemplazados por los 
signos comunes de suma y multiplicación.

Convenzámonos ahora; óe que  Q  (A), ex am in ad o  ju n to  con las 
operaciones de (2), os un campo. Efectivamente, por ejemplo, de las 
relaciones

[a, 61 4- fíe, d] 4- le. /]) =  [a, 61 4- [cf 4- de, d/1 =
=  [adf +  bef 4- 6de, bdf]y 

([a, 6J 4- [c, di) 4 -'Fe, /I — [ad 4- 6c, 6dl 4- [c, /I =
=- I adf 4- bej 4- 6de, 6d/l

e deduce la ley de asocia!ividad para la operación de suma. La 
asocia ti vid ad de la multiplicación es evidente Luego, las relaciones

íla, 61 -r- [c, di)»[c, /J =  [ade 4- 6ce, hdf 1,
[a, 61 [e, /I 4- íc> di [et f\ =  1adef -\ bcef, bfdj] =

=  [(ade 4- 6ce) /, (6d/) /I
l t - 0 3 9 2
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y las condiciones (1) de igualdad de las clases de equivalencia mues
tran, quo se cumple la ley de distributividad. Con la misma facili
dad so comprueba la conmutatividad de Jas operaciones de suma y 
multiplicación. Para la suma, el cero es [0, 1.1 (10, 1J +  la, b] =  
=  Iff, 61), y la unidad para la multiplicación es [1, i]. Luego, 
=  (a, ó] — I —a, ól, por cuanto, [a, ¿1 -b [—a, &1 — [0, óaJ —
=  [0, 11. Todo esto, tomado conjuntamente, significa que Q (A) 
es un anillo conmutativo con unidad. Si la, ¿1 ^  {0, 11, entonces, 
a 0 en A, por consiguiente, [6, a] £ Q (A) y [a, 6] [6, al =  
=  [1, 1], así quo de multiplicativo inverso de (a, 61 #  [0, ll  
sirve [6, a]. Así pues, se ha mostrado que Q (A) os un campo.

La comparación a »-► [a, 1) define la aplicación inyectiva /: 
A -*Q (A), que de hecho es un (mono) moríismo de los anillos 
ii (a + h ) = f  (a) -| f  (ó), / (ab) =  f  (a) /  (ó); a ** b=>f(a) +  f(b)). 
Para cualquier elemento x =  [a, b] £ Q (A), tenemos

íó, l ] x  = la, 11,
así que x es la «relación» /  (a)if (b) de los elementos de f  {A). Poc 
esta causa, Q Ll) se llama campo de relaciones del anillo A .

Es cómodo identificar a cada elemento a £ A  con su imagen 
/  (a) =  ta, !](:(? (A), o sea, sustituir A por /  (A). Se puede proce
der de un modo un poco distinto: sustituir cada uno de los elementos 
la, 11 £ Q (A) por los a 6 A, sin cambiar tocios los restantes elemen
tos del campo Q (A), y realizar los cambios correspondientes en las 
fórmulas (2). Precisamente, corresponde hacer

a +  (ó, el =  lac +  b, el; a [ó, c] =  [a6, el.
En consecuencia, el anillo íntegro A, desde un principio resultará 
ser un subanillo de un campo isomorfo a Q (.4) y expresado habitual- 
menle con el mismo símbolo Q (A). Luego de tal identificación, es 
razonable llamar a los elementos la, ó] fracciones, y escribirlos bre
vemente y en la forma acostumbrada

(o, &] =  -£-.
Las reglas do operaciones con las clases la, 61, introducidas más 
arriba, repiten, do lo que no es difícil darse cuenta, las reglas de 
operaciones con fracciones en un campo (véase (10) en el punto 5 
del § 4 del cap. 4). lía sido demostrado por nosotros el

Tifioiu MA i Para cada anillo íntegro A existe un campo de relacio
nes (o un campo de cocientes, campo de fracciones) Q (A), cuyos ele
mentos tienen la forma a/6, a £ A , O ^ ó f A .  Las operaciones con 
fracciones se someten a las reglas (1), (2)> donde corresponde hacer 
[a, 6] =  atb. S

Lo construcción de los campos de relaciones se usa en las matemá
ticas con suficiente frecuencia. Su naturalidad se justifica, aunque 
más no sen, porque el campo Ct no es otra cosa más quo un campo de
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relaciones Q. (Z) dol anillo Z. Es fácil ver (Irompruobe esto!)» que 
Q (A) s¿ A y si A es un campo.

obsevación. Se puede demostrar, que si el anillo íntegro A es un
subanillo en P, en el cual cada elemento x se escribe en formo de 
relación a/b de los elementos íi 6 .4, O ^ b ^ A ,  entonces* P s  
sí Q (A). Por ejemplo, Ct (V d) =  Q ( Zty' 3]).

2. Campo de fracciones racionales. Sean P un campo, y P [XI 
el anillo de polinomios sobre P. El campo de relaciones Q iP [XI) 
del anillo P [X] se denota con el símbolo P (X) (reemplazando los 
corchetes por paréntisis) y se llama campo de fracciones racionales de 
la variable X con coeficientes en P.

Cabe hacer notar, que el campo de fracciones racionales P (X) 
siempre contiene un número infinito de elementos, y que su caracte
rística siempre coincide con la del campo P. El campo F„ (X) brinda 
un ejemplo do campo infinito de característica p ;> 0.

Cada fracción racional del campo P (X) se escribe (además, de
distintas maneras) en forma ele f/g (o í ,  si no se tiende a una econo
mía de papel), donde /, g, son polinomios dol anillo P IX], g 0. 
Por definición, f/g — fjg^ <=> fgx =  fxg. Es corriente llamar a / 
numerador y y a g denominador de la fracción f/g. La fracción no varía, 
si 9u denominador y numerador se multiplican por un misino poli
nomio no nulo, o se simplifican por cualquier factor común. En 
particular, el número entero (positivo o negativo) deg / — deg g, 
no depende de la representación de la fracción racional no nula en 
forma de relación (de cociente) f g  de dos polinomios. Este número se 
llama grado de la fracción. Una fracción racional de la variable X 
se llama irreducible, si su numerador y su denominador son primos 
entre sí. Con exactitud hasta un fnctor de P, común para el numerador 
y el denominador, cualquier fracción racional f!g se determina uní
vocamente por medio de cierta fracción irreducible. En efecto, la 
división de /  y g por el m.c.d. (/, g), conduce a una fracción irredu
cible, y la igualdad f/g =  fxgx de dos fracciones irreducibles, expre
sada en la forma fgx =  /jg da /  cfu c £ P, g = cgx (utilizar el 
corolario del teorema 4 del § 3).

Si deg (f/g) =  deg /  — d e g g < 0 , entonces, la fracción (irre
ducible) ffg se llama propia (el polinomio nulo se incorpora a las 
fracciones propias, por cuanto hemos convenido en considorar 
dog 0 =  —oo).

teorem a 2 . Cada fracción racional de P (X) es unívocamente 
expresable en forma de la suma de un polinomio y de una fracción 
propia.

demostración. El algoritmo de la división con resto, aplicado 
al numerador y al denominador de la fracción //g, da la igualdad 
/  =  gg +  r, donde deg r <  deg g. Ahora, f/g =  q +  ríg es la escri
tura buscada, la comparación do la cual con cualquier otra expresión

« 4)

14*
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dol mismo tipo /£  =  <7 +  r/g (g, r, g £ P [X], deg r <  deg g) con
duce a la relación

<]—y = T/g— rig =  <rg — rg)/gg.
Dado que q - $ 6 PJX!, y

deg l(r¿ — rg)/gg) =  deg (fg — rg) — dog g — deg g <  0,
entonces, esto es posible sólo en el caso en que q — q =* 0 y rig =  
=  "r/¿. |

3. Fracciones elementales. La fracción racional propia fig £
£ /> (X) se llama elemental, si g — pn, 1, donde p =* p (X) es 
un polinomio irreducible, y, además, d e g /C  deg p.

El teorema fundamental sobre las fracciones racionales, os el 
t i  o r e m a  3 Cada fracción racional propia puede ser deseo m- 

puesta, {/, además, de la única manera, en una suma de fracciones 
elementales.

d e m o s t r a c i ó n  Esta se divido en dos parles: la existencia de la 
descomposición, y su unicidad.

1. Sea f-g £ P (XI la fracción racional propia dada, eri la que, 
sin limitación de generalidad, el polinomio g se puede considerar 
unitario. Supongamos que g= gxg2 os el producto de dos polinomios 
unitarios primos entre sí. De acuerdo con los resultados del § 3 
tiene lugar la relación

1 =  uLgx -h
con algunos ult u, £ P (XI. Multiplicando ambos miembros po / g 
obtendremos

/  =  fa1g1 +  /Wj£3V 
Si fux qg2 -- v2* deg’i>2 <C*dog g2, entonces*

/ -= Vig* +  i’sgi. (3)
donde — qgy |- f\i2. Como deg v2 <  deg g2t y dog / <  deg g, en 
virtud de la condición de fracción propia, entonces, (3) puede cum
plirse solamente cuando deg vx <  deg gx.

Dividiendo ambos miembros de la relación (3) por g\g9, obten
dremos la descomposición de la fracción f/g en la suma de dos frac
ciones

Pg -  Vi'/Ti +  vt ''g9f
ademas, ambas fracciones en el segundo miembro, son propias. Si en 
cualquiera de estas fracciones el denominador gt es nuevamente el 
producto do dos polinomios primos entre sí, entonces, con respecto 
a esta fracción se pueden aplicar los razonamientos precedentes y 
obtener para olla una descomposición del mismo tipo. Operando de
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este modo, llegamos cu resumidas cuentas a la suma

7 = 2 - ^ ’ <4>l-l Pi*
m.c.d. (a¿, pi) =  1, deg at <  n¿ deg p*, donde Jos denominadores 
son las potencias pV de los polinomios unitarios irreducibles /?,, 
pertenecientes a la descomposición g:

g-^ppp** . . .  (5)
(Pi #  Pi Para i ¥= /).

Expongamos la fracción propia a/pn a una desintegración poste
rior. Como, por condición, deg a <; n deg p , entonces, el algoritmo 
de división con resto nos lleva al sistema de igualdades

a = qxpn' x +  rj,
^ i ~  <iiPn~2 +  1-2*

*n -2  —  Qn-lP H“

r„-i =
donde deg q¡ <  deg p para todos los cocientes qXt . . .  q .̂ Obser
vamos, que

a =  qxp«-i -f* g2pn-* +  . . . +  q ^ xp +  </,„
de donde

q _J7i_ i i i gn-i , '/npn p pi i * • • "r pn-i i p« •

Como deg <C deg />, entonces, las fracciones qi¡p* son elementales.
II. Pasando a la cuestión de la unicidad de la descomposición, 

supongamos, que, excepto la representación obtenida por nosotros,
m ni

~ f— 2 ( 2 ^ r ) »  degafj <  deg (íi)
1=1 Í=1 Pi

de la fracción propia //g, en forma de la suma de fracciones elemen
tales, se tiene otra descomposición más

en la cual, posiblemente, se encuentran los sumandos bkl;<fh con divi
sores ql, que no figuran en (6). Agregando, si os necesario, en ambas 
expresiones de f!g sumandos con numeradores a¡j y nulos, y 
restando luego una expresión de la otra y reduciendo los términos
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semejantes (con denominadores iguales), llegaremos a la idontidad

2 ( 2 ^ ) - » .  m
1-1 >=1 Fi

Aquí ni ¡- p y para i >  m, como pt se toman algunos y 
N t están elegidos de tal modo, que

<*t. ni — &/. ní ¥* 0. (8)
M

Multiplicando la identidad (7) por [] PÍ^i obtendremos la identi-
1=1

dad polinomial
M

(<* i . « ,  — bi. Kl) + p tu =  0 .

La forma del polinomio u no nos interesa. Es importante, que de
Af

esta identidad se deduce la divisibilidad de (fii, ati — Pi*
M ”

por pf. Pero, el m.c.d. ( 0  pf'/Pi) =  l» por eso, p4((ai, Ní — bu Nl).
1=2

Queda por recordar, que deg (alr >v, — Ój.n*) max {deg alt ,Vi, 
deg b) Ní\ C  (leg/^. Por lo tanto alilVl — bíyi — 0, peso a Ja supo
sición (8). |

La demostración del teoroma 3 es completamente constructiva (si 
se considera conocida la descomposición (4)) y puede ser usada para 
una representación efectiva de una fracción propia en forma de suma 
de fracciones elementales.

Notemos, que si g — (X — c)n¿, h (c) 0, entonces,
JL »i i l ~ bih
g ~  (X—c)n (X —C)*h •

Haciendo b{ — /  (e) h (c), obtendremos, /  (c) — bxh (c) = 0  y, por 
lo tanto, /  — bLk =- (A' -  c) fx (víanse el § 1 y el cap. 6). De este 
modo.

f - b th _  fy 
(X—c)nh ““ (X — c ) ^ h  •

Api icando el mismo procedimiento a esta fracción, menguarnos eu 
una unidad más el expórtente de X c en el denominador, y así 
sucesivamente. Luego de a? pasos llegamos a la descomposición

f  — * — ^  1g (X —-c)n h h ^ 2
i=l

&1+FV-1
(X-c)* ’ bh£P.
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Si k (y, en consecuencia, g — (X — clH /¿Ise descompone to ta l
mente en factores lineales, entonces, separando por turno las fraccio
nes e lem entales (X — ct)k y u tilizando , adem ás, la propiedad de 
un ic idad , por un cam ino un tan to  d is tin to , llegáronlos ni resultado 
form ulado en el teorem a.

En el caso, cuando lodos los factores irreducible* ¡>t en (4) son 
lineales o cuadráticos y, en consecuencia, las fracciones elem entales 
tienen  la forma

d . .  dX \-e
( X — c )n  0  b l e “  ( X H - a X - f i . ) '1’ (í>)

a, b, c, d. e € P,

es también cómodo usar el método de coeficientes indeterminados. 
Este método consiste en que hay quo escribir a f!g en lorraa de la 
suma de fracciones del tipo (9), multiplicando ambos miembros de la 
igualdad por g y, en la relación entre polinomios obtenida atribuir a 
X los valores convenientes de P para la obtención dejos coeficientes 
dy e, . . .  Como se deducirá de los resultados dol capítulo siguiente, 
el método de los coeficientes indeterminados opera sin limitaciones, 
si P es un campo do números complejos o reales. Precisamente, sobre 
estos campos las fracciones elementales con mayor frecuencia se 
consideran como representando el papel de instrumento técnico en la 
integración de las funciones racionales.

EJERCICIOS
1. Construir ol campo de relaciones R ((X)) del anillo R 11X11 de las series 

exponenciales formales uo X con coeficiontes en el campo !■. Apoyándose en el 
ejercicio 6 del § 3, mostrar que cada elemento del campo ((A')) tiene la 
forma de la llamada serie exponencial tneromorfa
<P (X) =  a^X -"»  4- omm+lX~™* + . +  fl.xX-A -r

+  «0 +  «I* +  + ■ •» «i € R»
en la cual se admite un número finito do exponentos negativos. En otras palabras, 
<p (X) =  X “ra/  (X), donde / (X) es una serie exponencial corriente de k  llXll-

2. Entenderemos por R (X, Y) (correspondientemente, F ((X, y») ol campo 
de relaciones del anillo de los polinomios R IX, yj (correspondientemente, del 
anillo íntegro R ((X, K]]; véase el ojercicio 7 del § 2). Muestra, que

R (X t Y) »  {R (X)} (y ) =  {R IX]} (y*.
¿Soq isomorfos los campos R ((X, Y)) y (:  ̂ <(X))> ((?))?

(Respuesta. No).
3. Sea la sucesión infinita de números reales ae, a1( aa, . . .  periódica,

a partir de cierto término. Mostrar que la serie exponencial /  (X) =  a0 -f- atX -f- 
4* * H- . . . se escribe en forma de fracción racional do F (X).

4. Sean: X, un campo conmutativo'con la unidad 1, no necesariamente 
íntegro; My un submonoide del monoide multiplicativo ca K, S =  K X M. 
Mostrar que la relación binaria T c; definida por la rolación

r  -  <((«» ó), (c, d)) 6 5* I (ad -  be) u -  0, u 6 M )
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(so tiene en cuenta cierto Af), es una relación de equivalencia en S. (/ndi- 
cacién. La reflcxiviciad y la simetría de T son evidentes. Si ahora ((a, fc), (c, d)) 6 
€ T y ((c, d), (<\ H) € ’r .  de modo que (ad — be) u «= 0 y (c/ — de) v 0» 
para ciertos u, v r- M, entonces la primera igualdad debe multiplicarse por fv , 
y la segunda por hn. La suma miembro a miembro de las mismas determina la 
igualdad (af — he) duv -- 0T con duv £ M , por cuanto d, n, v E A/» y M es 
un monoide. Huí lo tonto ((a, 6), («f /) £ r» y la transí ti vi dad de T ha sido 
establecida).

5. Copiando la demostración del teorema t, mostrar que en el factor con* 
junto SU' de) c o n j u n t o  =  K X Ai, según la relación de equivalencia do r  
del ejercicio ó. se puede introducir la estructura del anillo conmutativo con uni
dad. Este anillo QM (ff| se llama anillo de los parciales sobre K con respecto 
a M. Tara la integridad del anillo K y para Af =IAC* se obtiene el habitual 
campo do parciales Q (/O. (Indicación. ¡Sea alb =  [a. ó] una clase de equivalen
cia con representante (ó» a) £ S. Introducir las dos oporaciones binarlas 0 0 :

alb 0  dd =  {ad -}- bc)lbd, alb 0  cid — aclbdT 
y mostrar, que esta determinación no depende de la elección do ios representan
tes. Puoslo que ti/1 — r/1<=>(a — c) u *  0 para cierto u £ Af, entonces el 
homomorfismo de los anillos a -+• a/i es un monamorfismo (inclusión) sólo 
para el anillo de integridad K y su submonoide Af, que no contiene el cero).

6. Emplear la construcción QM {K) al anillo K =  7, con el monoide 
Af =  % /  p2f compuesto por todos los números enteros, que no son divisi
bles por el número ^rimo dado p. Mostrar que (Z) se identifica con el con
junto de todos los números racionales alb, con los b que no son divisibles por p.



Capítulo 6

RAÍCES DE LOS POLINOMIOS

Ocupémonos do aquello, para Jo cual en el pasado se estudiaba 
álgebra: de las raíces de los polinomios. Esta cuestión ha dejado de 
ser dominante en ol álgebra, pero su importancia no es discutida por 
nadie. El hecho es que muchos problemas do la> ni*ilenuUie»i*. on 
resumidas montos se reducen al cálculo de raíces aisladas do poli
nomios concretos, o a la descripción cualitativa del lonjimlo de 
ellas. Nos será posible tratar solamente las propiedades elementales 
de las raíces, poro ellas, on todo caso, serán suficientes paro apreciar 
en plena medida el lugar especial que ocupa el campo C de lo* nú
meros» complejos.

§ 1. PROPIEDADES GENERALES DE LAS RAÍCES

1. Raíces y factores lineales. Sea que el anillo conmutativo A 
con unidad está contenido en el anillo íntegro A.

definición. 1A elemento c £ K se llama raíz (o cero) del polino
mio f  6 A 1X1, si /  (c) =  0. También se dice, que c es raíz de la ecua
ción /  (x) — 0.

La necesidad de la consideración de los anillos, contenedores de A 
en forma propia, resulta comprensible, si se recuerda que el polino
mio /  (X) =  X2 -1- 1 sobre R, no tiene ceros en R, pero /  (£) =  0, 
i € C =  IH Ul. Primeramente consideremos, sin embargo, el caso 
en que K = A.

teorema t. (teorema de Bezout). El elemento c € A es raíz del 
polinomio f  i  A [X] si, y sólo si, X  — c divide a j  en el anillo A [XI.

demostración Este leorema es parle de una afirmación más 
general, que hubiésemos podido demostrar lince mucho, Y. precisa
mente, el algoritmo de división con resto (teorema 5 dol § 2 del cap. 5) 
dice, que /  (X) =  (X - - c) q (X) 4- r (X), donde deg r (A*) <  
<  deg (X — c) =  1. En consecuencia, r (X) es una constante. La 
sustitución de c en lugar (le X (o sea, el uso de la aplicación n c del 
teorema 2 del § 2 del cap. 5) da /  (c) ~ r, así que siempre

/(X ) =  ( X - c ) g ( X )  +  m  (1)
En particular, /  (c) =  0 <=> f  (X ) = (X —• c) q (XI. |

La división del poliuomio /  (X) con coeficientes en el anillo 
íntegro A , por el polinomio lineal X  — c, es cómodo realizarla por 
el llamado esquema de Iiorner, más sencillo que el habitual algoritmo- 
de división con resto. Precisamente, sea

/  (X) =  aoX» +  atX*-' + . . .  + an, a í € A
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Do acuerdo con ía fórmula (1)
q (X) VV”- 1 +  hX*-* | . i b1t̂  bj <= A .

igualando en o-4u IVinnula los coeficientes para iguales potencias ele 
A' (comcnzanflo por las mayores), luego de una pequeña transforma
ción obtendremos

. . . A»? — C — ah b n - i  ̂  “} a n - i /  («■■)■= &n-ic +  fln 12)

así que de paso se calcula ol valor de /  para X  =  c. Las fórmulas de 
recurrencia (2), en las que se encierra ol «esquema do Homer*, son 
cómodas para o) cálculo.

En virtud del teorema 1, es natural introducir la siguiente, más 
general.

nrriNu hin El elemento c 6 A se llama raíz múltiple de k (o cero 
múltiple de k) del polinomio /  £ A [XI, si /  se divide por (X  — c)k% 
poro no «o divide por (X — c)h*l> La raíz de multiplicidad 1 se 
llama raíz simple (correspondientemente, para k =  2 y 3 se habla 
do raíz doble y triple).

Asi pues, c £ A es una raíz de multiplicidad k del polinomio 
f € A  [X] si, y sólo si, /(X ) — (X — c)kg (X), donde m.c.d. 
(X - - c ,  g (X)) — 1. La última condición, en virtud de la fórmu
la 1, se expresa también con la desigualdad g (c) ^  0. Luego, en vista 
del teorema 1 del § 2 del cap. 5 observamos que deg / =■ k 4* deg g, 
de donde fcs^ldeg/. Tiene lugar el importante

teoiíüma 2 Sean .4, un anillo íntegro’, f  0, un polinomio de 
A fX) it c,, . cr, sus raíces en A con las respectivas multiplicidades 
Jeli . . M kr. Entonces,

; iX) = (X — cL)k . . .  (X -  c,)h' g (X),
g (X) 6 .4 [XI, g (ct) =^0, i =  1, . . r.

En particular, el número de raíces del polinomio f  € A ÍXJ, consi
deradas junto con sus multiplicidades, no supera el grado del polinomio

ki -f- kt 4- . . . -|- kT ^  dog /. (3)
hemostración Es suficiente pasar al campo do relaciones Q (4) 

(si es que el anillo A no era un campo desde el principio) y aprove
charse de la univocidad de la descomposición en factores primos (cu 
este caso, en X - c1% . . . » X  — cr) en el anillo Q (A) [X] (resulta
dos de los §§ o y 4 del cap. 5). Sin embargo, no hay ahora necesidad
de un arma tan potente. Razonaremos directamente.

Como dog +  . . . +  kr) -f dog g, entonces, la desi
gualdad (3) es consecuencia de la divisibilidad de /  por (X — cx)k*. • • 
. . .  (X — í>V‘f, que establecemos por inducción en r. Para r =  i
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d o  hay nada que demostrar. Sea que ya sabemos que,
/  (X) -  (X . . (X -c^Y'r - ,  h (A ).

Como tenemos que cr — c¡ =5̂ 0, . . cr cr-i ^  l- y A es un 
anillo íntegro, entonces, ol elemento cT 110 os raíz del polinomio 
(X — Cj)*4 . . (X — cr-iV'r~'- Poro, c es la raíz do multiplicidad
kr del polinomio /, o soa, /  (X) — (X — (X). Por eso, h (cr) =
=  0. Correspondientemente, h (X) =  (X — (X), s ^ . k r. Tene
mos,
(X -  cf)hr u (X) =  /  (X) =  (X -  Cl)h* . . . (X -  c x

x iX — cryu (X).
Utilizando la ley de simplificación en el anillo íntegro A [X], lle
gamos a la conclusión de que s =  kr. |

Sin la hipótesis de la integridad del anillo Ay el teorema 2 deja de 
ser cierto, como lo muestra el ejemplo del polinomio /  (X) =  X3 
sobre el anillo Z8: /  (0) =  /  (2) =  /  (4) =  /  (G) =  0. La descom
posición de /  en factores primos en Zs 1X1 tampoco es unívoca:
/  =  X3 =  X (X — 4)a =  (X — 2) (X* +  2X +  4) =

=  ( X -  ii) (X2 2X +  4).
Del teorema 2 se deduce el
c o r o l a r i o .  Dos polinomios / ,  g £  A [XI de g r a d o s n t que adop- 

tan iguales valores al sustituir n +  1 elementos distintos del anillo 
íntegro A , son iguales: /  — g.

demostración Hagamos h = f  — g, así que deg& ^/i. Por 
condición h (c2) =  . . . — h (r7l+1) — 0 pora distintos pares de 
elementos c*, . . c„+1 o soa, el polinomio h de grado ^  n,
tiene por lo menos n -j- 1 raíces. La contradicción obtenida con res
pecto a la desigualdad (3) se puede eliminar, solamente reconociendo 
que h =  0. |

2. Funciones polinómicas. El corolario del teorema 2 permite 
resolver la cuestión antes tocada (véase el p. 1 del § 2 del cap. 5) 
sobre la relación entre los puntos de vista teorético-funcional y alge
braico acerca de los polinomios. A cada polinomio /  £ A IX] se le 
pone en correspondencia la función

/: a *-+- f  (a)f Va £ A .
El conjunto de todas estas funciones constituye el anillo Apo, de 
las funciones polinómicas (o racionales enteras)T que son un subanillo 
en el anillo de las funciones A A =  {A -*A}  con suma y multipli
cación corrientes (véanse el ejemplo 3 en el p. i dol § 4 del cap. 4, 
y el teorema 2, § 2, cap. 5). De un modo totalmente análogo, se 
introducen las funciones polinómicas de varias variables indepen
dientes.
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Como ya se observó antes, el polinomio disLitito de cero X* +  X  É Ft |X | 
define una fu nc ió n  nula  En general, si / (XI =  (Xp — X) g (X) es un polinomio
sobro nn campo finito de p elementos, entonces, f  es una función nula, por cuanto 
*v — x — x (xP~l — l) — O, para todos los x £ Fp. Sólo on el caso en que dog / <

i jCl  polinomio /£  píXJ se determina por su función /. El polino
mio arbitrario / f •? p [ X J puedo ser unívocamente sustitudo por un dotorminado 
polinomio reducid» /* do g r a d o p — 1T lomando on calidad do f* ol resto do
la división de / por Xi' — X. Entonces, evidentemente, /  =  /*.

En el caso do campos infinitos o de anillos íntegros, la situación es consi
derablemente más concilla.

teorema Si A es un anillo íntegro ron un número infinito de 
elementos, entonces, la aplicación del anillo de los polinomios A [X] en 
el anillo de las funciones polinÓmtcas 4̂poi, definida por la corres
pondencia f  -> /, es un isomorfisrno.

Hablando con propiedad, esto es una re formulación de corolario 
del teorema 2, por cuanto se habla solamente de confrontar al poli
nomio /  =£ O con la función no nula /, o sea. /  (a) =̂= O, aunque más 
no sea, para un a 6 A. En realidad f no tiene más de n ceros en A , 
si deg /  =  n. |

En base al teorema 3, el anillo de polinomios sobre el campo in
finito P se identifica con el anillo do las funciones polinómicas 
(designadas /  (x) con la letra latina minúscula .r), y queda sólo por
resolver la cuestión de cómo por /  (y de hecho, por algunos valores 
dol polinomio /) reconstruir en forma explícita el propio polinomio.

La exacta formulación del problema de la «interpolación» se re
duce a lo siguiente. Sean ^  bni (respectivamente, c0, cx, ...

í cn), n -|- l elementos cualesquiera (respectivamente, distintos) 
del campo P. Se requiere hallar ol polinomio / 6 P IX] de grado< n, 
tal que / ic¿) -  b¡. i — O, 1, . . ., n. l)e acuerdo con el corolario del 
teorema 2 la solución del problema, si es que existe, es única. Pero 
un polinomio / con las propiedades dadas siempre existe, como lo 
muestra Ja fórmula de interpolación de Lagrange 4

4 (Y \ _  k (X—C0) . . .  (X — (X 6|+i) . . .  (X C y|i 
n  Z l  Í (r/—Co) . . .  (Ci— c/.OÍCi— cU i) . . .  (r i— c„)i—o

(4)

Por otra parte, la existencia y la unicidad de Ja solución se percibe 
inmediatamente del sistema lineal

"oco 4- « i f j ’ 1 +  • • • 4- «o =  óp,

-1- t  • • • f  a,i =  bn
para los coeficientes <z„, . . ., an del polinomio buscado /. El deter
minante «le este sistema, que es un determinante de Vandermonde, 
es distinto de cero, y las af se encuentran por la regla de Crámer. La
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comodidad de la fórmula (4) se debe a su sencillez y a la facilidad 
con que se la retiene on )a memoria. Algunas ventajas tiene a voces 
la fórmula de interpolación de Newton
f  (X) =  wD +  u, (X -  c0) +  . . . 4- n* (X -  <?■) [X — c j ...

. . .  (A’ -  cn_i), (5)
donde los coeficientes u0, uly . . ., o» se determinan por medio de 
la sustitución sucesiva de los valores X  =  r0l X cl9 . . . .  A' •••= cn. 
Las fórmulas de interpolación (4), (5), hallan utilización práctica en

§ 1)

el cálculo y en la representación gráfica de la función <p: R -+.R, 
dada por una tabla u obtenida en la práctica. Sabiendo, por algunos 
razonamientos indirectos, que la función cp se comporta lo suficien
temente bien on el intervalo /  de la recta real 31, se trata de repre
sentar a <p en /  por una función tan «lisa» como la polinómica. Ade
más, en calidad de los llamados «nudos de interpolación» so utiliza 
una parte de los puntos c0, cv  . . cn dentro del intervalo / ,  en 
los cuales (y sólo on olios) se conocen los valores do tp fc;) =  bi. 
A la delicada cuestión de tu elección de los nudos do inlerpolación y 
a la elaboración de lo* métodos generales de aproximación de las 
funciones, se les han dedicado secciones enteras de Jas matemáticas. 
Cabe anotar, que el uso de los procesos de interpolación jugó un 
gran papel en el desarrollo de la teoría de los números trascendentes 
(la definición de los números algebraicos y trascendentes, véase cn 
el § 2 del cap. 5), así que aquí convergen los intereses de la teoría 
de funciones, de la teoría de los números y del áblcgbra.

Observemos finalmente, que a cada fracción racional irreducible 
}¡g £ P (AT) (véase el § 4 del cap. 5) y a coda ampliación F zd JP 
con un número infinito de elementos, se les confronta la función
racional ftg: Fn/g) con campo de dofinicióu P<f¡g)t obtenida de 
P por separación de un número finito d© domen tos nulos del polino
mio g on F. Se puede demostrar, que para las condiciones dadas, la
api i ición f!g -*ffg es hiunfvoca. Esta afirmación no nos es ñeco-
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saria. Intuitivamente ella es clara. A pesar de esta correspondencia, 
hay que hacer una diferenciación precisa entre las fracciones racióna
los y las funciono* racionales. La función racional z  i-* Mx no está 
definida en el punto .1 — 0, al mismo tiempo que la cuestión de la 
determinación de la fracción racional i 'X en general no se plantea.

3. Diferenciaciones del anillo de polinomios. El punto de viste» 
funcional sohre los polinomios, hace natural la siguiente definición. 
S e a

/  (Al a0X n -+■ -i- . - - -r
un polinomio de grado n sobre el campo P, Se llama derivada de) 
mismo al polinomio

f  (X) =  +  (n -  1) *xXn~* -h . . . 4- W  (6)
Si P - 'i o* el campo do números reales, y /e su n a  función poli- 

númica vinculada con /, entonces, la definición (6) de derivada 
coincide con la habitual definición de la misma como limite

lím  7fr+ A «)-7 t« ).
Ax-0

En el caso de 1111 campo P  arbitrario, hablar de cualquier propiedad 
de continuidad de la función polinómica no tiene sentido (¿qué es 
una sucesión convergente en Zp?) y es necesario partir de la defini
ción formal do ((»).

Tienen lugar las relaciones, bien conocidas en el análisis mate* 
mático

(ai +  p¿)' =  o/' H- Pe’ , a,  P 6 P,  (7>
(fe)' = f e  +  fe'- (8>

La relación (7) se deduce directamente de (6) y de la definición 
de suma de polinomios. Utilizando (7) y la definición de producto de 
polinomios, la comprobación de (8) se puede llevar al caso cuando 
/  -  A \  S == A":
(X"*,Y -  (k +  l) X k*Ul =  (kXk-1) X* +  Xk (lXUl) =

=  (A*)' X ‘ +  X k (X1)'.
Sirvo de Generalización de (8) la fórmula fácilmente demostrable por 
imliircmn en k,

Utfz ••• •••  U-t f i f tn  •••  /a-

En particular,
(9)

Las relaciones (7), (8), reescritas en términos de la aplicación 
-Y* :/»-* /' (también se dice que— r- es un operador de diferenciación>



PROPIEDADES GENERALES DE LAS RAICES 2238 i]

sugieren la idea de introducir para su examen la aplicación 3): K 
X, para el anillo arbitrario Á\ poscodora de las propiedades

3>(u | v) = &u +  2>v, (!')
3  (uu)=*(3>u) D-f u \3v). (8')

Tal género de aplicaciones Hol anillo K  en sí mismo, llamadas diferen
ciaciones, son muy útile-s para el estudio de X, y el conjunto ele ellas 
Der (X) resulta un objeto muy interesante, que sirvo de introducción 
en un amplio dominio de las matemáticas (grupos y álgebras de fAe). 

Sirve de generalización de (S') la fórmula de Loibniz 
m

3>m (uv) 5¡ ( ”  ) a*u&w-l‘vt (8*)
rt—0

obtenida por inducción en 1 (aplicación do 3  a (8"), el uso de
(8') y la relación { f ) +  ( " )  =  ( m"¿‘ 4) tlan (8') para ro 4- 1).

En el caso de K = P [X], de las relaciones (7'), (8'», complemen- 
tados por la regla

3> (kf) = X3f, X 6 P>
se deduce inmediatamente, que

3>f (X) =  f  (X) 3>X.
De oste modo, cualquier diferenciación del anillo de )o« polino

mios P [X] se determina dando un único polinomio 3 X .  Para
3)X =  1 obtenemos el habitual operador de diferenciación

4. Factores múltiples. El resultado do utilizar m veces conse
cutivas la aplicación <—• a /  (X) habilualmonte se designa con el 
símbolo /(w> (X). Es evidente, que 
/  (X) =  o0X* +  axX ^  + . . .  +  «*-*

-./(« ) (X) -  n\a0l r + "  |X) =  0.. 
Si P es un campo de característica nula, entonces, 

deg/' =  deg /  — 1.
Sin embargo, para los campos de característica finita p esto ya no 
os así, por cuanto

(X*p)' -  kpXkv~1 =  0.
De cualquier modo, alguna utilidad de la consideración de la 

derivada se puede obtener también en el caso general. Dividiendo el 
polinomio arbitrario /  f  P [X) por (X — c)*, r 6 A\ F ^d P. y escri
biendo luego el resto (lineal) en forma de (A" — el a 4- r, donde 
.s\ r £ /% llegamos a las relaciones /  =  (X c)*t -I- (X r) s 4- r,
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/ ' — (X — c) (2/"+ (A' — c) t'\ -f- s. Sustituyendo en ellas e] valor 
X =  r, obtenernos r = f  (c), $ =  / ' (c), o sea,

i  (X) = |X -  c)H (X) +  (X -  e) f  (c) +  f  (c).
Arribamos a la siguiente afirmación.

rroREMA 'i Sean P y un campo arbitrario, y Ff una ampliación 
cualquiera de este campo. El polinomio f  £ P IXI tiene raíz múltiple 
c £ F siy y solo s¿y f  (c) =  f  (c) =  0. J

EJEMPLO i. En cualquier campo de característica p y el polinomio X •  — i 
tiene solamente raíces simples, si n no se divide por p . Efectivamente, las raíces 
de la derivada nXn-A no'pueden. sor raíces de X n — 4*

A continuación so su pono que P  es un campo do característica 
nula y que sin limitación de generalidad se puede entender por P 
uno de los campos í¡>, ft o C. El polinomio irreducible unitario 
Pi {X) en la descomposición

i (Al - V ,  (*>** . ■ • Pl (A')*' . . . p r  (xfr,  \  6 P (10)
del polinomio /  (X) £ P [X] se llama (por analogía con la definición 
de raíz múltiplo) factor de multiplicidad k t para /. Anteriormente, 
ya se dijo que obtener la descomposición (10) en Ja práctica es bastan
te difícil. Describamos brevemente el método basado en el concepto 
de derivada y que da la posibilidad de sabor, si /  (X) contiene facto
res múltiples sobre el campo P  dado (o sobre su ampliación).

te o re m a  5 S e a  p  (X) u n  f a c t o r  i r r e d u c i b l e  d e  m u l t i p l i c i d a d  k  
d e l  p o l i n o m i o  f  £  P  [XI ( h ^  1, deg p  ( X ) ^  1). E n t o n c e s ,  p  (X) 
s e r á  u n  f a c t o r  de m u l t i p l i c i d a d  ( k  —  i) d e  l a  d e r i v a d a  f  (X). E n  p a r t i 
c u l a r . p a r a  k  — 1 , / '  n o  s e  d i v i d e  p o r  p  (X).

d e m o s t r a c i ó n  Por condición /  (X) =  p  ( X ) kg  (X), dondo el 
m.c.d. { p  (X), g  (X)} =  1, o sea, g  (X) no se divide por p  (X). 
Empleando las reglas (81 y (9), hallamos

/  IX) -  p  (X)*-1 1k p '  (X) g  (X) +  p  ( X )  ¿  (X)l.
Es suficiente mostrar, que el polinomio encerrado entre corchetes 
no se divide por p (X). Si esto no fuera así, entonces, ol polinomio 
k p  t-Yi g  (X) se dividiría por p  (X), lo que sin embargo, es impo
sible (véanse los corolarios de los teoremas 3 y ó del § 3 dol cap. 5), 
por cuanto g  (X) no se divido por p  (X), y deg k p '  (X) *< deg p  (X). |  

Es claro, que en el curso do la demostración se usaron, esencial
mente, la irreilucibilidiid de p (X) y la condición char P =  0.

c o r o l a r i o  i P a r a  id  p o l i n o m i o  f  ( X )  c o n  c o e f i c i e n te s  e n  e l  c a m p o  
P  d e  c a r a c t e r í s t i c a  c e r o , l a s  d o s  c o n d ic io n e s  s i g u i e n t e s  s o n  e q u i v a l e n t e s : 

( 0  E n  a l g u n a  a m p l i a c i ó n  F  zd P  d e l  c a m p o  P ,  f  t i e n e  u n a  raíz 
c o n  m u l t i p l i c i d a d  k ;

(ii) (/*) — 0, 1 /<^ k  — 1, pero (r) =̂= 0.
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Para demostrarlo, hay que usar k veces el teorema 5, teniendo en 
cuenta el factor lineal p (X) = X — c y sustituyendo dosdo un 
principio, en caso de necesidad, P por su ampliación t \  contenedora 
de la raíz c. |

c o ro la r ío  2 Si el polinomio f £ P \X\ de gradad  1 tiene la 
descomposición (10), entonces, la. descomposición del ¡nú.rimo común 
divisor de f y de su derivada / '  será

m.c.d. (/, /') -  Pl (Xhi-'p t (X)h*-1 . . .  Pr (X)h*~x (11)
(el m.c.cl. siempre puede ser considerado como polinomio unitaiio).

Efectivamente, por el teorema 5, cada uno do los divisores primos 
pt (X) del polinomio / (X) con la descomposición canónica (10), 
entra en la descomposición de / ' (X) con el exponento k¡ — 1, o sea,

f  (X) = p1 (X)hi-'Pi ( X J V 1 (X)^- 'u  (X),

donde m.c.d. (u, />,) 1, 1 r (so supone que pt (X)° =  1).
Por esto, de acuerdo con el conocido criterio de divisibilidad (véase 
el punto 2, § 3 del cap. 5), concluimos que el m.c.d. (/, /') se cal
cula por la fórmula (11). |

Utilizando la expresión (11) para eJ m.c.d. (/, /'), obtenemos un 
medio para liberarnos de los factores múltiples que entran en la 
descomposición de /  (X). Precisamente, el polinomio

= • • M X )
contiene los mismos divisores primos quo /  (X), pero con multipli
cidad unitaria. Es importante señalar quo el polinomio g íX) se 
puede hallar desconociendo de hecho las descomposiciones para /  
y / ',  usando solamente el algoritmo de Elididos.

E J E M P L O  2 . El polinomio / (X) =  X4 — ZX* ¡- 2X* -|- 2X2 — ZX 1 
y su derivada / ' (X) =  5X4 -  12X3 0X3 -i- 4X -  3 tienen en calidad de
m.c.d. el polinomio unitario Xa — 3X* +  3X -  1 =  (X — 1P. El polinomio 
«libre do cuadrados» g (X) =■■ j (X)f(X -  l)3 =  X2 - 1 — (X — 1) (X -| D 
tiene dos raíces ±1 . De este modo, / (X) =  (X — l)4 (X -j- 1) posee la raíz — i 
de multiplicidad 4 y la raíz simple —1.

5, Fórmulas de Vietc. En relación con la teoría do los sistemas 
de ecuaciones lineales, ya tuvimos la oportunidad de hacer mención 
acerca de la influencia favorable que tuvo sobre su evolución el 
buen sistema de designar iones, que llevó, en particular, a los deter
minantes. Esto es mérito de ios matemáticos del siglo XVJÍT y de 
principios del XIX. Pero, muclio antes, cuando el álgebra aún se 
confundía con el «análisis de ecuaciones», los perfeccionamientos 
decisivos de las desiganciones algebraicas do F. Violo y H. Descar
tes tocó la teoría de los polinomios y de las ecuaciones algebraicas. 
Do los tipos particulares de ecuaciones con coeficientes numéricos,
1 5 - 0 3 0 2
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que escondían las leyes generales, íue dado un paso audaz a las 
ecuaciones con coeficientes Jitéralas. La nueva forma de escritura 
frecuentemente genera nuevos resultados. Para Descartes osto con
cluyó en l<i revolucionaria aplicación del álgebra a la geometría. 
Nos detendremos en el logro más modesto de su antecesor Viole.

Supongamos, que el polinomio /  6 P [A''] unitario (con coefi
ciente mayor =  1) do grado n, tiene en el campo P , o en alguna
ampliación dol mismo, n raíces cL, c3..........cn% entre los cuales, po-
sibíemenle, las hay iguales. Entonces, en correspondencia con el 
teorema 2, os legítima la descomposición

f <X) -  (X -  Cy) (X -  C3) . . .  [X -  Cn).
Escribamos / (A) en forma habitual, por potencias de X:

j  IX) ~  X* akX*~k +
para ello multipliquemos lodos los binomios X  — ct y simplifique
mos los términos .semejantes. Entonces, para los coeficientes alT . . . 
. . an se obtienen expresiones por medio de las raíces cly , . cn:

¿ j=  — (fi +  fa-i- ••• -L r̂t).

« k - í - U *  2  (12)ih

«I» =  ( — i)nC|C2
Las fórmulas (12) se llaman fórmulas de Vlete.

Si el polinomio f  no fuera unitario, o sea, si tuviera el coeficiente 
mayor a0 ^= 1, entonces, las fórmulas análogas a (12), darían la 
expresión de la relación a¡/a0.

Las fórmulas de Victe, que establecen una relación implícita 
entre las raíces y los coeficientes de un polinomio arbitrario (unita
rio), son notables por el hecho ríe que sus segundos miembros no 
varían para cualesquiera permutaciones do las raíces c1? . . cn. 
listo nos da lugar a introducir el concepto de fuFición simétrica, del 
misino modo que, en relación con los determinantes resultó cómodo 
examinar las funciones antisimétricas generales. De acuerdo con la 
definición dada en el corolario del teorema 3' del punto 2 del § 2 
del cap. 5, el elemento n del grupo simétrico Sn opera en la función
/{a:,, . . ., r,/) de n argumentos de acuordo a la regla

( j t )  ( ¿ i ,  . . . ,  Xn) =  /  ( &n - i f i > *  . . . »  ^ T t " l ( n ) ) '

La función / se llama simétrica, si nf =  /  para todos los ji £ Sn. 
Sirven de ejemplos de funciones simétricas las llamadas funciones
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simétricas elementales sh:
x„)= v  Xí^ í. ... i ,h. (13)

ls£il . .<i¿<n
lillas permiten reescribir las formulas (12) en la forma

«* =  {—1)**» («i. • • •> c„), k =  1, 2, . . . re, (12')
osí que con exactitud hasta el signo, el coeficiente a¡t del polinomio 
/  es valor de la función s fl en el conjunto ele las raíces dol polinomio 
/. Prestemos atención al hecho de que, por definición, ah £ aun
que las ralees ct, . . ., cn> hablando en general, están en alguna 
ampliación Fz>P. La cuestión de la existencia de F no se toca por 
ahora. Pero, a veces, la descomposición de un polinomio en factores 
lineales es consecuencia directa de las propiedades del campo P.

EJEMPLO Consideremos el ]>ohuom¡o Yp-1 — 1 sobre oi campo finito 
Sabemos que a.P-1 — 1 para todos los x 6 FJ, o sea. lodos los elementos no nulos 
son raíces del polinomio A'P“* — 1. Pot consiguiente, tiene lugar la descomposi
ción

j p - i  — 1 =  (X —  i )  (Y  —  2) . . .  (X — (¡j — n> .  (14)

Se supone que nos hemos familiarizado con el campo Tp en tul grado que distin
guimos sin dificultad la naturaleza dual de los números 1, 2, . . p — 1 
como olomentos ordinarios do Z y como elementos del campo =  Tfp*Z (repre
sentan les de las clases de restos De (7), (fi) y (8) obtenemos

sh (I, 2, — 1) h  0 (mod p), k  «• 1, 2. . . ., /» — 2,
*p-i (L 2..........p — l) ■* —1 (mod p).

La última relación, escrita de nuevo en la [orna
(p — 1) -f- 1 sa 0 (mod ¡ ) (15)

y conocida como tol bajo el nombre de teorema de Yilson, expresa el realmente 
necesario y suficiente criterio de simplicidad de un númoro entero p. Efecti
vamente, acabamos de demostrar el cumplimiento de (15) pura los p primos. 
Por otro lado, p =  pipa =» (p — 1)1 =  Pi* =£ (p — í)! -|- 1 ^  0 (mod />x)=»  

(p — 1) 4* 1 V (mod p)* ■

EJERCICIOS
1. ¿Será íntegro el anillo de las funciones polinómicas sobre el campo de 

p elementos?
2. Sean P un campo infinito, y /, un polinomio no nulo do P (Y,. . . Yn).

Rasándose en el teorema 3 y utilizando la inducción en n, demostrar la existen
cia de oT, . . ., an 6 /'» par» los cuales /  (<?i, . ., «„) =& 0. Esto da el isomor-
fismo P |Y lt . . Ynl con un anillo de funciones polinómicas do n variables 
sobre P.

3. El polinomio no nulo f £ Zp \ Xx. . . ., Y„] de grado <  /• en cada varia
ble posee la propiedad formulada en el ejercicio 2: t  (nx, . . ., a„) 0 para 
los cuales alt . . an 6 Zp . Mostrar quo cualquier polinomio /  t  Zv |Ylt . .
. . Yn) puede ser oscrilo en la forma

n x t  . x b) - 2 í , ( x „
1=1

i b *

X w) ( Y f - . X , ) f / * ( ^ „  , Y n),
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( i i )  S e a  /  ( X l t  . . . ,  X n ) u n a  fo r m a  ( p o l in o m io  h o  u n ^ u u n » )  d e  g r a d o  m . 
C o n v e n c e r s e  d e  la  l e g i t im i d a d  d e  la identidad de Líder 

n

2  - * ■ '« * .......

A la  in v e r s a ,  s i  c h a i  P  —  0 ,  e n t o n c e s ,  la  id e n t id a d  d o  E u le r  s e  s a t i s f a c e  s o la 
m e n t e  p o r  la s  fo r m a s  d e  g r u d o  w =  1 , 2, 3, , , .

10. M o s tr a r , q u e  la  a u s e n c ia  d e  f a c t o r e s  l i n e a l e s  e n  e l p o l in o m io  Xn -b  
- f  ^ A " - 1 -b  . . .  -b  a n €  Z a (X I  e s  e q u iv a le n t e  a l  c u m p l i i m c t i l o  d e  la  c o n d i 
c ió n  (1 -b  S a ¡ )  t*» 0. P a r a  n 3 l o s  p o l in o m io s  ir r e d u c ib le s  s o b r e  Z» s e  
a g o t a n  c o n  l o s  s ig u ie n t e s :  X .  X  -b  1 ,  X a +  X  1 . X *  -h  X  l ,  X J -b
-b  X a -p 1. A c o t a r  t o d o s  l o s  p o l in o m io s  ir r e d u c ib le s  s o b r o  Z 2 p aro  n — 4 y  5 
( e l lo s  s e r á n , r e s p e c t iv a m e n t e ,  3  y  Ü).

1 ! .  A  p a r t ir  d e  la  c o n g r u e n c ia

X* -  X* 4- 1 *  X* (X -b i) (X3 -b X -b 1) (moil 2)
e s t a b le c e r  l a  i r r e d u c í i h i l id a d  d o l p o l in o m io  X h —  X 3 -j i  s o b r e  Q ,.  ( I n d i c a 
c i ó n .  U t i l i z a r  e l  c o r o la r io  d e l  le m it  d e  G a u s s  (3 . d e l  c a p .  ñ> y  e l  e j e r c ic io  a n t e r io r ,  
y  t a m b ié n  f u n d a r s e  e n  la  f a e t ó n z a b i l id a d  d e l  a n i l l o  Z2 ( X ] >

A n á lo g a m e n t e ,  d e m o s t r a r  la  i r r e d u c t ib i l id a d  d e l  p o l in o m io  X 5 —  X  —  1 
s o b r e  Q ,,  p A sa n d o  a  l a  c o n g r u e n c ia  p o r  n io d  3 .

§ 2. POLINOMIOS SIMETRICOS

1. Anillo do los polinomios simétricos. Siguiendo la defini
ción de funciones simétricas, dada al final del parágrafo anterior, 
introducimos un concepto análogo en el anillo A |AT,, . . .T X n] de 
los polinomios sobre el anillo íntegro A . El teorema o del § 1, ex
tendido a los polinomios y funciones de muchas variables, parece 
hacer superíluo este traslado. Pero, hay que considerar, que en este 
teorema el anillo íntegro A de los coeficientes es infnito, mientras 
que nosotros queremos tener una estructura universal.

Y bien, recurriendo de nuevo al corolario del leorema 3' del 
punto 2, § 2 del cap. fi, ponemos en correspondencia* conj cada
permutación ji £ Sn el automorfisrao re: A IAj, . . .. -Yw) -*■
-*A  IX1, . . ., X n], que traslada el polinomio arbitrario / £ 
6 A [Xx, . . ., .Yn] en el polinomio zif:

(*/) (* i .......... X n) =  /  ( X r Hl), - - ., AVi(,0).
El polinomio /  se Jlama simétrico, si nf — f  para todos ji £

Al igual que pora las funciones, se introducen Jos polinomios simé
tricos elementales sk:
*k(Xlf . . . ,  X n) ~  V X u X l t . . . X ih.

i *2< • • <
Moblando en rigor, hubiese correspondido examinar el polinomio
1 (Y) =  ( Y -  X,) (Y -  X t) . . . (Y -  Xn) =

=  Y ” — *,Y"-1 -j- S tY '"1 + . . .  -  (—l)n*„ (2)
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sobro A UV . . A'I?J de la nueva variable Y , y observar, que ** 
es un polinomio simétrico, por cuanlo el primer miombro de la 
identidad (2) no varía para cualesquiera permutaciones de los facto
res lineales Y  - A'j, . . Y  — Xn.

Prestemos atención a la circunstancia de que. Juego de sustituir 
An por cero en ambos miembros de ln identidad (2), obtendremos
(Y -  \ \ )  . . .  ( r  - Y  =  Y" -  (8t)0 Y"- 1 +  . . .

. - .  +  < -D n-A fe-i)o y .
donde es el resultado de la sustitución Xn =  0 en sh. SimpJifi- 
cando ambos miembros por Y  (en base al teorema 3, § 4 del cap. 5, 
aplicado a <4 lA^, . . Y]), llegamos a la identidad
(Y -  X x) (Y -  X tí . . . (Y -  AV,) =

^ r‘-1 -  Wo y n-2 I - - - +  ( - l ) ”-1 frn-l)o. (3)
Comparando (2) con (3), llegamos a la conclusión, de que (sA)„, * • • 

. . . ten-Ou. *()n polinomios simétricos elementales de las n—1 varia
bles Aj* . . ., ATl .

Como, además, n es un autoinorfismo del anillo A [X\, . . ., X,J, 
entonces, cualesquiera combinaciones lineales de polinomios simé
tricos y ilo sus producios, de nuevo serán polinomios simétricos. 
Esto significa, que el conjunto de todos los polinomios simétricos 
forma un anillo, que es subanillo del anillo A fX\, . . X J. Nuestra 
tarca inmediata, es comprender la conformación de este subanillo.

2. Teorema fundamental de los polinomios simétricos. Resulta, 
que el método inás general do obtención de polinomios simétricos, 
es el siguiente. Hay que tomar un polinomio arbitrario g € 
6 A [Y{, . . Y n] y sustituir Y lt . . Y n por sly . . su1 res
pectivamente. Como resultado, se obtiene el polinomio

/  (A i, , , Art) — g (¿i (Aj, . . A„), . . . .  $t, (XA, . . A fr))

que es, por suplíoslo, simétrico.
Observamos también, que ei monomio Y}», . . ., Y}», que forma 

parto de g, al sustituir Y* =  sh (Xj, . . ., X n) pasa a ser un polino
mio homogéneo do A’,. . . X n de grado ¿i -j- 2í2 -f • • « -h 
por i'ii.i uto deg sh — k.

La suma íj +  2 +  nifl se llama habitualmente peso 
del monomio Y'* . . . Y'nn. Es natural considerar como peso del po
linomio g (Y,. . . ., Y„) al máximo de los pesos de los monomios 
que entran en g

La afirmación funda moni al acerca de los polinomios simétricos 
lo expresa el

teorema i Sea / t  a1[Ap,, . . A 'J, un polinomio simétrico 
de grido total m sobre el anillo íntegro A. Entonces y existe^ además es
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ú n i c o y u n  p o l i n o m i o  g  € A  \ Y U  , . Y n ] d e  p e s o  ni p a r a  e l  c u a l

f ( X ly . . X n) J„).
L a  d e m o s t r a c i ó n  s e  c o m p o n d r á  d e  d o s  p a r t o s .

I. DEMOSTRACION DB LA EXISTENCIA DEL POLINOMIO £ .  U t i l iz a iR O S
l a  i n d u c c ió n  p a r a  d o s  p a r á m e t r o »  n  y  tn  ( v é a s e  e l  § 7 d e l  c a p .  1 ). 
P a r a  rc *  1 , e l  t e o r e m a  e s  © v id e n te ,  p o r  c u a n t o  s } — X 3 y  /  ( X x) *=
— A  (« i) .  S u p o n i e n d o  q u e  l a  a f i r m a c i ó n  s o b r e  la  e x i s t e n c i a  d e  g  
h n  s id o  d e m o s t r a d a  p a r a  lo s  p o l i n o m i o s  d e  n  —  1 v a r i a b l e s ,  r a 
z o n a r e m o s ,  on  c a s o  d e  n  v a r i a b l e s ,  p o r  i n d u c c i ó n  p a r a  m  —  d e g  / .  
C o m o  p o r a  m  =  0  n o  h u y  n a d a  q u e  d e m o s t r a r ,  e n to n c e s ,  s u p o n e m o s  
m  >  0  y  c o n s i d e r a m o s  e s t a b l e c i d a  l a  e x i s t e n c i a  d o  g  p a r a  c u a l q u i e r  
p o l i n o m i o  d e  g r a d o  <  m .

S e a  a h o r a  /  L Y t , . . X n ) e l  p o l i n o m i o  s i m é t r i c o  d a d o  d e  g r a d o  
m . H a c i e n d o  X n —  0  t e n d r e m o s ,  p o r  p r e s u p u e s t o  d e  la  i n d u c c ió n

/  ( ^T i t  • * -t  0 )  =  g i  ( ( ^ i ) o '  • • t ( ¿ n - l ) o ) »

d o n d e  e s  a l g ú n  p o l i n o m i o  d e  A  { y \ ,  . . y a _ jl d e  p e s o ^  m  ( e l 
g r a d o  d e  / ,  c o n  l a  s u s t i t u c i ó n  X n =  0  p u e d e  m e r m a r ) ,  y ( * , ) 0> , . . 
. . (tfn « i ) o  s o n  p o l i n o m i o s  s i m é t r i c o s  e l e m e n t a l e s  d e  A’, ,  . . . 
. . . .  X n - !  ( v é a s e  (3 )) . A d e m á s ,  e v i d e n t e m e n t o ,  d e g  g 3 ( s L, . . .
— - -i D e  e s t e  m o d o ,  e l p o l in o m io

A  (ATi, . - .» X n ) =  /  (A ’j ,  . . X n) — g x ( ¿ i ,  . . « n- i )  l4 )

t i e n e  u n  g r a d o  t o t a l  e n  X x .............. X n n o  m a y o r  q u e  m y  ( c o m o  d i f e 
r e n c i a  d e  d o s  p o l in o m io »  s i m é t r i c o s )  e s  s i m é t r i c o .  A d e m á s ,  
A ( X l9 . . X n -j*  0 )  — 0 ,  d e  d o n d e  s e  d e d u c e ,  q u e  X n d i v i d e  a  
A ; A ="= X n f .  P e r o  e n  v i r t u d  d e  l a  s i m e t r í a  d e  A — a ” 7 i  =  
=  Árrn(„ ) ( j i ’ 1/°)» V n  £  S , | ,  o  s e a ,  A c o n t i e n o  o n  c a l i d a d  d e f a c t o r e s  
a  X 1} A*2, . . A #1, y ,  e n  c o n s e c u e n c i a ,  y  oJ p r o d u c t o  d e  Jo s  m is m o s
s n =  X xX 2 . . . X t l . A s í  p u e s ,

A (Xi ........... Xn) ~Sn- t 2<Xl .............. -V#f), (5)
d o n d e  f 2 e s  d o  n u e v o  u n  p o l i n o m i o  s i m é t r i c o ,  e s t a  v ez  d e  g r a d o  
d e g  A  =  d e g  A —  —  n .  P o r  p r e s u p u e s t o  d o  ín  i n d u c c ió n ,
e x i s t e  u n  p o l i n o m i o  g 2 ( y 3, . . . »  Y n ) d e  p e s o  <1 m  -  n , p a r a  e l  
c u a l  f 2 ( X k , . . X n ) =  g 2 ( # i ,  . . s n ). T e n i e n d o  e n  c u e n t a  (4) y
(5), p a r a  /  o b t e n e m o s  l a  e x p r e s i ó n

/  ( X l9 . . . ,  X n) -  g !  { s v  . . . ,  s n_ j)  4 -  s ng 2 («Vj, . . * ft) ,

y  l a  e x i s t e n c i a  d e )  p o l i n o m i o  g  ( y iT . , V n) -\ Y ng ,  ( l r T, . . . 
. . Y n ) d o  p e s o  ^  m ,  q u e d a  d e t e r m i n a d a .  C o rn o  d e g  /  — m , 
e n t o n c e s ,  e l  p e s o  d e l  p o l i n o m i o  g  n o  p u e d e  s e r  m e n o r  q u o  m  y , p o r  
Jo  t a n t o ,  e s  e x a c t a m e n t e  i g u a l  a  m .

I I .  DEMONfcTRACION DE LA UNICIDAD. S i  e x i s t i e r a n  d o s  p o l in o m io s
M u  ? 2 i d i s t i n t o s  e n t r e  s í ,  c o n  la  c o n d ic ió n  /  - -  a t  (.*..............................=
— g2 ( s l? . . , ,  e n to n c e s ,  t e n d r í a m o s  e l p o l i n o m i o  g ( Y t> . . .
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. . Y n) -- g¡ — gt =£ 0, para el quo g («,............*„) =  0. En
otras palabrón, a1,, . . sn resultarían algebraicamente dependien
tes sobre A , en el sentido do la definición del punto 2, § 2, del cap. 5. 
Mostremos (otra vez por inducción en /*), que esto no es así. Efecti
vamente, razonando a la inversa, elijamos un polinomio g (Y^ . . . 
. . Y n) de grado mínimo, que se reduce a cero con la sustitución 
Y* — «í'i- Considerando a g como un polinomio en Y„ sobre 
A [Y,, . . Y* J , b> escribimos en la forma
g (Y,, . . . .  Y j  (Y ........... Y ,.,) r  • • •

• • • -f g* (Y i« . . Y^y)  Y*, k = degn g .
Si gfi — L>. entonces, g ■= Y,,h, dundo h \Y ^  Ynl. Por
suposición ¿t,Jt ítfj, . s„) — 0, y como el anillo A IXx, . . . .  Xn]
es íntegro (teorema 1', § 2 del cap. 5), entonces, de aquí se deduco
ia igualdad h (sL* 0. Esto, sin embargo, es imposible,
por cuanto «leg h (Y,, . . YTI) =  deg g (Y*, . . Y„) — 1. Por lo
tanto, Hn^=0. Examinando ahora la identidad
gt) (*„ . . ., S,^y) I- . . . ~T gft ($l............*n-l) = g • - > ««)=0
en A IX,, . . A'n], sustituyamos A'„ por 0. Entonces, todos los
términos, excepto el primero, se reducirán a cero, y obtendremos

gu (UJo, • • -i {Sj.-lh)) — 0, 
donde . ., («r»-i)o 5500 polinomios simétricos elementales en
las variables Xt, . . Xn̂  (véase (3)). Ellos, por presupuesto de 
Ja inducción, son algebraicamente independientes sobre A.  Al 
mismo tiempo, tenemos gu 0. La contradicción obtenida concluye 
la demostración do unicidad, y, junto con ella, la de todo el teo
rema 1. |

Notemos, que la demostración de la primer parte dol teorema fue 
constructiva, y olla puedo ser utilizada para la búsqueda práctica 
del polinomio g. Además, de los razonamientos se deduce, que los 
coeficientes dol polinomio buscado g se encuentran en un subanillo 
del anillo A % engendrado por los coeficientes de polinomio /  dado. 
En particular, para A — t  los coeficientes de los polinomios i y g 
serán números en loros.

conoLAnío Sea / (X) =  X n -j- -b . . . 4- fln-jX b an
un polinomio unitario de grado n en una variable X sobre el campo P, 
que tiene n raíces r,. . . cn en algún campo mayor E zd P. Sea, 
luego, h (A'lT . . .  X H) un polinomio simétrico cualquiera de 
P |Xlt . . X,J. Entonces, su valor h (c,t . . ., cn), obtenido al 
sustituir X¡ por cit i ■= i, . . ., pertenecerá al campo P.

d e m o s t r a c ió n . De hecho, por el teorema fundamenta] s o b r e  los 
polinomios simétricos, existe un polinomio g (Yl, . . Y n) € 
6 P |Yi, • - Y J  tal, queh (XlT. . ., A',,) =  g (*! (X1} . . Xn) . . .
. . sn {Xy.............. X j). Por eso, h (r,..........cn) =  g (sy (c1% . - -
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. . ., c„)..........ifn (rx, . . . .  cn)), y puesto que, «lo acuerdo con
las formulas de Viole (12) § 1, sk (r,. . . ., c„) £ P,
entonces, también g (—<7t, . . (-- l )V j  6 /*. I

3. Método de los coeficientes indeterminados. Existen varias 
demostraciones distintas del teorema fundamenfal sobro los poli
nomios simétricos, y, respectivamente, distintos métodos de expre
sión del polinomio / dado, por medio do polinomios simétricos ele
mentales. A fin de describir uno de los métodos m:ís usados, intro
duzcamos un nuevo tipo de polinomio simétrico. Para precisión 
lomaremos en calidad de A el anillo'! o el campo ,ft. Sea v -= A’j*, ... 
. . . Xjj1 algún monomio. Convengamos en llamar a v monomio mo
nótono, si Designemos con S (v) la suma de
todos Jos distintos monomios de la familia de /¿I monomios del 
Upo Jir, rt £ Sn. Expresándolo de otro modo,

S (o) — 2  mí'ntSn/11
donde la condición a  £ H significa que n recorro el conjunto de 
los representantes de las clases adjuntas a la izquierda de n fí de 
grupo Sn por el subgrupo / /  — {t £ | t r  — v} (coiTOsponde re
alizar la senciilc. comprobación de que el subcnnjunLu U . determinada 
de este modo, realmente es un subgrupo). Por ejemplo,
Ph (AY . . ., X n) -  S  (XJO -  Xf +  X} ■ . . . -  Xft. k >  O, (6)
es Ja llamada suma de potencias. Aquí, evidentemente, H — *SrFl_l.
Luego, S (XjX2 . . . Xfc) -■ sh (Xl......... AY) (¿con qué coincido
aquí II?). Es claro, que S (v) es un polinomio simétrico homogéneo 
de un mismo grado total que v. Como S (r) — »S (<ru)t Va £ Sn, 
entonces, es natural considerar solamente las sumo* S u*) con mono
mios monótonos ». Por ol sentido, os claro la m bien (pie cualquier 
polinomio simétrico / sobre /l, os una combinación lineal, con coefi
cientes de A , do polinomios del tipo S (i>):

((-’)•
Hahitualmente, esta escritura se obtiene inmediatamente <«« ojo»). 
De este modo, lo taren so reduce a la expresión de 5 i o) por medio do 
polinomios simétricos elementales.

Convengamos en disponer los monomios en 5 \i>) en forma lexico
gráfico (por el principio de ordenación do Jos diccionarios), o sea, 
de tal manera, que el monomio v =  X;‘X^ . . . Xj;1 antecede al 
monomio (o, es mayor que el monomio) w — Á”{‘X^ . . . Xft» ir >■ ir) 
exactamente entonces, cuando la sucesión ?, i,¿—; 2, . . .
. . .. in — f n tiene la forma O, . . O, ty . . ., donde / > 0  (a la 
derecha de t pueden haber diferencias negativas i¡ f ). Natural
mente, el principio lexicográfico de ordenamiento de los términos se 
puede aplicar nú sólo con respecto a S (v)% sino que a cualquier poli
nomio /  6 A [XY . . ., Xn]. En el sentido lexicográfico, el termino-
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-superior (o primero) de la suma S (v) con monomio monótono i\ será 
v, Para el monomio monótono v =  . . . Aj* tenemos dere
cho ¡x considerar el produelo

í r ==*!, ‘ i**,,*'*;i . . .  í Js.j.i*"*»- * ,= * ( (X ,..........Xn). (7)

en ol cual el Lérmino superior resultará una voz más

r  «  XU-U (A'jAV*"4- . . .  (XL. . . A V ^ -.- in  (Xx . . .  x ny*
(a fin de obtener el lórmino superior en el producto, hay que tomar 
el término superior en cada uno de los factores). De aquí so deduce, 
que el término superior de la diferencia S (v) — gv% será menor que 
v. En consecuencia,

k.9 (p)—g 0 =- r̂, n ws  (íp) ,

donde £ 2 , y la suma se roaliza por el conjunto de los monomios 
monótonos w C  o. Las potencias totales de v y do todas las w coin
ciden.

Ahora so diseña el método siguiente de expresión de S (v) por 
medio de polinomios simétricos elementales. Sea dog v — m. Se 
toman todas las particiones «monótonas»

m )x -r /2 ! - • • •  +  /n. U >  /* >  • - * >  h  >  0.
del número cuten) m% tales, que w — X{*XJ« . . . X yntl C  i\ Se 
•examina el conjunto Aíp de la totalidad de tales monomios u,\ Paro 
cada w 6 Afr se conforma el monomio gw (véase (7)). Ya sabemos, que

244

donde nw son ciertos números enteros. Los coeficientes indetermi
nados n,n (y de ahí el nombre: método de los coeficientes indeterminados) 
se encuentran sustituyendo sucesivamente X l% . . . .  X n en (8) por 
algunos números enteros, liahituahnente. ceros y unidades. Los 
valores de gr, y S (tA son dados, y para nw se obtiene, notoria
mente, un sistema común de ecuaciones lineales.

KJKMPLO. X I  S  ( e )  =  p ,  ( .Y ,...............n  >  3 , -  s ? .

>/P 1 X\X+ X iX 2X9
S re I ®3

Eii este ca.*o, J«i ecuación (8) tiene Ja. forma 

P* =  *1 I I"
Si A'| ■= X 2 — t, X¡ — 0 para i >  2, colon coa, p 3 =  2, =  2, s2 =  1,
-Ss — 0. Y, si A*i — A'a — X 9 =  1, X¡ *  0 para i >  3, entonces, pz =  3,
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= 3, «2 = 3, «3=1. Del sisloma obtenido
2 -  ^  ' ff.2-1 -i- 6 *0,
3 = 3# -i- «.3-3 6-1,

bailamos a =  —3, 6 =  3. o sea, pa =  $J — 3«j«2 -- 3a3.

Para la expresión de las sumas de potencias ph (A"lt . . . .  Xn) en 
íorma de polinomios cu s.¿, . . ., sn se tienen fórmulas mas có
modas, llamadas formulas de New ton:

Pn — Ph-l*l 4  Ph-Í¿2 4  ■ • « 4  (—l)fr“l P\&U-\ ! < 1)'' k*h — 0
para i ^ k  ^  n\ (9)
Ph — Pft-1*1 4  Ph-t&2 4  • ■ • 4  (—í)n^1

p h T  ( — 1 ) " / > * - „ * „  -  0 (10)
para k >  n.

A fin de demostrarlas, utilicemos las evidentes relaciones
X ? - s tX r i 4  . . .  + í - i r v A  M - 1 ) X - 0 .  

que se obtienen ai sustituir Y  = X, en (3). iMulliplicando cada una 
de estas relaciones por XÍ“M (fc ^  n):

A f-s .X ? -1-!- . . .  ( -1 )X .V ‘ - " - 0
y efectuando Juego la suma por /d e  1 a />, obtenemos no sólo la 
fórmula (10), sino que también la fórmula (9) para k =  
=  n (Po ■= A'? 4  . . . 4  -X?, = w>. Examinemos, lu e g o ,  o! poli
nomio homogéneo .simétrico ¡h a de grado k n (U x ,  si fu „ — 
=  0):
fk,n (X1% . . .» X n) =  Pf,---pA-1^1 4  • ■ •

. . .  -  ( 1 4  . . I ( 1 )h ksk.
Utilizando la inducción en r — n — A, demostremos que „ es 
idénticamente igual a cero. Para r =  0, este herbó se acaba de esta
blecer. Haciendo Xn =  0 y observando que los así obtenidos poli
nomios simétricos (s/)0, (pt)a coinciden con Jos polinomios Sj y 
determinados para las n - 1 variables A',. . . Ar;,_, (véanse (3)
y (0)>, llegamos a Ja igualdad
}h,n (^l» * * •» Xn~ 1 0) —

=  (Pft)o — (Pk-i)o (*i)n 4  4  (—U '̂"1 («i,-^0 4
T" ( - - l/  k { s ti)o =  /*,„-! (Aj, • , A'„_,) — Ot

pues, n — 1 — k ■•= r — 1 <  r, y os aplicable el p reduplícalo do la 
inducción.

La relación f htn (X,, . . ., X n„u 0) — 0 muestra quo el poli
nomio fh n se divide por Xtt: f ittTi =■ Xnfi. Utilizando la simetría
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de fh, n (véase el correspondiente razonamiento en la demostración 
de la primera parte del teorema i), obtenemos

/*,„ «A',......... X„) =  *n (X, ............Xn) g {Xt ............ X,X
lo que es posible, sin embargo, sólo cuando g — 0, por cuanto tleg a„- 
-- w, y deg „ - A* C  Y bien, A.n =  0, y la demostración de 
la fórmula (OI ha concluido.

4. Dlscrini¡nantc de un polinomio. En el anillo P[X,, . . Xn], 
examinemos el polinomio

11 {Xt Xj)<
el que, evulen temen lo, se puede presentar en forma de determinante 
de Vandennondc

Ari-

1 1 i
x, X2 x
a;‘“ xt* ■ •. x¡

( H )

Como el determinante es una función antisimétrica de sus columnas, 
entonces, st (A„) — e^A,, es el signo de permutación ji 6 Sn. Pero, 
en tal caso, Af4 es un polinomio simétrico y, por el teorema fundamen
tal, él puedo sor expresado en forma de un polinomio en funciones 
simétricas elementales

A5 =  lí )*=Dís<*,............*„).
El polinomio Dis en s¡ (X\..........A'„). . . sn (X!ls . . .. Xn) se
liorna discriminante de la familia X y..........X n. Sus coeficientes,
evidentemente. pertenecen a 1.. Al sustituir -Y| por jr* £ F, i =  
1. 2, . , n ib' es alguna ampliación del campo P), so puede ha
blar del discriminante de una familia de culesquiera n elementos
riel campo F Si no lodos los j 1..........j:h £ f  son distintos, entonces,
el discriminante de esta familia se reduce a cero, por cuanto, por lo 
menos uno de los factores ** — será igual a cero. La propiedad 
del J)is de separar este caso explica el propio término discriminante.

Un inéLodo cómodo do obtención del discriminante se basa on la 
interpretación de Â  como el producto del determinante (11) por el 
determinante transpuesto: A* =  AtnS n (recordemos, que det lA — 
=  det A % para cualquier matriz cuadrada ¿4).

Operainlo de acuerdo con la regla de multiplicación de matrices, 
inmediatamente hallamos

n Pl Pz Pn-*
Pi Pz P3 •• Pn
P2 P.i P* * • Pn-i (12)

Pn-1 Pn Pn+I • ■•• Pzn-2
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donde pk son las sumas de potencias (ti) conocidas por nosotros. 
Calculando p k por las fórmulas recurrentes (9) y 1.10), llegamos a la 
expresión explícita de Dis (sít . . sn). En particular, />, =  sít 
p 2 ^  $1 — 2st , así que

Dis (í p
«i

*í —
(13)

Sea nos dado ahora el polinomio unitario
/  (X) -  X * +  Y"“l + a ^ X  4  a„ E P [X],

que tiene en P % o en alguna ampliación del mismo F, n raíces cJt . . .  
. . cn. Como sabemos de las fórmulas de Viele, a* ■= (— X 
X (Cp • « Cn)*

definición. El discriminante de la familia do raí eos clt . . . » cn 
del polinomio /, o lo que es equivalente, el valor del discriminante 
Dis (*p . . ., «„), obtenido al sustituir sh por (—l)kak, se ilama 
discriminante del polinomio f  y se designa con el símbolo D (/). Se 
llama también discriminante de ¡a ecuación algebraica

f  (x) =  xn +  -4 . . .  4  4- an = 0. (14)
Es claro, que D (f) £ P (recordemos, en relación con esto, el coro
lario del teorema 1). Como se ve de Ja definición de discriminante, 
es también legítima la

p ro p o sic ió n . D (/) — 0  si, y sólo si, la ecuación (14) tiene ralees 
múltiples (por lo menos una raíz de multiplicidad /c ^ > 1 ).| 

Teniendo en cuenta el corolario 2 del teorema 5 del § 1, tenemos 
ahora dos métodos, que no requieren salir fuera de los límites del 
campo fundamental F, para resolver si tiene o no oi polinomio :/£ 
€ P [Xl raíces múltiples. Tero, la importancia del discriminante 
no se reduce sólo a esto. Digamos, la fórmula (13). aplicada al tri
nomio cuadrado /  (r) =  X3 — aX 4* 6 con coeficientes realas a , 6, 
da D (/) =  a* 46, expresión conocida del álgebra o lomen tal. En 
particular, clel signo del D (f) depende el que las raíces de la ecuación 
x* +  ax 4  6 =  0 sean reales o complejas conjugadas.

En calidad de ejemplo calculemos también el discriminante de la llamada 
ecuación cúbica incompleta

¡ ( j )  -= r ' - L f l í f f t s  0  (15)

En el caso dado í 4 =  0 y el cálculo de pk por las fórmulas recurrentes da p. =  
=  ,«£ =  0, pt sj — 2s» -= —2a, p9 *= f  3*, =  —36. Ps, — s} —
— 4*fs2 4  4a,as -}- '¿si =  2a3. Por lo tanto, por la fórmula (\2) tenemos

DU)-~
3 0 —  2a

u

—  2a 1 
1

0»
 

lo R - 3 6

2a 2

=  —  V 3 — 2 7 / - i 10)

La expresión deD (/) adquiere un aspecto más complejo (en comparación con (1C>) 
en el caso de la ecuación cúbica completa *3 4  «i*a t  -i- <*3 =  0 , síij
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e m b a rg o , uno puede liberarse de su examen, lid como lo muestra el siguiente 
razonamiento general.

Pasemos del argumento x a -^L . Sustituyendo * =  y — en la
ecuación (14)), > usondo la fórmula binoniial. hallamos, que

-■ (vt -■ I ( v — ) =■- *" +  ■- • •• =  "• (17)
o sea. en la  n u e v a  e c u a c ió n  el coefic-ionte de y n~l  os igual a cero. Conociendo
la raíz y0 de la ecuación (17), hallarnos fácilmente también la raíz x0 =  Va — —
de la ecuación original (14). Por eso, sin limilación de generalidad so puedo 
consi doral* que <i| — 0.

Si se i lítenla hallar una fórmula general para la resolución do la ecuación 
(15) (lo que lograron los matemáticos medievales Esciplón del Ferro, Cardan 
y otros), entonces, obligatoriamente, el discriminante (16) entrará en juego 
(véanse las fórmulas (2), § 2 del cap. 1).

5. Resultante. La propiedad fundamental de D(f), formulada 
en Ja proposición del punto anterior, también se interpreta como 
criterio de existencia de raíces comunes (o de multiplicadores comu
nes) en el polinomio / y su derivada f . En la base de este criterio se 
encuentra, al fin de cuentas, el algoritmo de Euclides. Esto da moti
vo para suponer, que se tiene un criterio análogo que permite, en 
base a los coeficientes de dos polinomios cualesquiera /, g 6 P IX], 
resolver inmediatamente la cuestión de si tienen o no estos polino
mios multiplicadores comunes. Y bien, sean

/ (A') =  Oo-Y" 4  • • • 4 tfu-iX 4  am
g  <;v) -  b9X »  4  bxX n^  4  . . .  4  bm^ X  4  bm

dos polinomios con coeficientes en el campo P. Aquí n ;> 0, m >  0r 
pero no se excluye la posibilidad de que a<> =  0 o  bien 60 =  0.

DRPiNJCioN Se llama resultante Res (/, g) de los polinomios /  y 
g, el polinomio homogéneo (función polinómica homogénea) de sus 
coeficientes (de grado m con respecto a a0, . . . » o*, y de grado ir 
con respecto n bm) del tipo

«0 a l ♦ . - an
«0 o, . . . an

m filas

&i) a i an
l>0 I>1 . . . bM

bo b¡ . . .  bm
n filas

bo b¡ . bm
Esta definición de resultante contiene cierta afirmación acerca 

de los grados do ella como polinomio. Pero esta afirmación se derivo
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in media la mente de las propiedades de los determinantes: si so sus
tituye en las primeras m filas a, por ta¡, entonces Ues (//, g) =  
=  lm Res (/, g), después de lo cual queda por referirse al ejercicio 3 
del § 2 del cap. 5.

Deduzcamos ahora las principales propiedades de la resultante. 
Res 1. Ros (/, g) =  0 si% y sólo si, a0 — 0 ” • ¿>u, u si /  y g tienen 

multiplicadores comunes en P [A\l de grado >  0.
Convencámonos al principio de que la condición oa0 =  0 =  60, 

o que /  y g tienen multiplicadores comunes en P IXj de grado >  0* 
se cumple si, y sólo si, existen los polinomios / n g, no iguales o coro 
al mismo tiempo para los cuales,

fgi -r fig — 0, <U‘g A <  n, deg gx <  /w.. (18)
Efectivamente, sea /& — m.c.d. (/, g), deg h r> 0. Entonces, 

í  — hjxy g — —hgl y, en consecuencia, /A't +  gA ="r 0. Además, 
deg A <  deg g» <  a?í que tiene lugar (18). Rara <?0 — 0 -= 
podemos hacer A ”  A gi “T —g-

A la inversa, suponiendo con el cumplimiento de (18), que m.c.d. 
(A g) — 1, en virtud de la factorizabilidad de P (XI (véase el § 3 
del cap. 5) llegamos a la implicación /g, — —gA =>• /  IA« g I gi* 
Así que, d e g /<  «, deg g <  m, de donde a0 -  0 =

Demostremos ahora la equivalencia de las condiciones (18) y 
Res (A g) =  0. Placiendo

A ^  c9X*-' t  CeV-2 +  . . . +  *».„
gl =  ^O^rn”1 +  • • • ¿m-i

y calculando, por las reglas formales los coeficientes del polinomio 
fg i 4- Ag do grado » -j- m — 1, escribimos la condición (18) en 
forma de un sistema cuadrado homogéneo de ecuaciones lineales 
con (n m) incógnitas d t}, dly . . c„, rlt . . <*„_!.•

flpáo "4” * * * “I" &0CO =  Q»
a l ^ 0  T  M i H” • - • H“ 1̂̂ 0 T  ¿(A “  (19)

“I” “h ^0̂ 2 ~l“ • * • -I- ^ '2  ”  lh

El determinante de la matriz del sistema (19) (más oxac la mente, el 
determinante do la matriz transpuesta) precisamente coincide con 
Res (/, g). Por consiguiente, el sistema (19) tiene solución no nula 
exactamente entonces, cuando Res (/, g) — 0, y cualquier solución 
no nula lleva al par de polinomios Ai gn quo cumplo» la condición 
(18). |

Res 2. Sea que los polinomios f  y g se desagregan totalmente en 
multiplicadores lineales en P IX]:

/  (X) -  a0 (X -  «0 . .  . (X -  a„>, 
g (X) =  bt (X -  p ,)  .  . . (X -  pm).
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Entonces

Res(/, ¿rt-aj* | |  £ (« ,)= ( — | |  /(0 ,) =  «?■&? H
t " l  >=i i, .1

demostración Es claro, que las fórmulas aquí indicadas» si son 
corréelas, deberán tener carácter universal, independiente de los 
tipos particulares de polinomios /, g. Esta sencilla «filosofía», en 
cuya naturaleza no queremos aquí entrar, nos permite limitarnos a 
la consideración del <easo general» cuando, digamos, todosg (ocj), . . .  
. . g (an) y todos / <p|), . . ., /  (Pm) son distintos de dos en dos.

Luego, como Ues ¿r, /) — (—1)ww Ros (/, g) (véase la deíiui- 
ción), entonces, os suficiente convencerse de la voracidad de In rela
ción Res (/, g) — <7j* [I g (a¡). Con esto fin introducimos una nueva 
variable Y  y sobre el campo de las fracciones racionales P (Y) consi
deremos los polinomios / (X) y g (X) -Y. De la definición de re
sultante, donde hay que sustituir bm por bm — Y, se obtiene que

Res i/, g ~ Y) -  ( -1 )” an,Y" -f . . .  -f Ros (/» g)
es un polinomio do grado n con relación a Y con coeficiente superior 
(—D^nJ1 y con término independiente Res (/, g). Los polinomios 
/  (X) y g (X) - g (a¿) con La raíz comúu a¿ son divisibles por 
X — a,*. En virtud de la propiedad R esi, tenemos Res (/, g — 
—  g ( a * ) )  — 0 .

Por el teorema «le Dczout, el polinomio Res (/, g — Y) debe ser 
divisible por g (a<) — Y, i i ^  n. Como todos los g (ctt) son

n
distintos, entonces. Res (/, g — Y) = a? 11 (g (a{\ —Y). Para

4=1
Y  =  0 obtenemos la expresión necesaria.

Traslademos la definición do discriminantes, dada en el punto 4, 
al cuso de polinomios no unitarios, haciendo

D (/) =--a?"-2 | |  («j — a ,)2 =  [«?-1 11 (a, -  «,)12, a , *  0.
1̂ .?*: K¡

Ros 3. Tiene lugar la fórmula

D ( / ) - < _ 1 )  as R«s {/, i')- (20)

Efectivamente, de acuerdo con Res 2,

Pero
Res (/, =  li / '(a ,) .

t=t
r(ot¡) =  fl# |1 (« ¡ - a ,) .
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que es una consecuencia sencilla de la sustitución X — a¡ en la 
expresión general /'(*)=«• I  n a-oL j) ,ÍZi 1

n

obtenida por la diferenciación de] producto /  (X) =  a0j \  \X —
De esto modo,

Res(/, r )  = a¡n~l fl II ( « , - « , ) -i-J Ul
n ( n - l )  « ( « - ! )

= m - i )  2 ^ -* n  (*t -«/>*-«oí-i) 2 d u ). ijr< i
La fórmula (20) brinda una expresión explícita para el discrimi

nante.
EJERCICIOS

1. Con ayuda de las fórmulas de Nevirton (9), (10), mostrar, que
P -l
2  <m

f —t (mod p), si m se divido por p —1, 
l  0 (mod p), si i r  no so divide por p —1 .

2. Sean, cxt elt c., raícos complejas dol polinomio P  -  X -(- 1. ¿Qué
se puede decir sobre la ampliación Q (c*í +  +  **!)?

3. El polinomio /  (Xlt . . Xn) sobre el campo P, de característica ^ 2 ,  
se llama antlslmétrlco (o alternativo), si (nf) (Xt, . . ., Xn) =  cn/ (X,, . . ., Xn), 
Va 6 (como siompre, en es el signo de la permutación). Como ejemplo do 
polinomio antiai métrico, puede servir An J j  (Xt — X f). Mostrar, que cual-

3uier polinomio anLisimétrico / £ P [Xt, . . Xnl tieno la forma / »  
onde g es un polinomio simétrico. {Indicación. Considerar /  lomo un poliuomio 
con relación a Xn con coeficientes en P (X,, . . X»,_tb Prestar atención 

a que, en virtud de la antisimotrín / =  O cuando Xn =  x n^  y, en consecuencia, 
/  es divisible por Xn — Xn_t).

4. Usando la propiedad Res 2 y el hecho He la existencia del campo de 
descomposición de un poliuomio (véase el teorema 2 en el parági*afo siguiente), 
mostrar que

Ros (te, >0 =  Ros (/. &)• Res te, h).
5. Del ejercicio 4 y de Res 3, deducir la fórmula:

D (fg) = D( f ) D( g)  [Res (/, g) 1».
6. ¿A qué es igual la resultante Res (/ (X), X — 1)?

*(n~l)
7. Mostrar que D (Xn +  «) =  (—i) * nnan~K

3. S ea /(X )—Z ^ + Í w + -  +  1. Empleando la relación X*»—1 «(n-l) (n-2
— (X — i) /(X ) y el ejercicio anterior, mostrar que />(/)=*( —1) 2 x
X »*-*.
1 6 - 0 3 9 2
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§ 3. CIERRE ALGEBRAICO DEL CAMPO C

1. Formulación del teorema fundamenta). Sean, P uri campo y 
/ un polinomio arbitrario sobro P , Como ya se indicó en el punto 2
del § 1, la conduela de la función polinómica /; P -* P , asociada
con /. depende esencialmente del campo P. En particular, Im / =  P, 
si, en cuan lo deg / >  0 y con respecto a P es aplicable la siguiente

d e f i n i c i ó n  El campo P so llama algebraicamente cerrado, si 
cada polinomio del anillo P [X] se descompone en factores lineales.

Esto mismo se puede oxpresar con otras palabras: El campo P es 
algebraicamente cerrado, si son. irreducibles sobre P solamente lospofi- 
nomios de grado 1 {polinomios lineales).

Si cualquier polinomio /  6 P IX] tiene en P por lo menos una raízf 
entoces, el campo P es algebraicamente cerrado. Efectivamente, enton
ces /  (X ) =  (X - a) h (X), a 6 P> h 6 P [X], pero, por condición, 
para el polinomio h en P también existe, por lo menos, una raíz, o 
sea, h (X) (X — b) r (X), b ^ P, r 6 P [X]. Continuando este 
proceso, llegamos ai fin de cuentas a una descomposición total de /  
en factores lineales. Como /  es un polinomio arbitrario, entonces, el 
campo P satisface la definición de cierro algebraico.

Aunque es legítima Ja afirmación de que, para todo campo P
existo una ampliación P zd P, quo os un campo algebraica mente 
cerrado {teorema de Steinits)t en un principio no sólo es difícil com
prender la construcción do una ampliación algebraicamente cerrada, 
sino que también la propia ¡dea de tal ampliación. Por eso es más 
grato, que disponemos, de hecho, do un ejemplo claro y muy impór
tenlo de campo algebraico cerrado, tal como lo dice el llamado «teo
rema fundamental dol álgebra». Precisamente, es correcto el 

t e o r e m a  i. El campo de los números complejos C es algebraica- 
mente cerrado.

Formulemos do nuevo esta afirmación fundamental, ahora ya en 
términos de raíces:

Un polinomio arbitrario f  (X) de grado n ^  1 con coeficientes com
plejos (o reales), tiene exactamente n raíces complejas, teniendo en 
cuenta sus multiplicidades.

El elevado título de «fundamental» el teorema 1 lo obtuvo ya en 
Jos tiempos cuando la resolución de ecuaciones algebraicas era una 
de las principales ocupaciones de los algebraistas. En nuestros días, 
el teorema 1 es una do Jas afirmaciones ordinarias, aunque importan
tes.

Por primera vez la demostración rigurosa del «teorema funda
mental» fue propuesta por Gauss <n 1799. Desde entonces, han apare
cido muchas variantes de demostración, que so distinguen entro sí, 
digamos, por el grado de su algebraicidad. La necesidad de apoyarse 
en las propiedades de continuidad de los campos IR y C (de otro modo:
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en la topología de los misinos) se manifiesta de una u otra forma; 
existe incluso una demostración muy brove no algebraica, basada en 
el relativamente profundo concepto de función analítica de variable 
compleja. A continuación se expono una demostración que, por su 
espíritu, es la más algebraica de todas las «accesibles a nosotros. Lo 
más natural sería quizás, una demostración que utilizase los medios 
de la teoría do Galois, pero nos limitaremos a esta breve mención.

La parte no algebraica de !a demostración del teorema 1, se 
reduce a los dos lemas siguientes.

l e m a  t. ( s o b r e  e l  módulo d e l  término superior). Sea

} (X) =  a0Xn 4- a i*"-1 +  . . . +  1* <in (i)
un polinomio de grado n ^  í con coeficientes complejos arbitrarios. 
Entonces, para la aplicación polinómica z -* / (s) del campo €  en 
,9Í mismo, se puede indicar un número positivo r £ Jl tal, que para 
| z | >- /* se cumplirá la desigualdad

| a¿Zn I >  I 4- . . . -|- tfn-!" -r an I*
demostración llagamos A — máx (| a, |, . . ., | an |) y r —
A= -— r 4- 1. Si se toma | z | >  r >  1, entonces, obtenemos | aQ | >• II «o l

>  , de donde, de acuerdo con las reglas de las operaciones
con los módulos de los números complejos (véase el § 1 del cap. 5), 
tendremos,

l*o2n| i*ol l*ln>
A | zu A | z | ^  — 1) _  

lr í-1
. . .  + |* | +  1 )>  |a t | . . .  4-|tf„-il |*| +  |fl„| +

= |«13r‘“I| 4- ... +|fln-ia|-rl«.l>|fl1*M'1+ ... H + I
corolario Sea que el polinom io (i) de grado n ^  1 tiene coeficien

tes reales. Entonces, para lodos los t alores de x £ R, suficientemente gran* 
des por su valor absoluto, el signo (del número real) J (a) coincide con 
el signo del ^término superior» a^r71. |

lema 2. El polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene, 
por lo menos, una raíz real.

d e m o s t r a c i ó n . En v i r t u d  d e  q u e  n es  i m p a r ,  e l  t é r m i n o  s u p e r i o r

de la aplicación polinomial /: K —* IR tendrá distintos signos, 
según sean positivos o negativos los valoies de / ( :  ,H. lomando 
estos valores do r lo suficientemente grandes, por su< nmgni ludes 
absolutas, podemos afirmar, do acuerdo con el corolario del lema 1, 
que también f  (x) tendrá distintos signos. Si, por ejemplo, a0 >  0, 
entonces, /  (—r) <  0, y /  (r) >  0, donde r es un número real, to
mado do la demostración det lema Del curso de análisis inato-
16*



R A ÍC E S  D E  LO S P O L IN O M IO S [CAP. 6244

mático es sabido (y esto no es difícil de demostrarlo inmediatamente),
que la aplicación polinomial /  es continua (de otro modo: la función 
racional entera x /  ((*), es continua). La función continua /  tiene 
íu propiedad de tomar, en el intervalo —r ^  x r, cualquier valor 
intermedio entre /  (—r) y f  (r). En particular, para algún c con 
| c | ^  r será /  (c) =  0. El mismo razonamiento sirve para aQ <C 0 . |

Con esta afirmación geométrica e intuitivamente clara, nuestros 
razonamientos algebraicos concluyen. La etapa siguiente la lleva
remos a cabo en un contexto que no tieno relación directa con C, 
y presentaremos una estructura que es interesante por sí misma.

2. Campo de descomposición de un polinomio. Como frecuente
mente sucede, una «mirada desde afuera» a un jeinplo muy cono
cido, brinda la posibilidad de comprenderlo mejor y de pasar a gene
ralizaciones razonables. Recordemos la realización del campo C 
en forma de anillo cociente DI [z]/(x2 +  1)R [X] (toorema 6, § 2 
del cap. 5). Sustituyendo aquí R por el campo arbitrario P, y X* 4- 1 
por cualquier polinomio / 6 P [XI, llegamos al «anillo de clases de 
restos por el módulo (/)» o, lo que es lo mismo, al anillo cociente 
P [X]/(/), donde (f) -  / .P  [X] es un ideal en P [X], El ideal (/) 
está compuesto de lodos los polinomios divisibles por / y es, de 
acuerdo con el corolario del teorema 5 del § 2 del cap. 5, el ideal 
más general en P 1X1, La analogía entre los anillos Z y P (X] se 
hace extcnsible a los correspondientes anillos de las clases do restos 
Zn — Z/(rc) y P [X)f(J). Es útil repetir las principales etapas de lo 
construcción de Zn en el § 4 del cap. 4.

Sirven de elementos dol anillo cociente P [X|/(/) las clases de
restos g — g H- _(/)« cada una de las cuales puede ser expresada en 
la formar r -4- (/), donde deg r <  deg /. Como en el caso de Z, sirve 
de de mostración la misma división con resto: si g — gf 4- r, enton
ces. g d- (/) =  r 4- £/ T ( | )  =  r- |* (/), por cuanto qf 6 (/)• Es fácil 
observar que los elementos a, a (¡ P, forman en P fX]/(/) un suba
nillo isomorío al campo P. Luego, la reducibilidad del polinomio / 
sobre P, o sea, la posibilidad de escribirlo en forma de /  =  f j 2% 
donde f ¡CP  IX] y 0 C  deg /* <  deg /, implica la existencia de 
divisores no triviales descero en ÍXl/t/); precisamente, /) # 0 ,
i — 1. 2, pero, 7i/a =  J j 2 =  /  =  0.

Supongamos ahora que f  os un polinomio irreducible. Si deg 
r <  deg / (r ^  0), entonces, el m.c.d. (r, f) =  1 y wr +  vf =  1 para 
algunos u, v 6 P IX] (véase el teorema 3 del § 3 del cap. 5). En otras 
palabras,

{r +  (/)} {k 4- U)) =  ru -f (j) =  1 — uf +  (/) =  1 +  (/), 
do donde

ru — ru =■ 1.
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Por consiguiente, cualquier elemento r 0 tiene en P lX]/(f) su 
recíproca u — r*1. Esta observación muestra que, en el caso de un 
polinomio /  irreducible, el anillo cociente P \XV(f) es un campo, 
contenedor de un subeampo isomorfo a P.

Prestemos atención al elemento especial .Y 6 P í Y ].'(/). Para 
cualesquiera a07 alt . . ., am £ P tenemos

2  5 » ^ -  2  <«» +  (/»{*■+(/)}" =
A « 0  A

-  2  {«*+(/)) {** +  (/))=  12  •kXk ¡ - (/)
A A A

En resumen, si g (Y) =  2  6 P [Yl, entóneos, g ÍY) =  g (Y).
La escritura g (Y) tiene, por supuesto, sentido cuando P se identifica 
con el campo a él isomorfo, contenido en P (Yl/(/). En particular,

/  (Y) c= JJX) - / + ( / ) «  (/) =  Ó,
o sea, el elemento Y £ P [XV (f) es raíz del polinomio (/).

Así, es legítimo eJ
t e o r e m a  2. El anillo de las clases de restos (an illo cociente) P \X]f 

resulta un campo st, y sólo si, /  es un polinomio irreducible sobre P, J  
c o r o l a r i o .  Para cualquier polinomio irreducible /  (Y) sobre el 

campo P existe una ampliación F P en la cual /  (Y) tiene, por lo 
menos, una raíz. Como F se puede tomar un campo isomorfo a P [X]i(f). |  

De acuerdo con la terminología establecida, e s  aceptado decir 
que la Ampliación F so obtuvo adjuntando n P una raíz c del polino
mio /: F =  P (c). Con esto, /  (Y) =  (Y — c) g (Y), donde g 6 F [Yl. 
Se nos ha presentado Ja posibilidad real de construir la ampliación 
del campo P, en el cual el polinomio / so descompone totalmente 
en factores lineales.

definición. Sean, P un campo y /  un polinomio unitario (no 
necesariamente irreducible) de grado n de P fY). Entonces, la 
ampliación F zd P se J Ja ni a campo de descomposición de j  sobre P,
si /  (Y) =  (Y -  cJ . . .  (Y -  cn) en /  [Yl y F -  P (r,............c„),
o sea, F se obtiene de P con la adjunción d e  las m ic o s  q ,  . . . ,  cn 
del polinomio /.

t e o r e m a  3. Para todo polinomio unitario f  £ P IX] de grado 
n :> 0 existe por lo menos un campo de descomposición.

d e m o s t r a c ió n . La c o n d ic ió n  d o  u n i t a r i e d a d  n o  e s  e s e n c ia l  y 
se usa s ó lo  para c o m o d i d a d .  Sea

/  (Y) -  U (X) . . . fT (X)
una descomposición de /  cn factores unitarios irreducibles en P (Y). 
De acuerdo con el corolario del teorema 2, existe una ampliacióu 
Pi z>P, en la cual se tiene por lo menos una raíz del polinomio f t.
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Esta raí/ c{ será, por supuesto, también raíz de /. Sea que se halló 
la ampliación Ph ^  . . .  id Py => / \  sobre la cual /  tiene la descompo
sición

í (X) -  iX -  <4) . . . (X -  o,) g, (X) . . . 6' (X)
con k (no necesaria mente distintos) factores lineales, k <  n. Utili
zando do nuevo o! corolario del teorema 2 respecto al campo Pk 
y al polinomio unitario irreducible g1 £ Pu ÍX], construimos oí 
campo zj Ph> que permite desprender el factor lineal X  — ch-m 
con ch+1 <z Ph** del polinomio f*i (X), y, en consecuencia, también 
del polinomio / (X). Si continuamos operando de un modo semejante, 
llegamos a la descomposición total dei polinomio /  en sus factores 
lineales .“obre alguna ampliación Pn zd P. Bien Pn, bien algún 
subeambio suyo / \  será precisamente el campo de descomposición 
para /. No se excluye, que F coincida con P. |

T.,a demostración del teorema 3 contiene demasiada arbitrariedad, 
como para hablar do la unicidad dei cumpo do descomposición de 
polinomio /; y, aunquo de hecho el campo de descomposición, con 
exactitud basta el isomorfismo, está definido unívocamente, demos
trar esto es bastante difícil. No nos os necesaria, por el momento, 
esta propiedad complementaria dol campo ,de descomposición.

ejemplos. i> El cumpo cuadra tico es eT campo de descomposición
del polinomio K z — d.

2) Si se agrega a Z.¿ la raíz 0 del polinomio irreducible X2 4* X +  1, enton
ces, se obtiene el campo Za (0) =* {(). 1, 0, 1, -H>} de cuatro clemontos, iso- 
niorfo, tanto al campo Z2 [Xj/(Xa X -l- 1), como al campo GF (4) del punto 0, 
|  4, cap. 4. Observemos, que X2 4- X +  * =  (X — 0) (X — 0*), o sea, Z2 (0), 
es el campo de descomposición dol polinomio X2 4“ X -+■ i.

3) El polinomio X2 4- t  no sólo os irreducible sobro R, cuando su campo
do descomposición sea C, sino quo sobre algunos otros campos, por ejemplo, 
sobre Z3. sea O* — l (si so desea, 0 =  X  +- (X2 4- i) Z¿\X)  es un elemento 
del campo do las r.lasos do restos Z3 [X|/(Xa -|- l)). Como Xa 1 — (X — 
— 0) (.Y — 04, calóñeos, Z3 (0) =  (a -f* W)  a, b 6 Z%) es el campo de des
composición pura X2 4- 1 sobre Z3. A proposito, Z3 (0) os Isomorfo al campo 
de matrices !|_y, í||| , a, ó 6 Z3, del ejercicio 13, § 4 del cap. 4. Ho aquí,
la aplicación correspondiente: a -h 60 a ?|| 4- b (L? ¿|| . Preste
mos aleación al hecho, de que Za (0)* — (X). l  +  0X* =  —0, X3 ■=

1 — 0. X1 - —1. X* =  —1 — 0, Xfl = 0, X7 -- — 1 4- 0, X® =  1, o son, el 
grupo mullíi'licai.ivi) del campo Z3 (tí) no es solamente aboliano, sino que tam
bién cíclico.

4) De nciiordo con el critorio do Ei/ouslilein, el polinomio X3 — 2 es jrre- 
duciblo soleo (Q. Como no todas sus raíces son reales, ontonces, Q (}/2) no 
puedo sor campo do descomposición, De hecho, de campo de descomposición 
para X3 — 2 sirve Q (j/T, e), donde e es la raíz primitiva de potencia 3 de 1:

X ’— 2=s (X — Vz )  (X —e f 2 )  (X —ea f l ) .
3. Demostración del teorema fundamental. Del punto anterior, 

solamente nos son necesarias la definición de campo de descomposi
ción y la afirmación del teorema 3.
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De acuerdo con la observación hecha inmediaLamenie después 
de la definición de campo algebraicamente cerrado, es necesario 
establecer la existencia de por lo monos una raíz compleja del poli
nomio (1). Supongamos primeramente, que todos sus coeficientes 
son reales, además, sin limitación do generalidad, consideraremos 
que a0 — 1, an 0. Soa

deg /  ~  2TOn0.
donde i»0 es un número entero impar. Si m =  0, entonces, por 
el lema 2, el polinomio / tiene raíz, incluso real. Aplicando la 
inducción en m, supondremos que el teorema lia sido demostrado 
para todos los polinomios con coeficientes reales, la potencia de 
los cuales tiene Ja forma 2m/n0, con m' ^  m * 1 (para el factor 
impar n0 no se establece ninguna limitación).

Examinemos el campo de descomposición F del polinomio 
(X2 H- 1) X / (X), existente, por el teorema 3, y contenedor de C 
en calidad de subcampo. Soa w2* • • •> u«» las raíces del polinomio 
/  en F. Consideremos en F los elementos

vtj  =* uiuj  4* a (u/ +  w/)f 1 * <  í  ^  n, (2)

donde a es algún número real dado. Hubiese correspondido oscribir 
vfj (a), pero no lo haremos, para no complicar los símbolos. El 
número nf de los elementos del tipo (2) es igual a

» • - ( ; ) - ( 3 )

donde n '0 es un número entoro impar.
El polinomio/.w« n 1- •••

del anillo F [XJ tiene grado n \  y sus raíces, por definición, son 
todos elementos de (2). De acuerdo con las fórmula* de Vieto (12) 
del § 1, los coeficientes ólt . . ., ¿v del polinomio f„ (X) serán, con 
exactitud hasta el signo, funciones simétricas elementales sh de vi}. 
Sustituyendo en (¿>ia, i>|*, . . ., yn_x n) Jas expresiones de los ele
mentos v¡j a través ele ult . . u„t obtenemos Ja función
hh (u„ . . un) =  s* (. . u,uj +  a (u, +  u.j), . .), fe =  1........n',
que también es simétrica. Efectivamente, para cuulquior permuta
ción n 6 Sn ($n es un grupo simétrico de grado n) tenemos

n v u  =  u *t(n)u n ( f ) +  « (tt.-t(i) +  U tt i j ) )  =  nji(, <(;>

(o vn(j) n(i)t si n (i) >  n (/)), así quo ji induce ln permutación ji 
en un conjunto de elementos del tipo (2). En virtud de la simetría, 
¿fc (̂ 12» 1̂2) • * •> n) no varía con la permulacióii He los argumen-
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tos, por eso
(ji un)**4k(jW|* m>,3, . . . ,

~ (̂ 12» 1̂3» •••• ^n-I, n) = ^ h  (bit •••* **n)-
Notemos, que h* (u1# . . i¿„) es, cuando X¿ =*■ i »  1, . . r¿,
el valor deJ polinomio simétrico hk (XL, . . . » Xn) con coeficientes 
reaies que dependen solamente de a 6 R.

Por el teorema fundamental de los polinomios simétricos (teore
ma 1 del § 2), existirá un polinomio gfc (Y x, . . Y*) con coeficientes
reales tal, que hk (Xlt . . ., X n) =  gh (s1 (Xx, . . Xn), . .
. . sn (Xn . . Xn)). En consecuencia,
(—1 )kbk *  K  (un . . . » wn) =  gh (s1 (un . . un), . . .

. . an (wj, . . un)) «  (—aít . . ., ( -1 )B an) 6 R
(recordemos, que at son los coeficientes del polinomio unitario 
/ € R [X], considerado).

Y bien, los coeficientes bh del polinomio fa (X) resultaron reales 
para cualquier a 6 R. Gomo deg fa = rí — 2m-1 rej (véase (3)), 
entonces, por presupuesto de la Inducción, /a tiene por lo menos una 
raíz compleja, que, por supuesto, debe coincidir con uno de los vt¿. 
Modificando el parámetro afffl, que se encuentra a nuestra dis
posición, obtendremos otros polinomios fa (X ) con coeficientes 
reales. Pero, a cada uno de ellos, le corresponde un par de índices 
i < J  (dependiente de a) tal, que el elemento =  UtU¡ 4- 
4- a (ut +  Uj) 6 F está contenido en el subcampo C del campo F.
Como los distintos pares de índices i <C j  son en total j, y los
números reales a 6 R son infinitamente muchos, entonces, se en
contrarán dos números reales distintos a, a' , con un mismo par de 
índices correspondientes, digamos, i =  1, / =  2 (esto es cuestión 
de cómo se numeran las raíces ux, . . . .  para los cuales

Wjut -f a (ui -f- u j  =  c,
uxu2 4- («i +  u4) =  c \ a ^ a \  (4)

serán números complejos. Del sistema de ecuaciones (4) se deduce, 
que también

“i +  « 2 = T Írf - i
pertenecen al campo C. En tanto esto es así, los elementos u19 u% 
verán raíces del polinomio cuadrado

(A' — wx) (X — ua) =  X2 — (ux 4- u2) X  +  uxu2
con coeficiente* complejos. Por las fórmulas conocidas

u2 =
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así que uJt u2 también resultan ser números complejos. De este modo, 
para el polinomio examinado /  (X) con coeficientes reales, se han 
hallado incluso dos raíces complejas.

Sea ahora
í  (X) =  a0Xn + a j ”- ' +  . . . +  a ^ X  +  a,

un polinomio de grado n con coeficientes complejos arbitrarios 
(puede considerarso aQ =  1), pero esto no tiene importancia). Susti
tuyendo todos los at por los números complejos conjugados, obtene
mos el polinomio

f  (X*= a0Xn =  a{X n~l -i- . . .  -|-a n.iX  an. 
Introduzcamos el polinomio

* (X) =  /  (X)~(X)  -  « X »  -r elX ^  +  . . . +  
de grado 2n con coeficientes

?k= 2  «i««. * = 0 , 1.........2n.i+}•=*
Como 1» operación do conjugación z*-> z es un automorfismo de or
den 2 del campo C (teorema 1, § 1 del cap. 5), entonces, ek *= 
— ataJ — ¿A» y ©sto significa, que e* 6 IR. Por lo demostrado,
el polinomio ¿(X)con coeficientes reales tiene por lo menos una raíz 
compleja c:

/<*)•/>) -  «(*) -  o.
De aquí se deduce, que bien / (c) *= 0, y el teorema queda demos
trado, bien /  (c) = 0 ,  o sea, á„cn +  ñjc”-1 +  . . . +  +  ün =
*= 0. Aplicando a ambos miembros do esta igualdad el automorfismo 
de la conjugación compleja, obtenemos -|- alcn~l H- . . .
. . • +  an-ic + dn -  0, o sea, /  (c) *■= 0. |

El cierre algebraico del campo C (y también el hecho de la exis
tencia del campo de descomposición del polinomio) es cómodo 
usarlo en la resolución de distintos problemas.

EJEMPLO. Sea, S 0 (/) ©1 conjunto do todas las raíces disi hit os del polino
mio /  £ C (XJ, y Si  (/) el conjunto de todas sus «unidades»:
=  1. Sean ahora /  y g, dos polinomios cualesquiera de C [XI. Es necesario 
mostrar, quo

5» i!) =  S0 te). S, (f) — 6\ {g) f  (X) -  S (A').
Gomo, ovi den teniente, S0 (/) f1 6\  (/) =  0 ,  entonces, de acuerdo con los 

resultados del § 1, es suficente mostrar que l S 0 (/) U S{ (/) > ;»  1, donde
n =  deg /. Por el teorema 1
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donde
=  \S9 (/) u 5 , (/)I.

i>e .u'uünlo con td teorema 5 dol § 1, tonomos

f (XY =  (l ( * ) - ! ) '  =  |J ( X—e¿)‘{~1 |"| ( X - i j ) li ~ l h(X),
;=i

de modo quo (u — v) -l- (* “"!* )—£  (*i ~  *) +  ̂ ](*y ^  D <  deg /  (X / — 
* h — 1. En consecuencia,

v +  p ^  n -| 1.

$ 4. POLINOMIOS CON COEFICIENTES REALES

1. Descomposición en factores irreducibles en R IX1. Del teo
rema 1 del § o so deriva quo cada polinomio /  de grado n en C [X] 
puede ser escrito yt además, do uu modo único (con exactitud hasta 
la permutación de los faclores) en la forma

f  (X) -  a (X -  cf) (X — r.¿) . . . (X -  cH),
donde a 0, c,, . . ., cn son números complejos. Sea ahora /  (X) =  
=  Xu H- «¿X*1-1 -f* • • • +  <hi-iX -f tin un polinomio unitario con 
coeficientes reales aJf . . a„ y c alguna raíz comploja del mismo: 
c — u -i- ú*, v ?¡= 0. Aplicando a la relación /  (c) =  0 el automorfis- 
ino de conjugación compleja, tal como hicimos en la demostración 
de? teorema 1 del § 3, obtenemos que también /  (c) 0, por cuanto
a¡ — af. Por consiguiente, / (X) es divisible por un polinomio de 
segundo grado
g (X) -  (X -  c) (X -  c) -x Xa -  (c + c) X + fe =

=  X* -  2uX +  (u2 +  i;4)
con discriminan tu negativo D (g) — 4t¿- — 4 (w2 — i?2) =  —4ys C  0. 
La condición J3 (g) <  0 es necesaria y suficiente para que el poli
nomio cuadrado g 6 K IX] sea irreducible sobre IR.

Si, Juego, k  es la multiplicidad do la raíz c del polinomio f (X) 
y l <^k os Ja multiplicidad de la raíz r, entonces, /  (X) se divide 
por el polinomio de /-ésimo grado g (X):

/(X ) ~ g ( X ) ' q ( X ) .
EL cociente q (X) de dos polinomios de IR [XJ también será polino
mio de R [XJ, además, para k ;> l elelemento c £ C será su raíz 
de multiplicidad k — ¿t mientras que c no es raíz. Vimos, sin em
bargo, quo oslo no es así. Por lo tanto, k = l (la suposición l ^  k  
se examina análogamente), o sea, las raíces complejas de cualquior 
polinomio de /? [A] son conjugadas de dos en dos. Llegamos a la 
conclusión de que para los elementos del anillo factorial 5t [XI 
es legítima la siguiente afirmación.
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t e o r e m a  i Cualquier polinomio unitario /  £ .71 [XJ de grado n 
se descompone de un modo único (con exactitud hasta el orden de los 
factores) en el producto de tn ^  n polinomios lineales X  — ciy que 
corresponden a sus raíces reales <?,, . . cm, y de (n — ni)<2 polinomios 
cuadrados, irreducibles sobre IR y correspondientes a los pares de raíces 
complejas conjugadas. |

o b s e r v a c i o n e s  1) Un polinomio irreducible do IR IXJ bien os 
lineal, bien es cuadrático, con discriminante negativo.

2) En las designaciones dol teorema t tiene lugar Ja relación
n -m

L U j ) ^ ( - i )  2 \D(f)\,
o sea, el signo del discriminante queda determinado por id número 
de pares (le raíces complejas conjugadas. Ehta relación puede obte
nerse directamente do lo definición de discrimina uto. o bien con 
ayuda de la fórmula contenida en el ejercicio ,r> del § 2.

3) Las fracciones racionales elementa los en eJ campo IR (.V) 
tienen la forma (9) del § 4, cap. 5.

2. Problema de localización de las raíces de un polinomio. Exa
minaremos el polinomio / 6 IR 1X1 como una función de valores 
reales x - * f { x )  del argumento real x, representando la última con 
una gráfica en el plano con el sistema de coordenadas cartesianas 
xOy. A las raíces reales del polinomio f (x) (o a Jos ceros de Ja fun
ción /  (x)) responden las abscisas de los puntos de intersección de 
la gráfica con el eje de las x.

La primer cuestión importante, con la que liabitualmonte se 
tropieza en la práctica, so refiero a los límites de las raíces reales, 
o sea, al intervalo a <. a: <2 ó, dentro del cual deben estar todas las 
raíces reales del polinomio / dado. Hablando con propiedad, del
lema 1 del § 3 ya sabemos, que para | x [ 1 («o 03 *■'!\an I
coeficiente superior, A =  máx (| «i |, . . ., | an |}) la función / (x) 
no so roüuco a cero, incluso sí pasáramos al plano complejo. En los 
ejercicios 1 — -i se indican límites más exactos para las nucos.

El problema más general de localizíición (separación) de las raíces 
de un polinomio consiste en indicar para cada una de las raíces 
reales el intervalo dentro del cual se encuentra solamente una raíz 
real. La primera resolución satisfactoria do este problema, aunque 
un poco voluminosa, fue obtenida por Slurni en 1329. Nos limita
remos a la demostración de resultados más parciales, teniendo en 
cuenta, que la resolución total del problema de localización de las 
raíces (especialmente si se consideran todas las raíces, incluyendo 
las complejas, cuando no so habla de intervalos sino que de domi
nios sobre el plano complejo C) se obtiene a un precio muy alto, y 
su simplificación para unas u otras ciases especiales de polinomios, 
es objeto de particular preocupación de los especialistas. No nos
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referiremos en absoluto acerca de los métodos de cálculo de la «raíz, 
localizada» con un grado do oxactitud dado. La moderna matemática 
de com putación dispone de un amplio arsenal de medios para este 
fin. Entrar en detalles aquí, sería inoportuno.

Felizmente, en muchos casos puede ser suficiente un cuadro- 
cualitativo «aproximado de la ubicación de las raíces. Una infor
mación fundamental brinda la construcción de la gráfica de la fun
ción x - * f ( x ) ,  cuyos valores fueron calculados (por ejemplo, con 
ayuda del esquema de llorner) aunque más no sea para los puntos 
donde el argumento x loma valores enteros.

Cabo esperar que las raíces do la ecuación algebraica f  {x) — 0 
se hallen entre los puntos extremos (o en los puntos extremos), que 
son a su vez raíces de la ecuación algebraica /' (x) =  0 de grado 
inferior. El examen do la gráfica permite, en todo caso, obtener 
evaluaciones por debajo para el número do raíces positivas y nega
tivas, precisamente evaluaciones y no valores exactos, por cuanto, 
hablando en general, las oscilaciones de la función x  /  (x) en 
algunos intervalos angostos pudieron ser no tomadas en cuenta por 
nosotros. Es notable la circunstancia, de que las evaluaciones por 
encima para estas mismas magnitudes se obtienen de razonamientos 
muy sencillos, señalados por Descartes ya en 1637. Introduzcamos 
la siguiente

d e f i n i c i ó n  Sean
<ha1 . . aiq (0 <  ij <  ¿, <  . . . <  n) (1)

todos los coeficientes no nulos del polinomio /  (X) =  «0Xn -f 
+  c^X"-1 -  . . .  £ Ot |A'l, escrito en un orden dado. S ia ffea |h+l <  0, 
entonces, se diev. que en el (k -(- l)-ésiino termino tiene lugar un 
cambio de signo. El número total de los cambios de signos en la 
sucesión (1) se designa con el símbolo L (/).

Es claro, que siempre 0 ^  L (f) ^  deg /, además, L (—f) =  L (/). 
Notemos también, que L (/) =- L (aXh +  a¿1Xn~h -f- . . .), donde 
el expolíenle k satisface la única condición k >  n — y aa0 >  0. 
Si L (/) *= 0, entonces, evidentemente, /  no tiene raíces positivas. 
Por otro lado, /  puede no tener raíces positivas aún en el caso en 
que L (f) =  ileg /. Ejemplo: / (X) — X2 — X -f- 1. De todos modos.
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como veremos, el símbolo A (f) treno relación directa con el número 
de raíces positivas dei polinomio /.

LEMA, Si c >  0 ,  entonces. L ((X  —  c) / )  =-= L  ( /)  H 1 +  2,v, d o n d e
6 Z, $ >  0.

demostración. Se supone, claro está, que /  #  í), así que el sím
bolo L (/) tiene sentido. Si deg /  =  0, entonces, L (/) =  0, y el 
lema os válido con $ — 0. Razonando por inducción coa respecto 
a deg /, supongamos que el loma está demostrado para todos los 
-polinomios de grado <  n. Sea, dog /  =  n y

/  -  ®.X« ^  akX*-" h . . . t  am. tX |- un,
donde ak es el primer coeficiente, después de aD, distinto de cero, 
si es quo tal existe (k >  1). Gomo £ (—/) — L (/), entonces, sin 
limitación de generalidad, considera inris que a0 .;> 0. llagamos

g (X) . «kX*-fc I . . . 4- a ^ X  H «»-
Es duro, que

L (f) =  L (g) ~  e, (2)
donde

e =  i - f l - ^ i T= 0  ó 1.

Nuevamente se supone que g 0, do Jo contrario. Ja demostración 
para /  es evidente, llagamos también, para lo sucesivo,

(X - c ) í ( X )  -«ftX»*'-* A(X)
(observemos que ^ 0 =>• /¿ ^  0).

Por presupuesto de la inducción, en virtud de la igualdad (2)
L ((X - c ) g  (X)) -  L <*) , 1 -  21 -  L (/) 1 - * +  2t. (3)

También tenemos
<X -  c) /  -  aoX" (X - c ) ~ ( X  - c ) g  =

* +  A (X )•
Si le >  1, entonces, evidentemente, L ((X — c) f) — 2 — e 4- 
+  L ((X — c) g), por cuanto c >  0 (2 — e es el número de cambios 
de signos en la sucesión /70, a0c, «*). Tomando cmi cuenta (3) ob
tenemos

L  ((X — c) f) = L (/) +  t t- 2,9, donde s = t |- 1 -  e >  0. 
Falta examinar el caso cuando h =  1:

(X -  c) f  -  o0Xn+l +  (ttl -  a0c) X» +  A (X).
Si clx y di — a0c tienen igual signo, entonces,

L {(a, -  V ) X" +  h (X)) -  L ((X -  c) g)

S *1
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V
L ((X -  c) f) - * I í, ((X -  e) g) — L (/) 1 +  2$, s -  L

Si «| y <}j — 0oí tienen signo contrario, lo que os posible sólo cuando 
«0 > 0  y t  =  0. entonces,
L ((£/t — fl0 — o0r) X n ' fi (X)) =  X ((X — c)g) zb 1 =

-  L (!) +  1 +  2í ±  1
y
L ((X -  ó/) i i- L ((a, -  a0c) X7* - h (X)) L (f) +  1 +  2s,
donde s - - i ó t -I- 1. Final mente, si — a{ic — 0, lo que, nueva
mente, os posible solamente cuando a0 ;> 0 y e 0, entonces,
L ((X -  c) /) •- L K X " + l +  h (X)) -  L (avX n +  h (X)) =

- L ((X -  e) g) -  L (f) 1 -I- 2®, s = t. |
Con ayuda del loma demostrado so obtiene fácilmente la regla, 

de los signos de Desearles.
teoiusm \ z El número de raíces positivas del polinomio f con coefi

cientes reales coincide con L {]) 0 ** menor en un número par.
uiiMOSTitación Sean ft, cs, . . ., rl(J, Jas raíces positivas (no 

necesariamente distintas) del polinomio /  (X) - UqX 11 +  . . .
. . . 4- rt;i_v,XV. donde, por condición. a0 >  0 y urt_v es el último 
coeficiente distinto de cero. Recordando la forma canónica de des
composición de un polinomio (teorema 1), podemos escribir:

/ {X) -  (X -  cA) . . .  (X -  em) g (X), (4)
donde g (X) -  «0XB~“ +  . . . +  1>X*. a0 >  0, b >  0 (v >  0).
Como a0 y ¿ son de igual signo, entonces, L (g) -  2i es un número
par. Tomando en cuenta el lema y la descomposición (4), se obtiene 
la cadena de igualdades

L ((X — Cj) * -  1 +  2 («i *)>
L ((X -  a )  (X -  cj) g) -  1 -¡ 2(.v, -  / ) + l  I 2s2 -  2 --  2 fo-M j-H )*

L (/) m •} 2 T í>2 j- . . . j* 4* 0*
La ultima de ellas precisamente expresa la afirmación del teorema. |  

Y bien, siempre tn L (f)> Nos detendremos ahora en el im
portante caso práctico, cuando, por alguna razón, sabemos de ante
mano que todas las raíces del polinomio /  son reales. Entonces tiene 
lugar la especificación del teorema de Descartes.

teokema :t Si todas las raíces del polinom io f  son reales, entonces,
para un numero m (/) -- m desas raíces positivas, teniendo en cuenta 
las multiplicidades, es legítima la igualdad m (/) L (/).

di¿most« \c io \ Hubiese sido relativamente fácil deducir el 
teorema del 2, pero es igualmente sencilla (y, además, instructiva) 
la demostración independiente en la que nos detendremos.
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Por el conocido teorema de Rolle del análisis (o del teorema del 
valor medio), entre las raíces a' y b' de nuestro polinomio /  (Ar), 
existe un número c £ R, a C  c <  b \  para eJ que /' (c) =- 0. De 
aquí se deriva que todas las raíces de ia derivada /' (Y) son reales 
y que /» (/')  =  m (/) o m (/) — 1. En efecto, sean cl <  cz <  . . .
. . . <  cy las raíces del polinom io/de multiplicidades ;i|, nr
tales que n1 H t  . . . H- nr =■ deg /  =  «. Por el teorema 5 del § 1,
la derivada /' tiene las raíces c,, t 2...........cr de multiplicidades «i —1,
n2 — 1, . . nr — 1, y en los intervalos entre? ellas, por el teorema 
de Rolle, por Jo menos una raíz más r', . . r En total, se 
obtienen (n2 — 1) — . . . (i/r — J) -j- r — 1 — n — 1 raíces rea
les. Como deg /' -- n — L entonces, /' no tiene otras raíces. Sean, 
luego, c*-! <  0, y c¡...........cr todas Jas raíces positivas de multiplici
dades n h . . nT: n t L . . . j- nr -■ m — m ()). Las raíces r¿, . . .
. . ., cr de multiplicidades n t — 1...........nr — 1, así como lascí, . . .
. . . .  c‘T y, posiblemente, también la raízcí_l, serán las raíces positivas 
de la derivada /' (Y), o sea, el número de ellas será ///. (/') — m (f) — 1 
o m (/), como se afirmó. Sirve de expresión analítica de este hecho. 
Ja casi tautológica fórmula

m ( f  — m (/') -j e, e =  y ( l  (5)

Observemos también, que s¡
/ (Y )  = a 0Yn - . . .  -i- «„_vY\ ((5)

donde an- v os el último coeficiente» distinto de cero, entonces, en 
correspondencia con la escritura de (4), an_v — (— l)mt,/,c/2 - • - 
donde cik >► 0 y b >  0. En otras palabras,

( 7 )

Razonando ahora por inducción con respecto a n - deg /, supon
gamos quo el teorema está demostrado para todos los polinomios de 
grado <  n. Si en (6) v >► 0, o .sea, an — 0, entonces, / (Y) — Y -/i (Y) 
además, m (/) =  m (/,) — L (fi) — L (/) (m (/j) -- L (/,), por induc
ción. Queda por examinar el caso en que an -- 0. Sea

f'(X ) = na0Xn~l . . .  - l-iw ^Y 11' 1, a r,-u ^ 0 .

Enlonces

i , , , - ' - , / - 1 » .

Pero sabemos (véase (7)), que ( —1)ni(/lan > 0  j /( -  I ? >  0. 
Por eso, Ó̂ = -i- (1 — ( — l)”n'H»ur)) yf p0r consiguiente, ó =  e.
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Como, por presupuesto de la inducción, L (/') — m (/'), entonces, 
en difinitíva, tenemos L (/) =* m (J') - f e o ,  comparando con (5),
m (/) -  L (/). |

c o r o l a r i o  (caso particular del teorema de Budan — Fourier). 
Sea que todas las raíces del polinomio ¡ son reales. Entonces, el número 
de sus raíces que se encuentran en el intervalo (a, b), es igual a L (/fl) — 
— L (/¿,), donde

/ . ( * ) - / < * + « ) -  2  lj!i r - x \
O

h m - f i x + b ) -  2

son desarrollos en senes de Taylor (véase el ejercicio 3).
d e m o s t r a c i ó n  Por definición, el número m (/a) do raíces 

positivas del polinomio f a es igual al númoro do raíces del polinomio 
dado /, mayores que a. La misma observación se refiero a f b. En conse
cuencia, el número do raíces dol polinomio f, comprendidas entre a y b 
(a <  6), es igual n la diferencia m (fa) — m (fb)t la cual, por el 
teorema 2, se expresa on la forma £ (fa) — L (/*). |

3. Polinomios estab lea , t i l  po lnom io u n ita r io

/ [X) +  «,*«-» + . . . + an^ X  + an
con coeficientes reales, so lU m a  estable, si to d as  sus ra íc e s  se encu en tran  en el 
sem iplano izquierdo:

/ (X) = O, X »= a -f- =£ a <  O
(véase la  íig . 19). La te rm ino log ía  tien e  su o rigen  en la  teo ría  de ecuaciones 
d iferenc ia les. Los c r ite rio s  do e s tab ilid ad  a s in tó tic a  dol co m p o rtam ien to  de un

y i i
o

o

Fig. 19

sistema físico (y, en un sentido más amplio, mecánico, técnico o económico) 
en el entorno de la situación do equilibrio, obtenidos en esta teoría, requieren 
que

lím «X,=:U, (5)
í-*+CO

donde X es una raíz cualquiera dol polinomio /, asociada a la ecuación diferencial 
de orden n con coeficientes constantes. Como por La fórmula de Euler (véase (15),
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§ 1 del cap. 5) eto ~  <¡<****0* =  eat (eos $t - f  i son p<), entonces, ol término 
dominante es e^t y la condición (8) os equivalente a la desigualdad a  <  0.

Surge el problema original de localización, el problema do Routh—Hurwitz*), 
cuando directamente por los coeficientes del polinomio /, es menester aclarar 
si es /  estable o no. Este problema algebraico fué resuelto ya en 1895. El criterio 
de Routh—Hurwitz dice: el polinomio f es estable, st y sólo »i, se cumplen las 
desigualdades

>  0, r t >  0..........rn >  0, (9)
donde

«1 1 0 0 Ó n . . .  <i
as «3 1 0 ii . . .  >»
«A «4 «8 a* «i 1 . . .  «1
«7 «6 *8 aA «3 «2 . . .  H

atk~i ask-A aSh~ i s . . .  Oh
(se supone, que a =  0 para * >  n).

Sin pretender demostrar el teorema de Routh—l lu r w iiz  (eslo es más propio 
hacerlo en otros cursos), prestamos atención a la circuusluxicia de que lu forma 
elegante de su formulación se debe por completo a la teoría de los determinantes. 
Luego, de acuerdo con el teorema 1, cuando se cumple la condición (9) el poli
nomio / (X) se representa on forma del producto de factores del tipo X  ■+■ », 
X* ■+■ vX 4* w>* con u >■ 0, v >* 0, ir >  ó y oslo significa, que todos los coefi- 
nioientes dol polomio estable /  (X) son. positivos:

a% >  0* «* >  0, * » i» fljj >  0. (10)
De este modo, las condiciones (10) son necesarias para la estabilidad del poli
nomio j (X). Ño siendo en el caso general suficientes, ellas permiten, sin embar
go, reducir aproximadamente a la mitad el número de las desigualdades deter
minantes (9). Esto es cómodo, ya que el cálculo do los determinantes exige 
mucho trabajo.

EJEMPLO. Para n »  2, ol sistema de desigualdades > 0 ,  r t >  0, es 
equivalente a otro más sencillo: ax >  0, aa >  0, lo que. de poso, es evidonte 
de las fórmulas de las raíces de la ecuación cuadrática.

Para n =  3 todo so reduce a las desigualdades >  0, a2 > 0 ,  a3 >  0, 
aLa% ;> a*, por cuanto r 9 =  a3 (ata2 — o3).

Finalmente, observemos que el criterio de Routh—Hurwitz no resuelve 
todas las cuestiones vinculadas con la estabilidad, por cuanto, cm la práctica, 
se trata de polinomios y de ocuaciones diferenciales, cuyos coeficientes dependen 
de un parámetro. Las condiciones de estabilidad deben formularse en términos 
dol propio parámetro, lo quo ya os una tarea de naturaleza Iota 1 mente distinta.

EJERCICIOS
f. Sea /  (X) =  aoXn -b Cj.r'1-1 -+■ . . . -f- on un polinomio real de grado n. 

Mostrar, que el conocimiento de los límites superiores de las mices do los poli
nomios / (X), /  (—■X')» X nf  ( — ̂ b r in d a  los limites inferiores y supe
riores. de las raíces positivas y negativas del polinomio / (X).

*) De hecho, formulado mucho antes (en 1868) por ol físico inglés J . C. Max
well y resuelto, para errados pequeños por ol ingeniero ruso ]. A. Yishnegradsky, 
quien se ocupaba del problema <1l» la estabilidad de los reguladores (1870).
17—0392
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2. En las designaciones del ejercicio i sean, a0 >  0; m, el menor índice 
para el cual am <  Ó; B % el máximo de los valores absolutos de los coeficientes 
negativos. Mostrar, que

e ^ t  + %/7Ífa
paro cada raíz real positiva del polinomio /  (X). (I ndlcactón. Para x >  1 partir 
de la estimación

/(*)><*«**—B
xn-m*l __ f 

z— 1
Tn-m+i

>  -íj—j-  (*_«)_*].)
3. (Fórmula de Taylor). Sea P un campo de característica nula, a 6 'P . 

Para cualquier polinomio / 6 P IX] de grado n, tiene lugar la fórmula

/ (X) =  / (a) /'(*) 
i i (*-«»)+i ^ - ( X - « ) * + . . .+ /” > (<0 

/ll
(Indicación. Derivar A: veces la expresión formal

/(X )= 2  m x —*)' y hacer * = «•>
A. Mostrar, que si J (a) >  0, / ' (a) >  0............/<n> (a) >  0 para el poli

nomio real /  (X) do grado n y con coeficiente superior a0 positivo, entonces, 
/ (c) *  0, c >  0=s c <  a. (/ndiceictán. Aplicar el ejercicio 3.)

5. Aprovechando la regla de los signos de Descartes, hallar el signo del 
discriminante do los polinomios X 5 — X* 4  f , X3 — 6X — 9 (véase la obser
vación ol final del punto t).

6. ¿Pueden los polinomios X6 — X — 1 y Xa 4  <*X 4  & € 4J\X] tener 
raíces complejas comunes? Recordemos (véase el cj. 10, del § 1), que elfpoli- 
nomío X5 — X — 1 es irreducible sobro

7. Mostrar, que las raíces del polinomio / (X) =  X5 4  wX4 4  wX* 4  w £ 
6 3 IX] con término independiente w ^  0, no pueden ser todas reales. (Indica
ción. Es cómodo pasar al polinomio recíproco X&/ ^  j y luego utilizar las fórmu
las (12) del § 1, y (0) del § 2.)

8. Es cloro, que si el polinomio entero / (X) — n0Xn 4  . . . 4- an tiene 
una raíz c 6 7, entonces, c divide ol término independiente an ■* / (0): / (r) =
— 0=>- *= c (—Ooc71-1 — . . . — oTl. 2r — on-i)« Mostrar que, a un mismo
tiempo, c — 1 divide / (1) =  2 fli y * 4* 1 divido / (—1) =  2 ( — flt* 0fndf- 
cación. f (X) (X — <*) g (X) =>g (X) 6 % |X].) Aplicar estos razonamientos 
a la búsqueda de las raíces enteras del polinomio X4 4  X3 — X* 4  40X — 1UO
(respuesta: c =  2).

9. Convencerse, do que
/  (X )= X» +  a ,x n-' H- . . .  +  a , 6 J  IX|, / (c) =  0, <€ <Q =► e € Z.

(Indicación. Si c -- aib osuna frucoión irreducible, entonces, aníb =  —aja*"1 —
— a¿in-zb — . . .  — ¿Qué se puedo decir acerca de las rafees raciona
les del polinomio entero con coeficiente superior a0 1?

10. Cualquier polinomio / (X) con / (z) >  0 para todas las x £ R se puede 
representar ou Ja forma

/ (X) -  g (X)* 4  h (X )\
donde g, h lAi. (indicación. Con ayuda del teorema 1 descomponer / (X) 
en faetón^ del tipo (A* a)a 4  &** y aprovechar la identidad formal 

(A‘* 4  71) (r* 4  *) =  (Pr 4  ís)a 4  (p* — 90a. 
que se deriva de la relación

I P 4  tq Ia I r 4  i* Ia =  \ tP 4  tq) (r 4  *0 I*)-
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11. Obtener independientemente los criterios de estabilidad de los poli
nomios de gTados 3 y 4. Para n =  4 escribir el mismo cu forma de las desigual
dades: <i1 >  0, aA >  0, O|0« >  0 ,̂ 03 (aja. — 0S) >  a?a4. {Indicación, f (a) — 
=  X> -{- 0X» +  bX +  c -  (X* +  aX +  P) (X 4- 0), donde a =» a  -f 0, b «  
=  P -f- aO, c =  P0, además, a , p, 0 £ R. La estabilidad de /  (X) es equivalen
te a la estabilidad de los pares de polinomios X* +  aX +  P. X - f  0, o sea, 
al cumplimiento de ias desigualdades a  >  0, p >  0. 0 >  (). Se comprueba 
fácilmente, que este sistema es equivalente al sistema de desigualdades a >  0 
b >  0, c >  0, ab — c >  0. Emplear razonamientos análogos con respecto al 
polinomio real de cuarto grado).



4¡ Ultima monte, cada vez es más difundido 
el punto de vista, que muchas de las 
partes de las matemáticas no son otra 
cosa que la teoría de invariantes de 
grupos especiales»

(Sofus Lie, 1893)

Parte II

GRUPOS. ANILLOS. MODULOS

Ei con ton ido do la segunda parto se puedo calificar como una 
continuación suma monte serla pero, es do esperar, no demasiado 
abstracta, do la primera. Se introducen relativamente pocos nuevos 
conceptos. El lector encontrará sus viejos conocidos del capítulo 4, 
quienes lo conducirán a un dominio de ideas con mayor contenido. 
So recomienda prestar máxima atención al estudio de los ejemplos, 
a ¡os que se dedica casi la cuarta parte del texto (digamos, ei mate
rial del § 1, cap. 7, y del § 3 cap. 8, se consideran, naturalmente, 
como ejemplos). Por otra parte, éstos se han seleccionado con la 
intención de tender un puente entre el álgebra y otras partes de las 
matemáticas. Si, como resultado, al Jeclor se Le fortalece el senti
miento de unidad de las matemáticas, entonces, la meta buscada 
por el autor en la segunda parte del libro, deberá considerarse alcan
zada»*
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Capítulo 7 

GRUPOS

En esto capítulo se desarrolla el concepto do grupo, introducido 
en el capítulo 4. En primer lugar, se hace incapié en el estudio de 
un género distinto de «operaciones» naturales de los grupos, y no en 
la consideración de grupos abstractos, a los cuales se les han dedicado 
muchos trabajos especiales. Precisamente, las realizaciones con» 
cretas de grupos han dado impulso al desarrollo de la teoría general 
de ios grupos y le otorgaron a olla reputación do instrumento útil 
de investigación matemática.

En el fondo de ejemplos particulares (pero, observemos, impor
tantes) se h&co más insistente la idea de considerar los (homo-, epi-, 
iso-) morfismos de grupos, así como las estructuras teóricas do gru
pos, que permiten reducir el estudio de objetos complejos al de más 
sencillos.

$ 1. GRUPOS CLASICOS DE PEQUERAS DIMENSIONES

1. Definiciones generales. El curso de álgebra lineal y de geo
metría nos suministra nuevos tipos de grupos, merecedores de que 
nos detengamos en ellos con un poco de mayor atención. La separa
ción, en los grupos de transforma ció nos do los subgrupos de espacios 
afines, euclídoos y hermitianos, que dejan en su lugar un punto fijo 
(por ejemplo, el origen do las coordenadas) lleva a los denominados 
grupos clásicos GL (n), SL (&), O («), SO (n), U (n)t SU (n). Obser
vemos, quo el lugar verdadero de los mismos, se halla entre los 
llamados grupos de Lie. Correspondería agregar por lo menos 
también el grupo simplicial Sp (n), pero no nos hemos propuesto la 
descripción de todos los grupos clásicos; esto se hace en otros libros. 
Para n no grandes se dicen grupos clásicos de pequeñas dimensiones. 
Con los grupos GL (n), SL (n), hemos tenido la oportunidad de encon
tramos antes (véase la parte I). Deseando evitar una gran dependencia 
de la geometría, recordemos, que la elección de la base orto norma
lizada en el espacio conduce a una definición matricial equivalente 
de los grupos ortogonal y unitario:

O (n) =  [A É A/n (31) Y A-A =  A ¿A -  £},
SO (n) -  {A 6 O (n) | det A =. 1},
U (n) -  {A 6 ATn (C) | A* A ~ A -A *  -  £},

SU (n) =  {A 6 U (n) | det A «  1}.

Aquí A* *= fi í  es la matriz que se obtiene de A = (atj) por trans
posición y sustitución de los coeficientes a¡j por los números com-
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piejos conjugados Los grupos SL (n), SO (n), SU (/i), llevan el 
nombre de especíales (lineales, ortogonales y unitarios). En parti
cular.

O (1) =  {± 1}, 50 (1)-<1),
U(l) =  e**|0^q><2ji}, SU (!)*{!},

50(2) =
eos <p — sen q> 
son q> eos q> 0^<p <; 2ti J ^  U (1.

£1 isomorfismo entre los grupos SO (2) y U (1) se da por medio de 
la correspondencia natural

I cos q> — sen <p ||
\\~e">.

sen q> eos q> ||
Como la representación geométrica de los números complejos e'vf 
0 <  cp <  2ji es la circunferencia S l do radio unitario en 5ts, enton
ces, se dice también, que el grupo SO (2) y la circunferencia S l 
son tipológicamente equivalentes. El sentido exacto de esta termi
nología se explica en el curso de geometría.

Una relación admirable y mucho menos evidente existe entre 
los grupos SU (2) y SO (3). Detengámonos previamente en la repre
sentación geométrica del grupo SU (2), que nos llevará posterior
mente a la representación geométrica del grupo SO (3).

2. Parametrización de los grupos SU (2), SO (3), Por el conocido 
teorema de Euler, cada elemento del grupo SO (3) de las rotacionos 
propias del espacio euclídeo tridimensional IR9 es la rotación alrede
dor de cierto eje fijo. Digamos, las matrices

eos (p 
senq>

— sen¡q> 0 
cosq> 0 L c*=

1 0 
0 eos 6 0 *11 — SOÜ0 (i)

0 0 1 11 0 son 6 eos 6 1|

Tesponden a las rotaciones alrededor de los ejes Oz y Ox respectiva
mente a los ángulos cp y 3. Utilizando la parametrización de las 
rotaciones con los ángulos de Euler <p, 0, \p (0 <  9, tj) <  2ji, 0 <  
<  ji), cuyo sentido geométrico por ahora no nos interesa, cualquier 
matriz A € SO (3) puede escribirse en la forma,

(2)

donde B9l son las matrices indicadas más arriba (1). 
Sea, además,

g= 6 SU (2).
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*g =

M ’+IPI*-*. (3)

Tenemos
«Y  M II Ó —P
f> 5 ’ “ || - Y  a

Como g £ ¿/ (2) <=*•£* =  g-1, entonces, 5 =  a  y y -  — p. De este 
modo, cualquier malriz g de SU (2) tiene la forma

a  p
- P  a

Inversa mentó, si g es una matriz del tipo (3), entonces, evidente
mente, g 6 SU (2) En consecuencia, cada elemento del grupo SU (2) 
gueda determinado unívocamente por un par de números complejos 
a, p, tales, que | a  | 2 +  I p |2 ;= 1. Si se hacen a  =  a t +  iota, 

-f- Pj +  iPz con a h» Pk G R» í — V —1. entonces, la condición 
a  P +  [ P p =  1 escrita en forma

« í + a j + p j + K - i ,
permite decir, que grupo SU (2) es topológicamente equivalente 
(komeomorfo) a la esfera S* en el espacio real cuatridimensional ft4. 

Prestemos atención a las matrices unitarias

W

Como se demuestra en el curso de álgebra lineal (y, en el caso 
dado, so comprueba ininediatamente), para una matriz unitaria del 
tipo (3) existe una matriz unitaria u tal, que

g =  ubv u -1 (5)

con % =e 2 , determinado por la ecuación cuadrática
A.2 =  2 a v% +  1 = 0 .

Observemos también, que cualquier matriz (3), siendo o¿P 0f 
puede tomar la forma

,2±í

i»
e a 0

6cosT 0
1 sen j

-i 2. 
0 e 2

£ (I

e
1 sen ^ eeos Y

a(q), 0, \|) == 6 ^ 0 ^ =

6cosT iL2- *e 2 i sen Y ' e ~
e . iz a  0 -i2+s

/ sen j* e  2 e o s • e 2
( 6 )

donde
<p <  2n, 0 ^  0 <  jt, —2n ̂  i); <  2n *)•

•) Más adelanto ee verá, que 9 , 0 9  son los misinos ángulos de Euler. 
A las matrices unitarias ztg se las pone on correspondencia a un mismo giro 
en R* por eso el codominio de variación de ib se restringe al semüntervalo 
(0 2*).
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Es suficiente hacer 

|a |= c o s - | , Arg a=  , |p |= Sen—, Arg 0=

aprovechando la circunstancia de que cada número complejo z 
se da mediante dos parámetros reales | z | y arg z (Arg z es el valor 
principal del agrumento arg z).

Ahora estamos preparados para comenzar a resolver el problema 
fundamental de este parágrafo.

3. Epimorfismo SU(2)->- SO(3). En correspondencia a cada vec
tor x =  Xjfii +  +  xze3 del espacio ouelideo tridimensional Rs
con norma N (x) =  a* -f ponemos la matriz compleja de
segundo orden

«x $  *1 +  1*2 II
* l ~ í * 2  “ * 3  I r

El espacio MJ de las matrices del tipo (7) está compuesto de todas 
las matrices hermíticas con traza nula (*#* =  Hx* trH x =  0), ade
más, la correspondencia entre los vectores x 6 R8 y las matrices 
Hx € resulta, evidentemente* biunívoca. En particular, a los 
vectores básicos ¿1, e2, e3 6 IR3 les corresponden las matrices básicas 
hh -  h €k:

0 1 
1 0

1 1 0 ti
> ^2 —l - i oj » ^3“ (8 )

\HX +  £ ^ 2 +  x3h3y
A/j ■= ^  R*

Observemos, que a cada operador lineal <i>+: II x •-* II y en A/t 
con matriz A en la base (8) Je corresponderá un o porador lineal 
totalmente determinado O: z  | y en R3 con Ja misma matriz A 
en la base elt por cuanto I fax =  aHx% HX[.X' =  Hx +  Hx-.
Como en el futuro no se usaran otras bases, a veces identificaremos 
los operadores con las matrices que les corresponden.

Sea ahora g un elemento fijo del grupo SU (2).
Examinemos la aplicación

g lU -K  (9>
Como las trazas de matrices semejantes coinciden, entonces, 
tr <DJ (Hx) ;= tr f í x 0. Además, g* *g g“l, por eso

(gffxg-1)* -  ~  g B * *
y, en consecuencia, tDJ (//*) 6 A/*:

«*<«»)■
y a Vi+ tvt

yt— iyt —y» ~ J h ,
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•donde y — (y^ i/a, y*) 6 IRa. De Jas igualdados definitorias (7) 
y (0), so observa, que

^1 (/í,)4 -a 'O j (//*<) -
Por lo tanto, la aplicación <I>J (respectivamente, <3>g) es el operador 
lineal en M+ (respectivamente, en ft3).

Mostremos, que (D¿: !R*—►* IR8 os un operador ortogonal. 
Efectivamente,

A' (<!>,(*)) ~  N (y) -  yl + y\ +  9Í =  -d e t  Hy -  - d e t  O J U ÍJ -
=  —det gH^g-1 =  —det Hx =x[+a?$-$-xl=N(3c)9 

o sea, conserva ln norma y, ©n consecuencia, el producto escalar. 
Hasta ahora no queda claro si cambia o no la orientación del 
espacio Ui* que dependo del signo del det cl>̂ . Sólo sabemos que 
det (Dj =  =fcl.

Como so deduce de la definición,
®jr w .^x) -  Si -  (aa) u*{sisiri =  ®í. «.(//*).

además, 0 ¿  es la matriz unidad ortogonal do orden 3 para E *=

1 1 011
0 1 £ ^U (2). Por lo tanto, la correspondencia

<b : g  — (0 cD+ : g  ^  <DJ)
es un homo morí ismo de SU (2) en O (3)- El núcleo Kcr cl> *= KerO* 
está formado de motrices unidades g. para las cuales tf>2 =  Ofc. 
Con otras palabras
Ker 4> =  {g 6 SU (2) | gH -  J/g, VH € M+t} =

= {g 6 SU (2) I ghj -  hjg9 ) =  l t 2, 3}?
donde kxi h2, h3 son las bases (8) espacio M\. La verificación directa 
muestra que

a
- l  a  * ghj—kjgi l < / < 3 ^ g =  d i^ ^ K er

Echomos una mirada a las imágenes de las matrices unitarias (4) 
en  presencia de un automorfismo de <I>. Efectuamos el cálculo para 

en la base (8):
=  (cos *P) At -f (sen 9) ¿a, 

bjizby1 s= (—sen <p) ^  4- (eos <p)
=  h3.

Por lo tanto (aquí pasamos libremente de 0 + a d> y de las matrices 
a los operadores), (véase (1)) es el giro del espacio euclí-
«deo tridimensional IR8 en el ángulo <p alrededor del eje Ox9 (o h3). 
Si se eligen tales (pyu, que se cumpla la relación (5), entonces, por 
•cuanto <P es un homoinoríismo, tendremos

<t>g =  <Dh<I>»,<D;& y det Og — det <I>U*1-(det O*)-1 -* 1.
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Esto muestra que, efectivamente, O es uti liomomorfismo ile 
SU (2) en SO (3).

De modo análogo se verifica, que <Dce =  Co es el giro a un ángulo 
G alrededor del eje Oxl9 Ahora* para cualquier matriz A 6 SO (3) 
tenemos

A— í'P» 8» *>■
En consecuencia, la imagen Irn <t> contiene todo el grupo SO (3), y hemos demoat' 
rado el

TEOREMA 1. El grupo SO (3) es la imagen homomorfa del grupo S U  (2) si 
existe el homomorfismo <D: g ^ t t > g con núcleo Ker O =  { f̂cE}. Cada giro 
de SO  (3) responde exactamente a dos operadores unitarios g y —g de SU  (2)

4. Representación geométrica del grupo SO (3). Del teorema 1, se deduce 
inmediatamente el

C O R O L A R IO . E l  g r u p o  S O  (3) e s  to p o ló g íc a m e n te  e q u iv a le n te  (h o m o m o r fo ) a  
espacio r e a l  p r o y e c t iv o  t r id im e n s io n a l  R(P3).

Efectivamente, vimos en el punto 2 quo los elementos de SU (2) so hallan 
en correspondencia biunívoca con los puntos de la esfera S* en el ospacio real 
letradimensional R4. A los operadores lineales ± g  S U  (2) les corresponden 
puntes diametral m.nte opuestos en S 4, que con el homomorfismo <D se juntan 
(identifican). Se obtiene uno de Tos modelos del espacio proyectivo R(p*)> |  

fin el curso de álgebra lineal y geometría, ei espacio proyectivo R(Pn) 
se define como el conjunto do rectas del ospacio Rn+1 que pasau por el origen 
de las coordenadas O. Cada una de estas rectas interseca la esfera unitaria S* 
con centro en O, exactamente en dos puntos diametraímente opuestos. Dando 
uno de estos puntos la recta so determina unívocamente. Esto significa, quo 
el espacio R(Pn) puede sor definido como ospacio cociente de la osfera unitaria 
S n de Rn+1, en relación a la equivalencia establecida para los puntos diametral
mente opuestos de la esfera S n. En nuestro problema no entra abora la tarea 
de topología en R(Pn).

Hemos llegado a un resultado relativamente inosporado. En la esfera S* 
y on ol espacio proyoctivo R ÍP8) se establecen estructuras de grupo: en el pri
mer caso 5¿7(2), en el segundo 50(3). Cualquier intento de dar la estructura 
de un grupo continuo on 5a o en R (Pa) sufrirá un fracaso (resultado que no 
tiene vinculación con nuestro toma).

De acuerdo con el teorema 1 y su corolario, ol grupo 50(3) es «dos veces 
menor» que SU(2). La existencia del epimorfismo 5(7(2) -*• 50(3) baco natural 
el preguntar sobre la existencia del monoraorfismo 50(3) 5(7(2). Veremos
en el cap. 8, que la respuosta a esto interrogante es negativa.

EJERCICIOS
1. Llenar las lagunas en la demostración del teorema 1, o sea, comprobar 

efectivamente (sin citar el curso de álgebra lineal y geometría) todas las peque
ñas afirmaciones, comenzando con la igualdad (2).

2. Utilizando la representación geométrica del grupo 50(2), mostrar que 
(0, 1, 0, 0) « (0, 0, 1 , 0) — (0, 0, 0, 1) +  (0. 0, 1 , 0) • (0, 1 , 0, 0) •

{producto de puntos en 5*). Los mismos puntos (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), 
examinados en R (Ps), son permutables.

3. Mostrar, que si los coeficientes de las matrices unidades

*i (0
t , t eos t sen -y

_ * * f sen — eos —

t t
009 T —sen-rp

t tsen — c°ST
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A
*,(«)■ . t

“*T
80 d i f e r e n c ia n  c o n  r e s p e c to  a /  h a c ie n d o  lu e g o  t  =  0 ,  e n t o n c e s ,  s e  o b t ie n e n  la s  
m a t r ic e s

* '- t !Í ,‘l —Ir*.. tr i l - i

* ~ T  o —l
que conforman la b a s e  dol espacio de Zas m a tr i c e s  k e r m í t l c a s  a n t i s i m é t r i c a s

* ' £ R -
con traza nula: K* =  — JT, t r  K  »■ 0.

§ 2. OPERACION DE LOS GRUPOS EN LOS CONJUNTOS

1. Los faoruomorfi9mos G->» S(Q). Para nosotros, la teoría de 
grupos comenzó en el capítulo 4 con ejemplos de grupos de trans
formaciones, los subgrupos del grupo S (Q) de todas aas aplicaciones 
biunívocas del conjunto fí en sí mismo. Esta forma de acceder al 
tema, respondo al camino histórico por el que se desarrolló esta 
teoría, y al significado que ios grupos do transformaciones tienen 
en otras partes do las matemáticas. La llamada teoría abstracta de 
los grupos, fruto de una época posterior (primera mitad de nuestro 
siglo), se alejó de Jos grupos de transformaciones, pero muchos de 
sus conceptos llevan lo marca de los viejos tiempos. Precisamente, 
la fuente de esos conceptos la hallamos en la idea de realización 
(representación) del grupo dado G en S (Q), donde Q es un conjunto 
elegido adecuada monto. Es cómodo entender como realización do 
G en S (Q), cualquier homomorfismo <l>: G-*- S  (O). Si es una 
transformación de S (Q), que respondo al elemento g 6 <?, entonces, 
O 5= e& es la transformación unitaria Q-^ Q y — Q>g ° <J)h;
g, h 6 G. La imagen d>g (x) del punto (elemento) z f f í  respecto a la 
transformación frecuentemente se designa simplemente con el 
símbolo ghy lo que da lugar a hablar sobre las aplicaciones (g, £)>-► 

del producto cartesiano (<3, Q) en Q. Sería más correcto escribir 
go£og*x, para que no hubiese confusiones con la multiplicación 
en G pero en la mayoría do los casos no os necesario. Las propiedades 
do ia transformación <X>gt antes señaladas, se escriben en la forma

(i) ex e» a\ x 6
(ii) igh) x ^  g (kx), g, h 6 G.
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Cada vez, cuando so tiono la aplicación (g, x)->- gx del producto 
cartesiano G X Q en Qy que satisface Jas propiedades (i), (ii), se 
dice que el grupo Jopara (a la izquierda), sobre el conjunto Q, y que 
fí os un G-conjunto. Por otra parte, teniendo un 6'-conjunto Q, por 
medio do la fórmula

. Ox (x) a  gx, a: 6 Q,
definimos una aplicación : fí-*- Q, para cada g 6 Gt adornas, de 
(i), (ii), se deduce, que : g ^ (í>g será un homomorfismo de G 
sobre S  (Q). También se dice (en especial, cuando | Q | •< oo), que 
con Ja operación de G sobre Q so asocia la representación (<1>, Q) del 
grupo G en el grupo de permutaciones. El núcleo Ker <f> se llama 
núcleo de operación del grupo G. Si O es un monoinorHsmo (de otro 
modo: si gx *= x, V x £ O ^  g ■= e), entonces, se dice que el grupo 
G opera efectivamente sobre ol conjunto Q.

O bservación. Cada operación de G en Q induce la operación de 
(7 enQ * =  fí X . . . X Q por la regía evidente: g-(x u xk) — 
— (g«n . . .»  gxh). Además, se tiene la operación inducida de G 
sobro ol conjunto de todos los subconjuntos (Q) (véase el ejercicio 
4, § 5 del cap. 1). Hacemos g 0  =  0 ,  y si 71 es un subconjunto no 
vacío en Q, entonces, gT — {gt J t 6 T}. Las propiedades (i), (ii) 
se verifican inmediatamente. Es fácil comprender que T y gT tienen 
igual potencia, puesto que G indice la operación sobro los subcon
juntos equipo tontos.

2. Orbitas y subgrupos estacionarios de puntos. Dos puntos x, 
x' £ Q se llaman equivalentes cotí relación al grupo G, que opera 
sobre £, si x' =  gx para algún elemento g £ G. Las propiedades de 
reflexibilidad, simetría y transitividad, obtenidas fácil monte con 
ayuda de (i), (ii) (véase el p. 1), muestran, que estamos en presencia 
de verdaderas relaciones de equivalencia, que dividen íl en clases 
disjuntas de equivalencia. A estas clases do equivalencia so adopta 
llamarlas G-6rbitas. La órbita contenedora del elemento x0 £ ü, es 
natural designarla con el símbolo G (x0); de ese mudo, G (j?0) — 
.= [Sxa I 8 6 &}• También se emplean, sin embargo, otras notaciones, 
que subrayan las particularidades de una u otra operación do G 
en Q. El concepto de órbita se tomó de lo geomotría. Si, por ejemplo, 
G — SO (2) es un grupo de rotaciones en uu plano alrededor del 
punto do origen O, entonces, la circunferencia con centro on Of que 
pasa por P, servirá de órbita del punto P, y el conjunto Q — 51a 
será la unión de las circunferencias concéntrias, incluyendo la de 
radio nulo (el punto O). Para nosotros, el concepto de órbita tampoco 
es nuevo. Lo utilizamos on el cap. 4 para la descomposición de la 
permutación ji £ Sn en un producto de ciclos independientes. En 
calidad de G se tomó el grupo cíclico <n>.

Sea :r0 un punto fijo en Q. Examinemos el conjunto
St (x0) •= {g 6 G | gx o ~  s0}cr G,
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Como ex0 =  x0l y g, h £ St (x0) =*- gh~l £ St (s0), entonces, St (z0> 
es mi subgrupo en Ó. Este se denomina subgrupo estacionario (o esta
bilizador) en G del punto x0 £ Q y frecuentemente se anota con el 
símbolo Cx9. Para la operación antes considerada del grupo SO (2) 
sobre m2 tenemos St (O) «  SO (2) y St (P) e= e% si P 0* En el 
caso genera J

=  g'*o <=> g-*g’ 6 St (x0) o  ¿  £ g St (x0).
En consecuencia, las clases adjuntas para la izquierda g St (x0) 
del grupo G respecto al subgrupo estacionario St (x0), se encuentran 
en correspondencia biunívoca con los puntos de la órbita G (z0). En 
particular,

Gard G (x0) =  Card (G/St (x0)) =  (C: St (x0). (1)
Aquí, como autos, G¡St (x0), es el conjunto cociente de G respecto 
a St (x0), y (G : St (#<,)) es el índice del subgrupo St (x0) en G. 
La potencia Card G (x0) muchas veces se llama longitud de la G-órbi- 
ia del punto x0.

De (1) y del teorema de Lagraugc se deduce, que la longitud de 
cualquier órbita con relación al grupo finito G, es divisor del orden del 
grupo.

Prestemos lambión atención al hecho do que el punto x0 en la 
parte derecha do las relaciones (1) puede ser sustituido por cual
quier punto x0 £ G (x0). En efecto,

Card G (x0) =  Card G (*¿) =  (C : St (xj)).
Una afirmación más contundente sobre los subgrupos estacionarios 
consiste en lo siguiente. Sea x0 gxQ. Entonces

st (x̂ gxv = si (*;)*; = x¡ = gx„,
de donde

g-4St (x') gx0 =  x0, o sea, St (x\)ga St (x0). 
Análogamente,

ít St W r 'c  st (xt),
por cuanto

Si {x0)g~lx’9 =  St (x0)x0 =  x0 *= g-lx9.
Esto significa, que tienen lugar las igualdades

St (aj) ^  gSt (Xo)g-1 =» {ghg~l | h £ St (x0)}.
En el espíritu del ejemplo 1, considerado más abajo, dos subgrupos 
//, // ' s  G se llaman conjugados, si fí' — glíg~l para algún g £ G. 
Expresemos los resultados obtenidos en forma de teorema:

tf.orlm \ i Sea que el grupo G opera sobre el conjunto fí. Si dos 
puntos x0, x \ € & están situados en una órbita, entonces, los subgrupos
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estacionarios de ambos, son conjugados:
x* — => St (x0)' =  g Si (Zo)#”1-

St, ¿uego, G es un grupo finito, y
Q -  Ü! U B* U • - • U Gr

es una particulación de Q en un número finito de órbitas con los 
representantes xA1 a:2l * . xr, entonces,

|Q|=g(G: ST(*,)) |  (2y

La fórmula (2) sirve de base para muchos aplicaciones del «método 
de órbitas» a los grupos finitos.

3. Ejemplos de operaciones de los grupos en los conjuntos* Nos 
detendremos sólo en ejemplos, propiamente roí orí dos a la teoría 
do los grupos.

e j e m p l o  i .  ( operación por conjugación) .  En Q — tí se defino la- 
operación de cualquier elemento g € G mediante la fórmula

x I g  (x) = gxg-lt Va: £ G*
Se podría haber escrito g <> x *= gxg-lt pero hemos preferido utilizar 
nuestra vieja notación del p. 2, § 3 cap. 4 para el nutomoríismo inter
no / fi, que corresponde al elemento g £ G.

La operación ;g, identificada con la operación I u £ Inn (G), 
llama por conjugación (o por transformación). Le sirve de núcleo el 
centro del grupo G:
Z(G) =  ( z Z G \ I g ( z ) =z ,  Vg£G)  =  { Z£G \zg -  giv V* <:<?}.
La órbita del elemento x 6 G =  Q, denotada aquí con el símbolo xG, 
se llama clase de elementos conjugados  ̂o sencillamente, clase conjugada 
contenedora de x. Si a, b £ xc\  entonces, a veces se escribe a ~  h.

c
Para el subgrupo estacionario St (x), llamado en este caso centrali- 
zador del elemento x y con más frecuencia se emplea la denotación 
C (x) (o Cc (x), si en necesario separar el grupo G).

La operación por conjugación, do acuerdo con la observación 
al final del p. 1, se traslada a los subconjunlos y subgrupos en G. 
Dos subconjuntos //, T a  G son conjugados, sí T — gTTg~L para 
algún n £ G. Sea H un subgrupo en G. So acostumbra decir, que

N (Ti) =  St <ff) ^  {ge G | g H g -i =  //}
es el normalizador del subgrupo TI en G. En particular, Ti <3 G (H es 
un subgrupo normal en G), si N (H) =  G, lo que está de acurdo con 
las definiciones del cap. 4. En correspondencia con Jas relaciones (1)* 
la longitud de la órbita IIa (número de subgrupos conjugados con TÍ) 
coincide con el índice del normalizador N  (II) en G. |
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Sean, 111050, G ol grupo finito y x? , . . ., xf, sus clases conjuga
das, ado más, Jas q primeras de ellas son unielementales:

— (xj}y i — l t • • ., q e)•
Entonces, Z (G) — {xlt x2< * . a9}, y las relaciones (1) y (2) se
reescribon en Ja forma

|* fl-(G : Cfa)); (V)

\G \-\Z (G \+  Í¡ {G:C(*,)). (2')

Sea, digomos, G — .SV Entonces, r =* 3, 5 «  1 (o sea, Z (S3) =» s) y 
5* -  {e} U {(12). (13), (23)} U {(123), (132)} 

es la partición de S [{ en clases conjugadas. Las dimonsiones do estas 
clases (longitudes de Jas órbitas) dividen ni 6 =  | £ 3 f, como lo 
prescribe la relación (!')• La relación (2#) conduco inmediatamente 
a la siguiente afirmación interesante.

t e o r e m a  2. CuaUjuier p-gmpo finito G (grupo de orden pn >  1, 
p es un número primo) posee un centro Z (G) e.

demostración. Si G es un grupo abeliano, entonces, G =» Z (<?) 
y no hay nada que demostrar. En caso contrario r >  q, (G : C (X()) =  
— pnL nt ^  1 cuando i >  g, y la relación (2), rocscrita en la forma

P*=\Z(G)l+  ¿  p \

muestra, que | Z (G) [ so divide por p. |
La existencia del p-grupo no aboliano es fácil de establocer. Es 

suficiente examinar el grupo de las matrices triangulares superiores

1 a c II
0 1 b\\a t b, c £ Z p
0 0 1 [I

con coeficientes en un campo finito de p elementos,
ejemplo 2. (traslación). La aplicación La: G-* G, definida por 

la fórmula L n (g) — ag, que utilizamos en la demostración del teore
ma do Cayloy (véase el § 3 del cap. 4), con frecuencia es llamada 
traslación por la izquierda en a. Como eg = g y  (ab) g =  a (bg), en
tonces, las traslaciones por la izquiorda provocan la operación de G 
en sí mismo, y ésta induce la operación en los subconjuntos del 
grupo G. Sean, cu particular, H el subgrupo y Glff el conjunto do 
las clases adjuntas por la izquierda respecto a g//, g € G.

Es claro, que la aplicación
(x, g f í ) ^  g (gil) -  xg)fí
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determina la operación Ln del grupo G en Gilí. El núcleo Ker bH 
de osla oporación es el con junio {x £ G \ L lJ  (g//)«=gZ/, Vg g G} — 
=  (x € 6\ \ L "  (gff) =gU, Vg 6 G) -  {x 6 G\ xgH -  g//. Vir 6 G).

Con otras palabras, x g Ker LH g~lxg € // para todas g £ G 
o, lo que es equivalente, x ^ g l íg - 1, Vg 6 (7.

De este modo,
K .e r¿ " -f l  / / / /• 'seG

es el mayor subgrupo normal del grupo G, contenido en //. La efec
tividad de la operación de G en G¡H es equivalente a la ausencia del 
subgrupo K czH t K =£ e% normal en G.

En todo caso, cualquier subgrupo H de índice n en G puede 
usarse para la representación (L1*, G/H) del grupo G con permuta
ciones en las clases adjuntas G respecto a H. Esta representación 
(posiblemente, no exacta) es mucho más económica que la obtenida 
mediante el empleo del teorema de Cay ley.

e j e m p l o  3. (grupos transitivos). El grupo de las permutaciones 
C e  5,,, que opera en ol conjunto Q =  (1, 2, . . n}, se llama 
transitivo, si la órbita Gt do algún (on consecuencia, cualquier) 
punto i £ Q coincide con fí. Con otras palabras, la operación G X 
X  Q-*- Q es transitiva en Q cuando pAra cada par de puntos i, j 6 Q 
se halla por lo menos un elemento g 6 G con g (i) =  /.

Sea una colección de su beorí juntos fe-elemon tales ordenados 
en Q. El grupo G, que opera en Q, induce la operación on si, 
además, tiene lugar la transitividad en entonces G, se llama 
k-transitivo on Q. Digamos, el grupo simétrico S tl es n -transitivo 
en fí, y el grupo alternativo A ny es (n — 2) — transitivo.

Cualquier grupo G opera con transí ti viciad en el conjunto GiH 
de las clases adjuntas por la izquierda G respecto a H (véase id 
ejemplo 2). Efectivamente, si gkHy gjlf son clases adjuntas, entonces, 
gjgl1 (gilí) =  gjH. Con más razón es sorprendente, que sobre los 
grupos fe-transitivos para fe >  5 se sabe muy poco. Existe incluso 
una hipótesis de C. Jordán (no demostrada) de hace más de un 
siglo, que tales grupos son sólo dos: Sn y An.

Nos disponemos a obtener curiosos resultados cuantitativos 
sobre los grupos transitivos, que nos serán necesarios en adelante. 
Sea G un grupo transitivo en fí. El grupo estacionario St (¿) del punto 
i 6 Q lo designamos con el símbolo Gt. Sabemos (véaso el teorema 1), 
que si i =  gt (1): ontonces, Gt =  giG}gV, i — 1, 2, . . n (g, =  e). 
Ademas, se puede lomar los elementos g¿ en calidad de representan
tes de las clases adjuntas por la izquierda G respecto a G¡:

G =  Ci U SzGi U • • • U (3)
En particular, | G | =  n \ Gx |, lo que concuerda con los resultados 
generales sobre las longitudes de las órbitas (véase el p. 2),

§ 2]

18-03Ü 2
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t e o r e m a  o S e a  0 u n  grupo iransitiuo en Q, y, para cualquier 
g 6 G sea N (g )  el número de puntos en £2, que quedan en sus lugares 
para la o p e r a c ió n  de g. Entonces:

( i)  21 Ar (g )  =  | G  | ( d i v i d i e n d o  a m b o s  m ie m b r o s  d e  l a  i g u a l d a d

(i) por | G |, obtenemos, que <ten promedio* cada elemento deja fijo 
un punto)]

(i i) si G es un grupo 2-transitivo, entonces,
S  A (?)*=2|G |.eiG

d e m o s t r a c i ó n , (i). Tenemos.

S  * (* > - S r « > ,ÍT6C ;=0
dondo r  {]) es e) número do elementos en G, que dejan el símbolo / 
en su lug«r. Con otras palabras, T (/) =  | G; \. Pero, en virtud de 
la transitividad | G } | =  | gfiigV | =  | Gj |, donde gj se han lomado 
de la descomposición (3). En consecuencia.

S  *  ( * ) - £  |f l / l - Í !  IG ,|=»|G,| II |G|.gEG j-1 j— 1
(ii) La condición de 2-transitividad de G significa, que en el 

conjunto Qi “  Q \{1} el subgrupo estacionario €¡i opera con tran- 
sitividad, o sea, las Gi-órbilas serán {1} y Q\> Sea N' (x) el número 
de puntos en inmóviles durante la operación x 6 Gj. La relación 
(i) empleada en el par (Gl% Qj), da

2  * '(* )=xéC|
Como N (x) 1 +  N' (x) para x £ Gj (se agrega el punto 1), enton
ces, tenemos 2 A (x)—2 |G,|*

Iguales relaciones son válidos para todos los restantes Gf. 
Sumando con respecto a /, obtenemos

n2 2 A (* )= 2 n |G ,|= 2 |G |.

A la izquierda A' (x) so considera de a uno para cada subgrupo 
que contiene a x. Pero, x deja en sus lugares N  (x) puntos y, por 
consiguiente, está contenida exactamente en N  (x) subgrupos G¡. 
Eslo significa, que cada elemento x aporta a la suma el término 
N (x)2. Por otra parle, cualquier elemento y € G, no contenido en 
la unión U Gj, permuta todos Jos puntos, así que N (y) — 0. Por
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eso, se puede escribir la relación

S  Ar ( S ( * = í¡  s  ¿V (x)=-2 |G |. I
íSG >•*! j

4. Espacios homogéneos. Para la geometría tiene especial interés el caso, 
cuando Q es un espacio lopológico (por ejemplo, la recta R o la esfera £*), G es 
un gTupo llamado, continuo (o topológico), y la operación (g, x) — gx se somete 
a la exigencia razonable:

(iii) / (g, x) — gx es función continua de dos variables g y x. El grupo G, 
que opera en Q de tal modo que se cumplen las propiedades (i), (ii) del p. 1 
y la (iii), se llama grupo de movimientoa del espacio O. Con esto, pueden haber 
movimientos que conserven nlgunu métrica en Q. El espacio Q se llama homo
géneo, si G opera en Q transitivamente en el sentido del ejemplo 3, o sea, si 
todos los puntos de ti pertenecen a una G-órbita.

Do los razonamientos generales de los puntos 1 y 2 es claro^ que se tiene 
correspondencia biunivoca entro los puntos del espacio homogéneo Q y las 
clases adjuntas G respecto a uno de los subgrupos estacionarios tí . Además, al 
movimiento g £ G del espacio Q le corresponde la aplicación g'H gg'H 
en el conjunto GUI.

Examinemos desde un nuevo punto de vista el ejemplo dol grupo £0(3), 
que conocemos bien del § 1. Es cómodo para el grupo £0(3) representarse como 
operando en la esfera bidimensional £* de radio unidad. Evidentemente, a cu
alquier par de puntos P, £a le corresponde algún movimiento (rotación), 
quo traslada P a 0, sea, £* es un espacio homogéneo con el grupo de movimien
tos £0(3). El subgrupo estacionario St (P) do cualquier punto P 6 £* deja 
inmóvil todo el eje que pasa por P y por el centro 0 de la esfera. Por eso, St (P) sé 
— SO (2) es un grupo de rotaciones del plano perpendicular al eje OP.

Como los elementos del grupo £0 (¿) se identifican con Los puntos de la 
circunferencia S l do radio unidad, entonces, el grupo £0(3) puede representarse 
en forma de pastel hojaldrado, cuyas capas con círculos unidades, «numerados» 
con los puntos de la esfera bidimensional SO (3)/£2 «  £3. En este caso se habla 
sobre la estratificación (0 proyección de p: £0  (3) ->* £s) con base £* y estrato 
p~l (P) «  £l, P € £*. El sentido exacto do todos estos conceptos se explica 
en los cutsos de geometría y topología, por eso nos 1 i mí tomos o lo expresado.

EJERCICIOS
1. Sean O y <t>\ homomorfismos del grupo G sobre £ (fi) y £ (Q'l, respecti

vamente. Entonces, las oporaciones definidas por los misinos en Q y en (V 
se Llaman equivalentes, si oxiste la aplicación hiyectivn o: ti Q' que hace 
conmutativo el diagrama

o
Q----

•* | i*íV O *
Q----» Q'

para todo g 6 G. De este modo, O* =  oO-o-4. Demostrar, que cada operación 
transitiva del grupo G es equivalente a la oporaciótf de G en las clases adjuntas 
por la izquierda respecto a algún subgrupo t í .  (Indicación. Tomar en calidad 
de t í  el subgrupo estacionario Gt del punto ( ^ Q, utilizar la descomposición 
(3) y hacer a (f) =  g fa .)

2. Haciendo hincapié en el teorema 2, demostrar, que todos los grupos 
de orden p* (p es número primo) son abelianos.
te*
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3. Mostrar, #4110 el c cu tro del grupo P , citado al final del ejemplo 1, tiene 
la forma

Hallar las clases conjugados del grupo P (indicación. Tener en cuenta, que todos 
los elementos «leí gru|>o P tienen la forma

1 t 0 II1 0 °n 1 0 1
donde A — 0 1 Ó 1 t i II, c = 0 1 0

0 0 1 110 0 111 0 0 i
si g $ Z  (P). entonces, Cp (g) =  <g> Z (G), 1 Cp (g) 1 =  pa.)

4. Sea n un número natural. Escribámoslo en forma de la suma n =  nt +
-j- +  • - . -f- nm con «1 >  nt p¡ . . . ^  1. El número de todas estas
particiones con m =* 1, 2 , . . .  lo designamos por medio de p (n), de tal modo 
que p (3) =  3, p (4) =  0, etc. La descomposición x  =  jíiJi* . . .  de cada 
permutación a 6 Sn en el producto de los ciclos independientes (vease ol § 2 
del cap. 4) determina unívocamente la partición dol número n. Mostrar, que 
las clases conjugadas del grupo Sn se hallan en correspondencia biyoctiva con 
las particiones del número n. {Indicación. SI o 6 Sn y st =» «i . . .  um, entonces, 
ana-1 =» ciho - 1 . . . luego, . . . i*)-o- 1 «= (0 (i,) a (i*) . . .
. . .  o (ik)) para cualquier ciclo ((t¿« - . . t*) de longitud k).

5. Sea que la permutación n 6 o* se escribo en forma de producto de r
ciclos de longitud 1, s ciclos do longitud 2 , t ciclos de longitud 3, etc., a9Í que 
n — r +  2s 4- 31 . . .  Mostrar, que la potencia de la clase conjugada en
5n, que contiene la permutación *, so expresa por la fórmula

6 . Sea que ol grupo G opera en el conjunto Q. Llamemos al subconjunto 
T czQ Invariante respecto a G (o G—invariante), si gx 6 r  para todo g i  G 
y x £ T. Por ejemplo, con las operaciones 50(2) X R1 R*, resultan conjuntos

invariantes Los anillos concéntricos. Mostrar, que cualquier subconjunto inva
riante respecto a Si os una unión de órbitas, además, la G—órbita de cualquier 
elemento x £ Q no os otra cosa que el menor subconjuuto invadan e, contenedor 
de x.

7. Mostrar, qno para ol grupo G con subgrupo ti, la operación t i  x  G G, 
definida por la traslación (h, g)*—► bg, da una partición de G en clases adjuntas 
por la derecha G con relación a H.

8. Modificando la demostración del teorema 1, obtener la relación

- {

1 0  c
0 1 0 
0 O 1

tM  2*d3«<I

1
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donde r {G : Q) es el número de órbitas del grupo de permutaciones G que opera 
en el conjunto £2. (Indicación. En la suma V  JV {g) cada elemento ,r £ Q so cuenta 
| St (x) | veces- Por lo tanto, los elementos quo están en mm misma órbita que 
xt efectúan un aporto en (#)• ‘goal a (C : St (x)) x l St (r) | =  [ G l).

§ 3- ALGUNAS ESTRUCTURAS TBOKICO-GRUPALES

Este parágrafo, on especial el p. 1, presenta algunas dificulta
dos. y al mismo hay que regresar roprotidas voces, para asimilar on 
ejemplos concretos un pequeño número ele conceptos abstractos.

1. Teoremas generales sobre los homomorfistnos de grupos. Vi
mos en el § 4 del cap. 4, que a cada subgrupo normal K  del grupo G 
se asocia cierto nuevo grupo G/K, que fue llamado grupo cociente 
del grupo G respecto a K. Así, junto con el epimorfismo SU (2)->- 
— SO (3), descrito en el § 1, es natural introducir el grupo cociente 
SU (2)/{±£) y compararlo con la imagen Im O — SO (3). Es 
fácil darse cuentA, que SU (2)/{+/?} ^  SO (3), pero, para no repetir 
cada vez los razonamientos, es útil establecer una serie de hechos 
comunes, sobre los subgrtipos, homornorfismos y grupos cocientes. 
En adelante, la escritura K <\ G siguifica, que K es uu subgrupo 
normal en G.

teorema i. (leo reina funda mental sobre los liomornorfisuios). 
Sea q>: 6'—>- ÍI un homomorjismo de los grupos con núcleo K — Kcr q). 
Entonces, K es un subgrupo normal en Gy G/K Iin (f. Recíproca
mente , si K <j G, entonces, existen un grupo II {precisamente, GIK) 
y el eplmorfísmo n: G->- H , cuyo núcleo coincide con K (n ¡recuente- 
mente se llama aplicación natural u homornorfismo natural).

demostración. Ya sabemos, que Kor q> — K <j G Definenios la 
aplicación q>: GÍK-+ / / ,  haciendo

<P (gK) =  q> (g).
Si g¡K ~ g?K, entonces, r l f :  6 K, <p (r !? i)  — e y, en consccnen. 
cía, qj (gj) — q> (g2), y esto significa, que la aplicación tp esta defi
nida correctamente (o sea, no depende de la elección del representan
te de la clase adjunta). Como q> (gxK *gtK) = <p (gtg2K) =  q> (gi^2) — 
=  <p (gi)q) (£2) = q> {g\K) q> (g2K), entonces, <p es un homornorfismo. 
Efectivamente, q> es un monoinorfismo, porque de q> (giK) — q> (£2/£) 
se deduce y  (g^ =  q> (g2), do donde q> (g;, X g2) — c, g-\g2 £ K Y 
g{K =  g^K. Es también que claro, que Imq> — Im q«. Poroso, <p resulta 
el hisomorfismo buscado G/K en la Im q;.

Recíprocamente, sea K <  G. Tomemos en calidad de tí la fun
ción quo confronta a cualquier elemento de G su clase adjunta res
pecto a K % o sea, hagamos ji (g) — gK. Es claro, que todas las 
propiedades exigidas se cumplen. |
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Corresponde observar, que prefijando el núcleo, el homoinorfisuio 
se determina no univoca mente. Por ejemplo, los automorfismos 
g —~ g y g g~l de un grupo abeliano de orden primo p >  2 son 
diferentes, pero sus núcleos coinciden (=e).

Teniendo el liomomorfismo p: 6'—>- 6  ̂ y el subgrupo H a  G. 
es natural echarle una mirada o la limitación p H y a la imugon del 
subgrupo //con  relación a esto homomorfismo. E) teorema siguiente, 
simplifica cunsiderablemenle el análisis de todas las situaciones 
posibles.

teorema 2 (primer teorema sobre el ¿somorfismo). Sean, el grupo 
G y sus subgrupos ¡I y Á\ además, K es normal en G. Entonces, HK  — 
— K li es un subgrupo en G, contenedor de K. Luego, la intersección 
H f\ K es un subgrupo normal en 11, y la aplicación

cp : hK — h (II D K) 
es un i somorfismo de los grupos:

HK!K / / / / /  n K.
demostración La condición K <\ Gt reescrita en la forma gK =  

Kg, £ 6  6*. significa, en particular, que hK = Kh para todo 
h £ //. El conjunto HK  =  {hk | h £ fí ,  k 6 K) se compone de un 
cierto número do clases adjuntas hK : IIK  =  1J hK. Sustituyendo

h í H

aquí hK por Kh, llegamos a la igualdad
HK -- U Kh = K H .

h i H  h í H

Es evidente, que el elemento unidad a, contenido en H y K, también 
se contieno on H K . Luego, (hk)~l = k~lh~l =  h~l (hkh-1)-1 E HK, 
por eso, los inversos de lodos los elementos de HK, se encuentran en 
HK. Finalmente, HK X HK  -  II-KII*K  =  =  /TAT, o
sea, el conjunto HK  es corado con respecto a la multiplicación. 
Vemos, que cJ subconjunlo H K a  G os un subgrupo on G*

Como K a  HK y K <3 G =>- K <3 / /£ ,  entonces, tiene sentido 
hablar sobre el grupo cociente H K iK . S e a n ,  n: 6->- G/£ un epimor- 
fismo natural y, ji0: n  ]H la limitación de ji en H . ¿’u imagen Irn n 0 
está compuesta de las clases adjuntas hK, h £ II, o sea, de todas 
las clases adjunta» de G respecto a K, qu tienen representantes en H 
Con otras palabras, lm rc0 — HKI K . Y bien, tenemos el epimor- 
fismo

ji0 : / /  — HKiK.
Su núcleo Kc r n0 so compone de h £ I I ,  para los cuales Jt0 (h) == 
s  hK K es unidad en HKiK . Pero, hK *= Á' h £ H f| Ar, 
de donde, Ker n0 =  II C\ K. Como cualquier núcleo de homomorfis- 
mo, II f| K es subgrupo normal en H (esto, sin esfuerzo, se 
co ni prueba in med ia Va men te).
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Según el teorema fundamental sobre homo morí Lsirms (teorema 1) 
la correspondencia ji0 : k (H [ } K ) n0 (/¿) — hK% establece el 
isomorfismo H ffí f| K 2* IIK iK . Como n„ es una aplicación bi- 
yectiva, entonces, cp — : hK —+ h (H f| K) también es isoinorfísmo
de los grupos HKlK  y HiH fl K. |

Ya que se tiene un primer teorema sobre el isomorfismo, deberá 
existir un segundo. Así es, pero formularemos su variante simplifi
cada, que tiene un nombre especial.

t e o r e m a  3 . (teorema sobre la correspondencia). Sean, el grupo G 
y sus subrrupos H y K, además, K <\ G y h a  II. Entonces, II 
— HiK es un subgrupo en G — GIK y ji*: H -* H es una aplicación 
biyectiva del conjunto Q (G, K) de los subgrupos en G, contenedores de K, 
sobre el conjunto Q (G) de lodos los subgrupos del grupo G. Si II £ 
€ Q (Gt K)T entonces, H < G H < G, además

Gití (HlT *= (GiK)Í(H!K).

demostración. Sea H  g Q (Gy K). De la definición de GIK surge 
inmediatamente que HÍK es un subgrupo en GIK._A fin de con
vencerse de la inyeclividad de la aplicación ji* : H , examinemos
dos subgrupos H2 £ Q (G, K ), para los cuales IIJK  *= H2!K. 
Entonces, £ Hx =*• h^K — h2K} k% £ H2 => — h*k, y, como
Kcz //.2, entonces, hi £ II2. de donde, ÍIl a  Hz. Análogamente se 
comprueba la inclusión H2cz. //j. Por lo tanto. IIx =  //.».

Establecemos ahora la sobroyectividad de la aplicación ;i*. Sean, 
II  6 & (G) y II  el conjunto de tales elementos en G, ríe Jos cuales se 
compouen_todasJas clases adjuntas respeetoa Á\ que son elementos 
del grupo H cr G. Entonces, en particular, K a  II y o, b € II =► a# , 
bK £H ** abK = aKbK£H = ± a b $ H y a £  H ^ a K ^ H  =► a-1#  =  
— (atf)-1̂  H =>- a"1 g H. Por lo tanto H es un subgrupo en G, 
además, H / / /£  (por lo común, H se llama preimagen en G del 
subgrupo H 6 G).

Es suficientemente evidente la iplicación II 6 (G, £)* H <\
<i G II < G, que se deduce formalmente de lus igualdades 
gK -kK-(gK)~l =  ghg-lK = - - 6 ^ 5 " para todo g 6 G, /¿ 6 7/. Pero, 
por las mismas razones II <3 G =► ghg~YK — gK-hK •(gK)’1 -- 
=  A'A: «*» gfcg-1 6 //=>■// <j G.

Finalmente, en la situación H 6 Q (G, A"), II O G, según lo 
demostrado, se pueden examinar dos epimorfismos naturales

n: G-+G/K; ñ iG ^ G U l
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(:* (g) gM* «Iñudo g = gK 6 (6') y la composición de los mismos 
es el epiinorfLsmo

C7^=noji =  G ^  C/ffi

definido por la reglo a (g) = tc (g) =  gH. Tenemos: Ker a =  
=  {g € G | o (g) =  Fl) -  {g € G \g  6 fí) =  {* € G I gK -  pora 
algún ¿ 6  ̂ /A. Kn consecuencia, según el teorema fundamental
sobre los honioniorfismos, la aplicación» g i l -* gil resulta un iso- 
morfismo entre GUI y GUI. |

e j e m p l o  i Son n  = d m  un número natural con divisor d >  1. Evidente
mente, nr£ cz d7. y la aplicación x ► dx -J- n7. es un epiinoríismo de los grupos 
aditivos:

F  tVlfn% =  (d i +  n% \ i =  0 , i ,  . . m  — 1 }

con núcleo mZ. Según el teorema 1 tenemos ci i somor f i sino 
7m =  7\mZ gz dZfnl 

(lo que y ti está lo suficien temen te claro). Con ayuda del teorema 3 hallamos
'« l&Z ^  (r£lnZ,)¡(d2lnZ)t o sea, Z<} s i  Zn/Zm.

Recordando el teorema 5, § 3, cap. 4, llegamos a ln a(irmaciói), de que 
todos los subgrupos y grupos cocientes de un grupo cíclico también son grupos cícli
cos.

Este resultado puede obtenerse, es claro, prescindiendo del teorema sobre 
los homomorfismos.

ejemplo 2. j¿n el grupo simétrico ú'4> sopáramos los subgrupos:
V4 — {*. (12) (34), (13) (24), (14) (23)) <1 S 4 (véase el ejercicio 4 del § 2). 
S , =  {e (12), (13), (23), (123), (132)>
(en este caso, S s es el subgrupo estacionario del punto i = 4). Como, evidente
mente, S 9 fl — cy entoncos, según ol teorema 2, para el subgrupo t í  — 
=  S9 V4, tenemos

t í !  14 SK ój/iSj (1 I4 ^

En particular, | t í  l — | V \4 1 5 , | =  24, o sea, t í  =  S4. Y bien, S 4 posee un 
subgrupo, isomorfo « 5 ,y  análogo al grupo cociente. Empleando el teorema 3, 
obtenemos la descii|>ción del conjunto Q (Si , l74) de los subgrupus en S4, conte
nedores de I'.:
i l (S AV\) =  {Y\ ((120 1 4, ((13)) t’4, <(23)) t 4, — ((123)) V» SÁ).
Prestemos atención al hecho de que para cualquier divisor d del número 24 en 
S4 se tiene por lo menos un subgrupo de orden d. En particular, existen exacta
mente cuatro subgrupos ((123)), Q124)), ((134)), ((234)) de orden 3 y tres 
subgrupos <(2)> t 4, ((13)) V4, ((23)) V4 de orden 8 (loa llamados subgrupos 
3-sílov y 2-sílov). Los propios grupos normales (o sea, y S4) son sólo dos:
14 y ^4’

Efectivamente, si K <\ $ 4 y K  fl V4 ^  e, entóneos, K -z> V4, porquo los 
elementos no unitarios en V4 son ledos conjugados con relación a S4. Dirigiéndo
se al conjunto Q {S4 , \ \  ) vomos, que K — l 4 ó A h. Y si K fl F4 =  <\ K ^  r, 
entuncos

K > S 4, V ¡>S4 = ^kV 4 [>S ,
y sólo que a aceptar, que KV4 *  S4, K s  S%, Pero, S 9 contiene uno trasposi
ción, y lodns las trasposiciones son conjugadas en S 4 y engendran S4. Por otra
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parto, ©lias deben estar contenidas en K. La contradicción obtenida muestra 
(pie el caso K fl \ \  — e es imposible.

2. Grupos resolubles. Lo expresión
|¿e, y] =  xyz“ly - \

llamada conmutador do los elementos x, y del grupo G, sirve de 
término corrector, necesario para cambiar los luciros de x  o y:

xy \x, y] yx.
Si a: o y son permutables, entonces, [jt, yl — e. Es intuitivamente 
claro, que, cuanto más conmutadores diferentes de c haya en el 
grupo G, tanto más significativa será la desviación de la ley de 
multiplicación en G de la conmutativa. Sea M  el conjunto de Lodos 
los conmutadores cu G. Se llama conmutante (o subgrupo derivado) 
del grupo G el subgrupo G' (=  G(1) =  [G, GJ), engendrado por el 
conjunto M  (véase el p. 2, § 2, cap. 4):

Gf -  (\x, y] | x, y 6 0 .
Aunque lar, y)“l =  yxy~lx~L = ly, xJ es un conmutador, el producto 
de dos conmutadores no necesariamente lo es, así G' se compone de 
todos los productos posibles del tipo de

[*1, y j  [*!, 0*1. • .[**, yfc] con x h y i £ G.
Por supuesto, en cada caso concreto es deseable tener la des

cripción más exacta dol conmatuante G\
EJEMPLO. G = Sn. El conmutador la, fll =  aP a”,(5“‘ do os permutaciones 

cualesquiera a, P 6 Sn es, evidentemente, una porinutación par. Por eso $'n c: 
a .A n. Luego,

(V) <¿*> (i/)'1 m 1 “  (ij) (ik) (tj) (tk) -  {tjk),
como con los ciclos triplos(¿//¿) so engendra lodo el grupo alternativo 

(véase el ejercicio 8, § 2 cap. 4), entonces, llegamos a la corrhisióii de que ^ 
= ^  n*

Observemos, que S'n f> Sn y d  grupo ociete SníS„ es abdiano.

Volviendo al caso general, consideremos el Jiomomnrfismo arbi
trario de grupos q>: G-+G. Como
<P <1*. y]) =  q> (xyx-hj-1) =* <p (i)cfi (y) <p (x)"1 (|> (y)~' ■= lq'(z), t| (</)]

entóneos, cp (G') c: (G)\ además, qi (G') =  (G')» si <p es un epimor- 
físmo. Sea ahora K un subgrupo normal en G, y <f = axn~x
un automorfismo interno del grupo G, que induce algún endomor- 
fismo en K. De acuerdo con lo dicho antes I a {K') cz K‘ paru cual
quier a £ G  y esto significa, que

K <q G =>• K'  <  G. ( 1 )
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En particular, G' <\ G. Demostremos ahora una afirmación general 
que revela ei sentido intrínseco del concepto de conmutante.

t e o r e m a  v Cualquier subgrupo K d  G, contenedor del conmutante 
G' del grupo G es normal con respecto a G. El grupo cociente G/C/ es 
abeliano y G' está contenido en caita subgrupo normal AT, taly que 
G(K es abeliano {en particular, el orden máximo del grupo cociente 
abeliano G!K es igual al índice (G: G‘).

d e m o s t r a c i ó n .  Si . r  £  K .  g £ G y  G 'c  Ár, entonces, gxg~l —  
=  (gxg~yz~y)x — [g, xl x £ G'íK — K , así que K <] G. Luego, de 
las condiciones Gf cz A', K <j 6?, cumplidas, en particular, cuando 
K = G' (véase (IV), se deduce que

laKt bKl -  aK-bK-arlK>b-lK =  aba-lb~lK =  la, b]K =  Á\ 
-o sea, el conmutador de cualesquiera dos elementos del grupo cociente 
G!K es igual ai elemento unidad ( =  /0. Por lo tanto, GIK os un 
grupo abeliano. Recíprocamente, si K <\ G y el grupo cociente es 
abeliano, entonces

[a, b)K =  [aKt bK] =  K 
pora todo a, b £ G. Por consiguiente, [a, b] £ K y G' s  K por cuanto 
&  es engendrado por los conmutadores. |

Observación. Ahora conocemos dos subgrupos normales impor
tantes de cualquier grupo G; el centro Z (G) y el conmutante G\ 
La relación entre ellos, hablando en general, es débil, pero la ley 
-común es ésta: cuanto más «cerca» está G de ser un grupo abeliano, 
tanto mayor es Z ((?) y menor G'. Es de mayor interés el hecho si
guiente.

El grupo cociente G!Z (G) del grupo no abeliano G respecto al centro 
2  (C)1 no puede ser cíclico.

En efecto, si GfZ (G) es un grupo cíclico, entonces, G =  y a'Z (G)
i

y cualquier elemento de G tiene la forma g =  a*z, z £ Z (G). En tal 
-caso [g, A] =  [ézy aV] =  a ^^~ J [z, z'l =  e para cualesquiera 
dos elementos g, k £ Gy & — e y G es un grupo abeliano, pese a io 
supuesto.

En G' también se puede examinar el conmutante (EG')' =  
llamado grupo derivado segundo (segundo conmutante) del grupo G. 
Continuando este proceso, definimos el grupo derivado k-ésimo 
<?<*> =  (G’tfc "*>)'. De acuerdo con (1), G{k) <3 G y, con más razón, 
#(*) o  obtine la serie de subgrupos normales

G r> G"> r> G& D> . . .  O G<h> t> G<*+1> t> . . .

con los grupo? cocientes abolíanos G{h)<C{íl*lK
EJ grupo G se llama resoluble, si la serie (2) se interrumpe en el 

subgrupo unidad, o sea, =  e para algún índice mínimo de m 
grados de solubilidad del grupo G. Es evidente, que cualquier grupo 
abeliano, entro ellos también los cíclicos, es resoluble de grado 1.
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Además, en cualquier grupo resoluble G de grado de solubilidad m, 
so tiene un subgrupo abeliano normal precisamente G(TÍI“l>. 
Como muestran los ejemplos examinados, S A =  /14, A\ — lr4, V[ «  e 
Por lo tanto, el grupo alternativo .44 es resoluble de grado 2, y el 
grupo simétrico S4, resoluble de grado 3.

Los grupos resolubles deben su nombre a la teoría de Galois, 
como se mencionó en el p. 1, § 2 del cap. 1. La resolubilidad del grupo 
S A y de todos sus subgrupos, es causa de la solubilidad en radicales 
de las ecuaciones algebraicas de grado n ^  L Más detalles sobre 
estas cuestiones pueden encontrarse en la i itera tura complementaria, 
recomendada el principio de la parte ÍJ.

3. Grupos simples. Existen grupos ^  e coinciden les con su con
mutante y, por lo tanto, insolubles. Más aún, ahora estableceremos 
la existencia de grupos no abelianos, en los cuales no hay en absoluto 
subgrupos normales propios e y G). A estos grupos se adopta 
llamarlos simples.

l e m a . Cualquier subgrupo normal K del grupo G, es la unión de 
algún conjunto de clases conjugados respecto al grupo G.

Efectivamente, si x 6 K G, entonces, gxg~v 6 K para todo 
g 6 G. En consecuencia, junto con cada elemento x £ K, en K está 
totalmente contenida la clase do elementos conjugados aP yK  =
=  U |igí 1 ■

t e o r e m a  5 El grupo alternativo A b es simple. 
d e m o s t r a c i ó n .  Efectivamente, en ol grupo .1*, además de la per

mutación unitaria e% se tienen 15 elementos (//) (kl) de orden 2 (de 
a tres elementos de este Upo en el subgrupo estacionario de cada
uno de los puntos 1, 2, 3. 4, 5), 20 =  2 (j?) de elementos (ijk) de
orden 3 y 24 =  4! del elemento (ltWV'.,) de orden 5. Los elementos 
do orden 2 son todos conjugados: ellos, evidentemente, están conju
gados en S5, y como el subgrupo estacionario (con relación a la 
operación por conjugación) del elemento (12) (34) contiene la per
mutación impar (12), entonces, la conjugación puede ser efectuada 
mediante permutaciones pares. Lo mismo se refiere a los elementos 
de orden 3. Pero, los oicmentos de orden 5, conjugados en *S4, en 
el grupo A Á se dividen en dos clases con Jos representantes (12345) 
y (12354). En efecto, (45) (12345) (45)”l — (12354), y como centra l¡- 
zador (=  subgrupo estacionario) del elemento (12345) en A b sirve 
el grupo cíclico de orden 5, engendrado por este elemento. Así pues, 
tenemos la tabla

1 15 20 12 12

tf (12) (34) (123) (12345) (12354)
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En el renglón inferior se indican Jos representantes de las clases 
conjugadas, y en el superior, las potencias de estas clases

Sea ohora A’ un suhgrupo normal respecto a A i. De acuerdo con 
el lema

| A* | •: i V  1 L V 15 4 -  ft3 ‘ 20 +  Ó4 • 12 -  ó ■ 12.
donde 61 =  1 (porque <? € AT) y ó* 0 o 1, para i — 2, 3, 4, 5. Es 
fácil convencerse de que ]a condición de que | K | sea divisor de 
orden \ A?, \ 60 (teorema de Lagrange) deja sólo dos posibilidades:

a) ó3 — Ón — ó4 — Ó5 =  0, K es un subgrupo unidad,
h) 6* -  Ó., -  Ó, -  6r, =  1, K «  A 5.
Esto demuestra precisamente que es un grupo simple.
Por inducción sobre n ahora se puede establecer, que son simples 

todos los grupos Ani n ^ f>  (resultado de E. Galois) Gomo los sub- 
grupos de grupos resolubles son también resolubles (H czG 
=*> czG(ftK k ^  1, 2, . . .), entonces, del teorema 5, en todo 
caso, so deduce que el grupo simétrico Sn es insolublo cuando 5. 

t e o r e m a  c  El grupo de las rotaciones SO (3) es simple. 
d e m o s t r a c i ó n . De acuerdo con el teorema 3, es suficiente con

vencerse do que cualquier subgrupo normal K del grupo SU (2), 
contenedor del núcleo {±E}  del epimorfismo O: SU (2 )-*SO (3) 
(véaso el p. 3, § 1) y diferente do {dr£}, coincide con SU (2). La
relación 5 del § I puede ser interpretada de otro modo, diciendo,
que cada clase conjugada del grupo SU (2) contiene una matriz dia
gonal tfq, — ¿>2H — di.ig {tíí,p, c*“4v). Como, según el lema, K es la 
unión do alguna familia de clases conjugadas del grupo SU (2), 
entonces, sin limitación do generalidad, consideramos 6 K para 
algún cp >> 0, tal que «en cp. ^  0.

En K debe contenerse también cualquier conmutador.
K .  g] = (g íAVg"1)

e>'» 0 1 1 * P I*;-'* 0 a  - p
0 e ”i | l - P  5 | 0 e‘<i P a

|ct|2 , |P|2*’2*
|a |a f  IPI2^ 12* ’

donde | a  |2 |- | p |2 =  1 (véase (3), § 1). Pura la traza de la matriz 
id,,, g¡ obtenemos la expresión

ir ¡dv, gl =  2 | a  [2 -í- I P |2 (e** -h <r «*) -  2 (1 - 2  | p |l sei.\).
Aquí, | p | toma cualquier valor del intervalo |0, 1] y sen ip 0. 
Nuevamente, en virtud de (5) § 1, se hallara la matriz unidad h £  
6 SU (2) tal, que h gP”1 -- d* «  diag {e'*, e-4*}, además, 

£ A\ Como c'^, son las raíces de la ecuación característica
Xa +  (4 | p |2 sen2 <p — 2) X +  1 = 0
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de la matriz gl, entonces, kaciondo que | (i | tome Jos valores de 
0 a 1. obtenemos para cualquier punto en el segmento 10, 2q»|. 
Y bien, en K está contenido cualquier eJemonlo y la ríase conjuga
da, definida por el parámetro i|>, cuando 0^i|?^2cp . Por cuanto 
para todo a >  0 existe un número natural n, que cumple la con
dición 0 ■< o|) — —• 2<p, se puede afirmar que en K está contenido
el elemento dado de antemano dtl =  g

De los teoremas 5 y 6 se aprecia que en la clase de grupos simples 
se contienen grupos finitos a infinitos de gran importancia práctica. 
Puede parecer sorprendente que aún no se cuente con una descripción 
razonable de todos los grupos simples finitos, y no os claro si se 
puede obtener o no.

4. Productos de grupos. Consideremos ahora una estructura , que 
permite construir nuevos grupos a partir de otros dados. JSu distintos 
casos particulares ya nos hemos encontrado con esta estructura.

Llamemos producto directo {externo) de los grupos arbitrarios 
A y /?, al conjunto A X B de todos los pares ordenados (<i, ¿>), donde 
o £ A s b 6 B, con lo operación binaria

(flj, b¡) <at , bt) =  («,«,,btb.¿).
Hablando con propiedad, correspondería escribir (au bl)*{a2, ba) =  
=  (tfj o aa, b¡ □  b8), donde o, □ , *, son operaciones binarias en 
A, B y A X B respectivamente, pero, para simplificar la escritura, 
convenimos denotar todas las operaciones con un punto (de paso, 
omitiéndolo). Para la escritura aditiva de los grupos, por ejemplo, 
de los abelianos, es natural hablar sobre la suma directa A 0  B.

En A X B se contienen los subgrupos A x  e, e x ¡i, isomorios 
a A y B, respectivamente (otra condiciona lidad más: los elementos 
unidades en A y B se anotan con un símbolo e) La aplicación cp: 
A X B B X A y dada por la igualdad <p ((n, b)) (b, a), eviden
temente, establece el ¿somorfismo de los grupos A x H y B  X .4. 
Si tenemos tres grupos A , B, C% entonces, se puede hablar de los 
productos directos {A X B) - C y A X (B X C). Haciendo 
á¡> (((a, b) c)) =  (a, (6, r))T nos convencemos fácilmente de que

(.4 X B) X C A X (B X C).
Las propiedades de conmutalividad y asociatividad del producto 
directo, nos permiten hablar sobre el producto directo de cualquier 
número finito de grupos 6\, (72, . . . .  Gn> y escribir

« 3]

n
G, X G2 x . . .  x G n=  G, ,

sin indicar explícitamente mediante paréntesis, en que orden se 
toman los productos directos de dos en dos (con eslo, transforma-
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mos el conjunto de todos Jos grupos en un semigrupo conmutativo,, 
cuyos elementos son grupos).

t e o r e m a  7. Sea G un grupo con subgrupos normales A y B. Si 
A (1 B =  e y A B => G% entonces, G & A X B.

demostración* De la igualdad AB  =  G se deduce, que cualquier 
elemento g 6 G se escribo en Ja forma g = ab, donde a 6 A, b 6 B. 
Si, además, g c,í/,, 6 ¿h 6 entonces, ab =  a1b1 =>■ aj1* =
=■ bj)-1 £ A fíB  r En consecuencia, Ux =  a, bj =  b, y llegamos 
a la conclusión, que la anotación g ~  ab es unívoca. Luego, A <j 6’ =>• 
=>■ A -  a (foH¿rl - *«' 6/1; Z? <j G ^  k — (aba-1) b~l =  b'b-1 6 
6 o sea, el conmutador A* 6 i4 0 B = e es un elemento unidad y, 
por lo lanío, ab -  ha.

Definimos ahora la aplicación q»: G A X B. haciendo <p (g) = 
-- («, b) para cualquier g — ab. Conformo a lo antedicho, <p (gg') *= 
=  cp (abti'b') =- <f (aa'bb') — (oa', b¿>') ■— (a, ó) (a', b') =  q) (ab) X 
X q> (a'6') =  fp (g) cp (g'). Luego, cp (ab) =  (e, e)^>a =  e, ó =  er 
o sea, Ker q -- e. El epimorfismo de q es evidente. De este modo, 
q* satisface todas las propiedades de una aplicación isomoría de 
grupos. |

El grupo 6, que satisface las condiciones del teorema 7, llámase 
producto directo (interno) de sus subgrupos 4̂, B. Difiere del producto 
directo externo en que G contiene en calidad de factores directos los 
propios grupos A , B , y no sencillamente sus copias isomorfas/1 x c, 
e X B, Se sobreentiende, que el producto directo externo G — 
=  A X B también es producto interno de los subgrupos A x e, 
e X B t y, con cierta experiencia, es posible no hacer diferencia» 
entre ellos, utilizando la expresión reducida «producto directo».

Alguna información sobre los homomorfismos de los producto» 
directos, es dada por el

t e o r e m a  8 Sean. G =  A X ¿ ? ,  y A l <  A % Bi <5 B. Entonces, 
A y X /?, <¡ G y G/iAy X Z?j) ssé  (A i Ay) X (BiBy). En particularr

d e m o s t r a c i ó n .  Sean, j i :  A ^ A / A t  y p :  f í  -* ■  B i B ^  homomorfis- 
mos naturales. Definimos la aplicación q>: G (AiAi X (.BiBl) por
medio de la relación <p (ab) «= (jt (a), p (b)). So comprueba inmedia
tamente. que q' es un homomoríismo con núcleo Ker q> — Ay X Bx 
e imagen (AlAy) X (BIBy). |

Al igual que on la teoría de los espacios vectoriales, es fácil 
demostrar que si G es un grupo con subgrupos normales Gu . , Gn, 
entonces, G ^  | [ G, sólo en el caso cuando G =  (Glt . . Gn) y
Gj f| (6V . . . . ., Gn) =  cT para todo / (el sombrero /\ sobre
Gj significa que el componente G¡ se omitió). Lo mismo se expresa 
con la propiedad siguiente: G es el producto directo de sus subgrupos 
normales 6'p . . ya que cada elemento g £ G  permite, además,
unívocamente i ser escrito en la forma g *= g, . . .  gn, gt 6 Gt.
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El producto directo de n ejemplares del grupo H también se* 
llama potencia directa n-ésima y se anota con el símbolo Hn ~  
= II X . . . x  //. En Hn se destaca un subgrupo especial» la diago
nal A =  {(ft, /*, . . . »  h) | h £ H}t isomorfa a H.

Si en el teorema 7 se desprecia la condición B <j G, entonces, 
llegaremos al concepto de producto semidirecto: G — AB% A fl B — et 
A <3 G (a veces se escribe <7 — A X B). En esta definición corres
pondería introducir también la descripción de la operación del 
subgrupo B con Jos auto morí ismos en el subgrupo normal A, lo 
que ordinariamente so hace en cada caso concreto.

Muchos de los grupos que conocemos, se representan en forma de producios 
directos y gemid ¡rectos. Por ejemplo, Sn es el producto semidirecto dol subgrupo 
normal An por el grupo cíclico ((12)) de orden 2: Sn sé An X Z2. Utilizando 
las anotaciones del ojcmplo 2, p .  1, se puede escribir; >1. — V\ X ((123)) & 
sé (Zj X Zj) X Z,; 6^ =  V4 x s  (Z2 X Zj) x (Zn X 2.J. Otro ejemplo 
más: ol grupo A fl, R) de las transformaciones afines R R (vóaso el ejerci
cio 3, § 2, cap. 4) us un producto semidlreclo de un su b grupo normal de trasla
ciones por el subgrupo GL (1, R) de ransformneionos, que dejan ol punto 
x = 0  en su lugar.

5. Generadores y relaciones determínales. La cuestión sobro 
los sistemas de generadores del grupo G ya se discutió en el § 2 del 
cap. 4. Regresamos a ella para echar una mirada a algunos grupos- 
que conocemos, desde un nuevo punto de vista. De los resultados del 
cap. 4 so deduce que para los grupos cíclicos no hay necesidad de 
componer las enormes tablas de Cayley. La escritura condicional

Cn =  {c | c* =  e) (3)
brinda toda la información necesaria sobre el grupo cíclico abstracto 
Cn, de orden n, se supone, que Cn -  {«, c, r ,  . . ., c -l}1 además. 
cV =  c-+t para a +  t <  n% y c'c* =  c*+<-n cuando s -1- i ^  n, 
Por otra parte, todo grupo cíclico os, con exactitud hasta el isomor- 
fismo, una imagen homomorfa de un grupo único (?, -i ).

En este sentido, como grupo universal para todos los productos 
directos posibles A =  (al > X . . . X (ar) de los grupos cíclicos 
de órdenes nJf . . ., (nt es un número natural o ol símbolo oo) 
serviá la r-ésima potencia directa £r =  Z 0  . . . $  1. (véase el p. 4  ̂
con los generadores

*i -  (0, . . . .  1, . . 0), ¿ - 1 , 2 , /*>
y la composición

S  =  .X (Sj í j) 2, =  +  ¿4. . . . , S r I tr).
La aplicación z¡ »-»- a(, 1 ^  i ^  r, se continúa unívocamente hastn 
el üomomorfismo de ios grupos <p: (slt s2l . . ., sr) —̂ a\'a*¿ . . . a*
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con núcleo Kcr <p - - 0  . . .  © mT¿ (véase el teorema 8), donde
M( — si n t C . oo . y m¡ — 0 ,  si nf — oo.

Por analogía con (3), se puedo escribir

A ^  {*£, . . . »  ar | flj”» =  e, . . . .  a™’’ =  e),
suponiendo tácita me ti te, que los generadores . . . »  ar, además.
conmutan. Las expresiones a?*1 — e..........a™T =  e se denominan
re/ocíoues determinantes del grupo abeliano A , y 2/  se llama grupo 
abeliano libre de rango r (o con r generadores libres zu . . ., z,). Es 
evidente, que

A es ¿.r <=t> (a\K . . a*r = e <=> Sj =  . . . « =  sr — 0).
Si ahora, Fd es un grupo arbitrario, engendrado por d generadores 

f i ........./¿, entonces, cada uno de sus elementos/, se escribe (posible
mente, de muchos modos) en Ja forma

/ - / S / S  /£ ; */€{!, 2, d), S j t z ,  (4)
donde ; =  1, 2, . . ., k — l. Esto siempre se consigue
con las sustituciones elementales /?/* =  /?+t, f t =  e y f¡e — ef¡ — / ; .

Guando se cumplo la condición / — c <=> .9X =  . . . =  sh =  0 para 
cada /, anotada en la forma (4), se dice, que /*<* es un grupo libre, 
engendrado por d generadores libres. Los elementos del grupo Fd 
habitualmente se llaman palabras en el alfabeto {fl% / í1, . . fth fd1}. 
La escritura irreducible (4) de la palabra f y su longitud l (/) =  
*= I I +  1 I +  . . . H- | $k I están definidas unívocamente: en 
caso contrario, la palabra vacía e =  ff~l (elemento unidad en Fd) 
tendría una longitud > 0 . Para un d dado, dos grupos libres Fd y 

engendrados por los generadores libres /L, . . fd y Su • • 8d,
respectivamente, son isomorfos: es suficiente hacer O (f¡) =  gir 
1 ^  i ^  d, y para la palabra arbitraria / do la forma (4) contar

®(f) = gi)gl\ ••• f ‘J¡

(las unidades, en Fd y tienen el mismo símbolo). Si, no obstante, 
Gd no es un grupo libre, entonces, (1> será sólo uu epimorfismo con 
núcleo Kor © compuesto de aquellas palabras que con la sustitu
ción A»-** gi pasan oJ elemento unidad del grupo G¿. Esta propiedad 
universal (posibilidad de continuar /¿ -*■ gh 1 ^  ^  d, hasta el
epimorfismo <1>: Fd Gd para cualquier grupo Cd cou ¿generadores) 
se puedo tomar como definición del grupo libre Fd, pero no nos 
detendremos en esto.

Para que los grupos libres no parezcan objetos místicos, ofrece
mos algunas de sus realizaciones concretas.

d — 1. Fx ^  (£, -  ) es el grupo libre abeliano de rango 1, o, lo 
que es igual, el grupo cíclico infinito.
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d =  2, Sea 2. [t] el anillo de los polinomios en i con coeficientes 
racionales enteros. En ol grupo lineal especial SL (2, 2 Ul) examine
mos el subgrupo b\ engendrado por las nía trices

11 t 1 II1 0 1A = |o  1 1’ H* ti
Demostremos, que F es un grupo libre. Una inducción liviana sobre 
k muestra, que el elemento

W k =  A a iJ3h  . . .  P,t¿=0,
tiene la forma

Wx
114~
IM..

_L ah¿2h í ( . ..
l + . . . + o

donde <rfc ■■ «iPi . . . a/tp*, y cou punios se indican los monomios 
de menor potencia cou respecto a i. Es claro, que Wh ^  E. Cual
quier elemento del grupo F se escribe bien en la forma ^  E ,
0 bien en la forma W -• B^WhAn. Si W =  E t entonces, Wh =
— lo que, sin embargo, es imposible (comparar Jas poten
cias para k >  1, y Ar — 1 y efectuar la comprobación inmediata).

Un sencillo razonamiento complementario muestra, que con la 
sustitución t =  m, donde m es un número entero cualquiera > 2, 
el grupo F continúa siendo libre.

Ahora, introducimos la siguiente
d e f i n i c i ó n .  Sea, Fd un grupo libre con d generadores libres 

f\> . . fd\ S — Uv¡, i 6 /}, algún subconjunto de los elementos
(fv • • fd) € Fa, y K — (Sfd) el menor subgrupo normal en F¿,

contenedor de S (intersección de todos los subgrupos normales, con
tenedores de S ). Se dice que el grupo G está ando por d generadores 
ai» . . üd y por las relaciones (ax, . . ar) *= e. i £ A si existe 
el epimorfismo n: F¿-+G con núcleo K  tal, que n {fk) = akt
1 ^  k ^  d. Además, se escribe

G =  («i, . . ., ad | Wf (alf . . ad) -= et i £ I)
y llaman a G grupo finitamente determinado, ya que Carel /  <  oo.
El propio grupo está «libre de relaciones», lo que explica su 
nombre. De la definición se deduce que cualpuicr grupo H con d 
generadores bv  . . ., bd, que satisfacen las mismas relaciones 
Wi (bly . . órf) =  e, i ¿7 , y, posiblemente, algunas otras, es la 
imagen homomorfn del grupo G. En particular, \ H  J {{C |.

EJEMPLO i. (grupo de diedro). El grupo G =  (a, b*|a3 =  b* =  ábab «  e) 
con  do s g en erad o res  y  tre s  re la c io n es , tie n e  e l o rden  \G \  <  6, po r c n a n to  ha =  
=  =  (a8) -1 * ^ - ^ 1) - 1 =  a %b y  G, en  to d o  ca9o, se agoto  con lo  e lem en
to s  «, a , a \  b , a b y a*b. Gom o, p a ra  la s  p e rm u tac io n es  (123), (12). g enerado ras 
do S 3, se cu m p len  la s  re la c io n es  (123)» — (12)* =  (123) (12) (123) (12) =

10-0392
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entonces, ];i aplicación <p: 6’-*-ó'* definida por la correspondencia a -*■ (123), 
b (13), será ol isomoríismo G & $9. Por lo tanto, el grupo simétrico ,Sa es 
dado por dos generadores y tres relaciones. Recordamos que Sa también se

// r  j

i
ideu tifien con el grupo de todas las transió rm ación es de simetría del triángulo 
equilátero.

El grupo completo do transformaciones de simetría de) n-ágono regular 
Pn so llama grupo del diedro (grupa diedral) y se anota con el símbolo Z>n. La 
rotación

1cos0 —sen OI] 
sen ü eos 9 ||

de un polígono en su superficie a un ángulo 0 ~  2n/n alrededor del contro 0, 
ubicado en el origen del sistema de coordenadas cartesianas, engendra el grupo
cíclico (A) de orden «. En Dn tsslA contenida tnmbién la reflexión & — ||
del polígono Pn en relación con el eje que pasa por el centro y uno de sus vér
tices.

Pov definición, j0 2 =  f. Las distintas transformaciones de simetría
r, ¿ i* . ...» jl"-1; ¿0, . ¿ ¿ S , .......A P - l &  (5)

en la cantidad 2n, agotan el grupo ¿V  Ereclivuniente, toda transformación de 
simetría se define por su operación en los vértices 1, 2, . . n del polígouo Pn . 
Si alguna transformación traslada 1 a i ,  entonces, o debe conservar el mismo 
orden cíclico de vértices, como lo hace o bien cambiarlo por el inverso, 
como lo hace Por eso, ningún otTo elemento, excepto (5), en Dn no
hay. Observemos, que la transformación & ,4  coincide con por cuanto
ambas giran el orden do los vértices y trasladan 1 a n. De este modo, tienen 
lugar las velaciones

A n = ey = A & A &  = e.
Esto significa, que Dn os imagen hoinoniorfa del grupo 

G =* (o, b | <in =  b2 =  abab =■ e).
Pero, como cuando n — 3, obtenemos ba — a~lb =  a*-1, así que cualquier 
palabra en ol alfabeto (a, a~l b, 6~ '} se reduce a a1, o bien a a b% 0 <  t <  
n —1. Por lo tanto, 1 6 | <  2n, y en virtud de lo dicho unteriomente, 
deberá tener lugar ol isomorfismo G Dn. Do esto modo, el grupo diedraí 
ha sido dado mediante los generadores y relaciones determinantes. Identifi
quemos G con Dn:

f)n --- (a, b | an =■• c, ó8 — e, (flb)2 =  e).
Como (a) <3 Ün y Dn/(a) os un grupo cíclico, entonces, en baso al teorema 4 
para ol conmutante fJ*n del grupo 7>n, tenemos la inclusión D*a c  (a ). Poro, 
a8 — aba-'b-1 -= |a,_ól 6 D*n\ cuando n es impar D'n =  (a), y cuando n es 
par Dnf(a*) =  {a. ¥) ^  l \  es el producto directo de do9 grupos cíclicos de
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orden 2, do donde = (a2). JDt* acuerdo a la paridad do n. también vario 
el centro 7 (Dn) del grupo Dn y el nCimero r de sus clases c onjugadas. 

Mostramos las lanías preparadas (y fácilmente comprobables):

/>; =  {«*>, ( ^ n :/>n) =  4, Z (Z>n) •-{aTN}. r = » ,+ 3

1 i 2 2 ra m

e a m a a m ~ i b ab

n =  2m +  i. D'n =  (a). (fln : D'ft) =  2, 1 (¿>n) -= c, r -  m ■*- 2

i 2 2 2 n

t a am-i b

Los representan lea de las clases conjugadas están en la fila inferior y las» 
potencias de estas clases, en la superior.

Queda por subrayar, que la forma de las relaciones determinantes (sus 
primeros miembros en la escritura ir( =  t) depende esencialmente de la elec
ción del sistema de los grupos generadores. Por ejemplo,

Dn <fi. 1 1 el = *1 = teift)" = «)•
Si se parle de la tarea anterior, so puede hacer gy = ab, gt =  b.

EJEM PLO 2. (grupo de cuaternlones). A diferencia del ejemplo anterior, desde 
un principio definimos el grupo de cuaterniones (>8 (el nombre se explica en el 
cap. 9) por sus generadores y relaciones:

=  (a, b \ a* — et &® “  a \  bab~l — a"1).
Nuevamente, óa =  a-16 — a3& y, por cuanto b2 *  cualquier palabra en el 
alfabeto (a, a -1, ó, ó-1} se lleva a la forma a rb *, 0 <  .* <  3, 0 <  t <  1, 
por lo tanto I 1 ^

¿Podemos afirmar que 1 <?8 l =  8? Sí, pero sólo después de que haya sido 
presentado un grupo de 8 elementos, con dos generadores do! mismo vinculados 
por las mismas relaciones que o, b. Un grupo asi es engendrado por las matrices

En efecto,

y (A, i?)

A «i 0 
0 —¿ , B 0 1

1 o
.44 = Ey 7?3 =  A \ BAB-i =  A’1

La aplicación a -► A, b -►> B define el isotnoríismo a* <.4, B ). Observe
mos que o® 6 Z (#$)♦ y como el grupo cociente respecto al con Li o de un grupo 
no aboliano no puede sor cíclico (véase la observación en el p. 2), entonces, 
{a2) =  Z (0a). Todos los grupos de ordeu 4 son abelianos, por eso (98) as 
f* 14, rs el producto directo <le dos grupo» cíclicos de orden 2. Por lo tanto 
el conmutanto coincide con Z (Q£ y (Q8 : — 4. Los dalos sobre clases
19*
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conjugadas, so tienen en la tabla:

1 1 2 2 2

c fl2 a b nb

Los grupos finitamente determinados, de los que examinamos ejemplos 
elementales, se encuentran en diversos dominios de las matemáticas, por ejem-

Silo, en calidad de los llamados grupos fundamentales de heterogeneidades, 
ío sorprende, que muchas cuestiones referidas a ellos, no han sido resueltas.

EJERCICIOS
1. Recordemos la definición del p. 2, § 3, cap. 4, de aulomorfismo interno 

I a: g  — aga~l y de grupo Inn (G) cz Aut (G). Mostrar, que Inn (G) <j Aut (G) 
y Inn (G) ss G/Z (G), donde Z (G) es ol cent-m del grupo G, El grupo cociente 
Out (G) =*Aut (G)/lnn(G) se llama grupo de avtomorjismos externos.

2. Sean H y K, subgrupOB del grupo G. Mostrar, que | H K  • x | H f) K I =  
— | H\ *| K | análogo de la fórmula conocida de la teoría de espacios lineales).
Mostra, a continuación que el conjunto H K  será subgrupo si, y sólo si, H K =  
es KH. cuando K <\ G, esta condición se cumple automáticamente.

3. Mostrar que en el grupo resoluble finito G, se hallará una sucesión de 
subgrupos e =* G0 czGi cz - . . czGn =  G, donde G¿-| <J 1 <  i <  M T cada 
Indice (G¿ : G, )̂ ==• pt os algún número primo.

4. Componer para el grupo simétrico S la tabla

1 3 6 8 6

e (12) (34) 02) (123) (1234)

a n á lo g a  a  la  q u e  u s a m o s  e n  e l  c u r s o  d e  la  d e m o s t r a c ió n  d e l  t e o r e m a  5 .  A p o y á n d o 
s e  e n  lo s  m is m o s  r a z o n a m ie n t o s ,  r e p e t ir  la  d is c r ip c ió n  d o  lo s  s u b g r u p o s  n o r m a -  
Lee d e l  g r u p o  <S4 , q u e  h e m o s  d a d o  e n  e l  e j e m p lo  2 .

5 . D e m o s tr a r  q u e  e l  g r u p o  a l t e r n a t iv o  n >  5  e s  s im p le ,  o b s e r v a n d o  
e l  e s q u e m a  d e  r a z o n a m ie n t o s  e x p u e s t o  a  c o n t in u a c ió n .

a ) E n  e l  s u b g r u p o  n o r m a l K  <3 A n , K  &  e , c o r r e s p o n d e  t o m a r  la  p e r m u t a 
c ió n  n  c , q u e  d e jo  en  s u  lu g a r  o l m a y o r  n ú m o r o  k  p o s i b le  d o  s ím b o lo s  d e  
Q  =* {1 , 2, . . .  « } .  S i k  =  n —  3, e n t o n c e s ,  n  =  (i/fc) y  K  =  An (v é a s e
e l  ejercicio 8, $ 2 riel c a p . 4 ), p o r  e s o ,  c o n s id e r a m o s  k <  n  —  3.

b ) S i  n  =  (1 2 3  . . .)  e s  e l  d e s a r r o l lo  d e  x  e n  c i c lo s  in d e p e n d ie n t e s ,  e n t o n c e s  
la p a r id a d  d o  n  y  la  c o n d ic ió n  Ar <  n —  3  c o n l l e v a n  k  <  n —  5 . T a m b ié n  e s  
p o s ib le ,  q u e  jt — (1 2 )  (3 4 ) . . .  s e  c o m p o n g a  d e  c i c lo s  in d e p e n d ie n t e s  d e  l o n g i 
tu d  2 .

c )  E n  to d o  c a s o ,  e x a m in a r  e l  c o n m u t a d o r  ( j i ,  a )  =  e  c o n  a  =•
=  (345) y  c o m p r o b a r  q u e  é l  d e ja  e n  s u  lu g a r  m á s  d o  k  s ím b o lo s .  E s t o  c o n t r a d ic e  
la  e le c c ió n  d e  k y  d e m u e s tr a  la  a f ir m a c ió n .

6. M o str a r , q u e  Z (A X B) = Z (A) X  Z (B),
7 . S i  Jtj, G, f| e , e n t o n c e s ,  G e s  is o m o r fo  a  u n  c i e r t o

s u b g r u p o  e n  (G / K ¿) X  ( G / K t ) .  ¿ E s  c ie r t o  é s t o ?
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8. Sea K <J G =  A X B. Demostrar que, bien el subgrupo K es abeliano, 
bien una de Jas intersecciones K f|A , K 0 5  es no trivial. Dar un ejemplo 
de grupo A X B con subgrupo normal no trivial K tal, que K fl A =  e y K fl 
f) B — e. Con esto, de K <j A X  B. hablando en general, uo se deduce que 
K -  (K OA) X (K OB).

9. ¿Es o no el grupo de cualorniones Qs producto scniidi recto de algunos 
de sus dos propios subgrupos?

10. Mostrar que H  <] Q& para cualquier subgrupo propio II czQ9.
11. Mostrar, que los grupos D€ y Q9 no son isoniorfos. (Indicación. Contar 

los elementos de orden 2 o utilizar el resultado del ejercicio 10.)
12. Mostrar que Aut(D4) ^  0 4 (como 1 Z (D4) | =  2, entonces, de acuerdo 

con la afirmación 1, Out ((?) =  2).
13. Todas las raíces complejas de primer grado p*, i = 0, 1 ,2 . . , ., 

forman el grupo infinito C (p°°). El se llama cuasicíclico, por cuanto cualquier 
número finito de sus elementos engendra un grupo cíclico. Comprobar esto 
y mostrar quo

C (P°°) =  <Ci, a2, aa, . . .  =  1, af+1=a¿, 1=1, 2, 3, >.

14. (J. Monthly 80, N° 9 (1973) ) Sea
G =  (u, ó | aba = 6a3b, a3 =  e, 6ín_l =  *),

donde n £ foj. Demostrar que n — t, o sea, b — e y, de hecho, G =  {a | a3 =  e) 
es un grupo cíclico do orden 3. (Indicación. aba= ba*b — ba~lb s=£ ab% =  
=  aba^a^o =  ba^b-a^b — ba'1-aba =  b*a. Sacar de aquí la conclusión de 
que ab =  ba y, en consecuencia, teniendo en cuenta otras relaciones, b =  e)

15. Completar con detalles ia definición formal siguiente de grupo libre Fn 
con n generadores. Al alfabeto A — {«lf a"J, . . ., <in, c^1}, compuesto de a 
letras alt . . an y sus (antípodas* a~’, . . ,, so lo agrega el símbolo e. 
Sea S el conjunto de todas las «palabras» obtenidas mediante la escritura de 
estos 2n 1 símbolos en cualquier orden, en filas de longitud finita. Se permi
te repetir símbolos en las palabras. Por producto uv de dos palabras u, v, se 
entiendo la agregación do la palabra v al final de la u. Se llama inversa a u =  
=  a®¡ . . .  a^J¡¡, 8  ̂=  ±1, k =  1, . . m, la palabra u~l =  «-?¡J . . . a"fj, 
c '1 =  e. En S se introduce lü relación de equivalencia. Precisamente, dos 
palabras so consideran equivalentes si una se obtiene de otra como resultado 
del empleo do un número finito de las transformaciones elementales siguientes:

ee ■'* e,

«l«f e, o* la¡ ~ e %

ate ~  « i ,
— 1 — 

*i * -  «i ■
ea¡ -  a¿, *>f ‘ ~  « f

En cada clnso de equivalencia hay una única palabra «no simplificablc» (más 
corla). En las clases de equivalencia respecto a la relación está definida la 
operación asociativa de multiplicación (y rotación de clases), inducida por 
la multiplicación de palabras. Será unidad la clase de equivalencia de la palabra 
«vacía» e. El conjunto de clases de equivalencia, con la operación de multipli
cación dada, es. precisamente, el grupo libro Fn con n generadores <?„ . . an 
(grupo libre de rango n).

E J E M P L O , Por «el ocho», que encierra en sus ojales dos columnas, corre en 
distintas direcciones un niño con un ovillo, colocando cada vuelta siguiente
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sobre las anteriores. Los caminos recorridos por ól con puntos iniciales y finales 
en el centro ontro los columnas se intorprelan. ovi den temen te. corno elementos 
dol grupo libiv F± de rango 2. Los palabras «o simplificares corresponden a Jos 
hilos tiranías, liberados di* los ojales Iriviales aa~x. <?-,aT bb~l% b~xb. lin la

íig. 2u. las partes tf y o*1, b y b~l, están representadas geométricamente distin
tas, sólo para fací litar lu comprensión. Nuestro ejemplo realiza F2 en forma 
de un conjunto tk* ciases de «caminos homotépicamente equivalentes» (termi
nología topo lógica) de lenimscata. En este sentido, el grupo fundamental do 
pétalo, representado en la fig. 21 (pág. 333) soró el grupo libre P5.

§ 4. TEOKElíAS DE 9IL0V

En el punto ó, § 3, cap. 5 prestamos atención al hecho de que 
en el grupo finito 0 <le orden | G | puede no haber ningún subgrupo 
de orden d, divisor de | G |. De ejemplo mínimo, sirve el par G =  A k, 
d s* t>.

Como en un grupo simple no abeliano no puede haber subgrupos 
de índice 2 (en virtud de su normalidad), entonces, según el teorema 5 
del § 3, en el grupo alternativo A 0 de orden (50 no hay subgrupos de 
orden 30. Eu efecto, en A 5 tampoco hay subgrupos de órdenes 20 
y 15. (¿Por que?) Use los razonamientos expuestos on el ejemplo 2, 
p. 3, § 2). Sobre este fondo, especialmente notables parecen las 
leyes generales, que hace más de un siglo formuló el matemático 
noruego Síiov. Ellas se refieren a los p-grupos (con los cuales nos 
encontramos en el § 2), contenidos en calidad de subgrupos de) 
grupo G. La existencia del elemento de orden p en el grupo abeliano, 
cuyo órden se divido por p, fue observado ya por 0. Cauchy.

Sea [G 1 ^  pMm, donde p es un número primo y m uno entero, 
además, p y m son primos entre sí. Al subgrupo P c  G do orden 
| p  [ pr» (si existe) lo llamaremos p-subgrupo de Síiov del grupo G. 
Gomo en e) p. 3 del § 2, por N  (P) se comprende el normalizador del 
subgrupo P en G.

tcoul&i\ i. (primer teorema de Síiov). Los p-subgrupos de Síiov, 
existen.

tkokema 2 (segundo teorema do Síiov). Sean P y Px dos p-subgrupos 
de Síiov cualesquiera del grupo G. Entonces, existirá un elemento
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4i para el cual P2 — aPa~]. Con oirán palabrón, todos los p-sub- 
grupon de Sílov están conjugados.

t e o r e m a  3 (tercer teorema de Sílov). Para el número de los
p-subgrupos de Sílov del grupo C, tiene lugar la igualdad Nv =- 

(G: ¿V (P)) y la congruencia N }) s  i (mod p).
Las demostraciones de los teoremas 1 — 3, sirven de ilustración 

de los métodos generales y ro y.o na ni ion los expuestos en el § 2. Co
menzamos con el teorema 2.

d e m o s t r a c i ó n  del teorema 2. Y bien, sen que los p-subgrupos de 
Sílov en G existen, y P es uno de ellos. Sea, luego, Pj un p-subgrupo 
arbitrario del grupo 6\ no necesariamente de Sílov. Obligamos a P2 
a operar con traslaciones por la izquierda en el conjunto GfP — 
— U tí¡P de clases adjuntas por la izquierda de G respecto a P (la

i
limitación de la operación de G en G/P descrita en el § 2). De acuerdo 
con los resultados del p. 2, § 2, la longitud de cualquier órbita con 
relación a Pj, divide el orden ¡ Px | — pk, k ^  n* De este modo,

m =  ̂  =  =  - / *  +  / *  + . . . .

■donde pht, p • , . . . son las longitudes de las órbitas. Como el m.c.d. 
(m, j?) =  1, entonces, por lo menos una órbita tiene la longitud 
p h* =  1, o sea,

PL*a-P =  aP (1)
para algún elemento a = g{ £ G (esto se parece a 1» demostración 
del teorema 2, § 2). Rcescribimos la relación (1) en la forma

Px -aPa~l — a P a 1.
llegamos a la conclusión, que

Pj c= aPa-1 (2)
{por cuanto aPa-1 es un grupo). En particular, si P, es un p-.subgrupo 
■de Sílov, entonces, I P\ I =  | P \ y de (2) se deduce que P2 — aPa 

demostración de Jos teoremas 1 y 3. El teorema 1 so puede inter
pretar como corolario del teorema 3, puesto que == 1 (mod p) => 
=> Np ^  0, y Np ^  0<=>ó' ^  Si, S es el conjunto de todos los 
p-subgrupos de Sílov dol grupo G.

En lo que respecta aJ teorema 3. la igualdad X¡, — (6': Ar (P)) 
se deduco directamente de la conjugación de los /¿-subgrupos de 
Sílov (teorema 2) y de la afirmación general sobre la longitud de la 
órbita IIG en el § 2. A la congruencia Np ae 1 (mod />) llegaremos 
examinando una situación un poco más general. Proc¡samente, sea 
| G | =■ p*l% donde s ^  n (t puedo dividirse por p), y sea Np (5) 

el número de todos los subgrupos de orden p* en G. finsulta que llene 
lugar la congrue/icia Nv ($) 55= 1 (mod p); en parí ico lar G contiene 
¿mbgrupos de cualquier orden pf, s — 1, 2, . . u y A',, (w-) Np.
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Razonamos del modo siguiente. La operación con traslaciones 
por la izquierda del grupo C en sí mismo induce, conforme a la 
observación ni final del p. 1, § 2, la operación de G en el conjunto

Q =  {M cz G | | M | =  p9}
de todos los subcojijuntos {git . . £,,*} de p* elementos cada uno.
Rccordomos que g ‘{gn . . gp*} =  {ggi, . . . .  ggp»}- El conjunto Q 
se parte en G-órbitas Q<: Q =  (J de modo que

i n | = S l » i l .  I Q,]=(G:Gt),
donde G* =  {g £ O J g;W¿ — M t} es subgrupo estacionario de algún 
representante M t £ Q¿.

v«
Como GtMi =  A/¿, entonces, M t — jj es la unión de

i-i
varias clases adjuntas por Ju derecha do 6’ con relación a Gt. Por 
eso, p* =  ) Ai* | — Vi | G* |, de donde, | G¡ \ >= p*1 ^  p*. En el 
caso en que ] G* | C  p \  tenemos | £2* | =  p9~**t s  0 (mod p¿); las 
igualdades | G* | =-- p* y 1 Q¿ | =  í son equivalentes. Obtenemos

Í ' ®,) - | Q | -  S  IOJ (mod pi). (3>
\  P  /  IB¿|-<

Conformo a lo expresado anlcriormoiiie, | | =  t | G¿ | =
=  ps ^  A ¡i — G ¡a t (u, =  gtl es algún elemento de G) y, por lo tan
to, aJ'Mi - aí'Giai — P¿ es un subgrupo de orden />*). La órbita 
Qi se agota con algún número de clases adjuntas por la izquierda 
Pi del grupo G respecto a /j |.

Recíprocamente, cada subgrupo H cz G de orden | //  | =  ps, 
lleva a la órbita £2' ~  {gtí \ g 6 G} de longitud t. Los distintos 
subgrupos //* con | //* | — p* conllevan a distintas órbitas QU por 
cuanto, do I I¿ =■- gil>, sigue e =  gh3, de donde g =  h}1 £ y Hi =  
=  IIj. De esta manera, se tiene una correspondencia biunívoca entre 
los subgrupos de orden p* y las órbitas 12* de longitud t. La congru
encia (3) se reescribe en la forma

7  |ft¡|astA rp(s)(mod(pí). (*>\  P /  |Q¿l=f

donde correspondería escribir Np (s, G), a fin de subrayar la dependen
cia de Ar,> (s) respecto a C.

Hasta ahora, Ja especificidad del grupo G no desempeñó ningún 
papel. Si se toma G como un grupo cíclico do orden y/t, entonces*, 
para él, Np (s< G) =  1 (teorema 5, § 3, cap. 4), y, por eso

(•*>
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Como los primeros miembro?; (io las congruencias (4) y (í>) respecto 
a ui) mismo módulo pt coinciden, entonces, tenernos

Aunque en realidad so La demostrado mas de lo que se pedía, 
no nos disponemos utilizar este hecho, recomendando a los inte
rosados la literatura especia).

EJEMPLO. Sea C = SL (2, Zp) el grupo do todas las matrices do dimensio
nes 2 X 2 ,  con determinante 1, sobro ol campo Zp do p elementos. De la des
composición

Examinando GL (2, Zp) como grupo do autoroorfismo? del espacio vectorial 
bidimensional V sobre Zpt es fácil hallar el orden de | GL (2. Zp) |. Efectiva
mente, GL (2, Zp) oj>era en el conjunto de pares (rL, vt ) de los vectores básicos. 
Cualquier vector f x 6 V diferente de coro (en total hay pz — l unidades) puedo- 
ser imagen do nlt y, soa cual sea la elección de /j, imagen do v* puede ser 
un vector arbitrario f t de V \ ( / i )  (de ellos se tienen p* — p uní nades). Por 
lo tanto, I GL (2, Z ^  | =  (;>* — i ) (p* — p), que en combinación con (C> 
conduce a la fórmula

| SL (2, Zp) =  p (p* -  1).
Por lo menos dos p-subgrupos de Sílov del grupo SL (2, Zp) hallamos ense-

t es tNP (s) (mod pt), 
que brinda precisamente la congruencia bu sen da (a) =. 1 (mod p ) . |

del grupo lineal completo GL (2, Zp) en las clases adjuntas respecto a SL (2, Zpy 
so deduce que

GL (2, Zp) \ = { p - l ) \ S L  (2, Zn). (6>

guida:

En correspondencia con el teorema 3 teño mes
np ■■ (0 : jV (/;*») = 1 -1 - kp >  1,

y como

y, en consecuencia, el normalizudor N (P) conl/otu» el subgnipo

de orden p (/> — 1), ontoncos, queda la única posibilidad 
A (/>) = H, Np = i p .

i « r  II 1 i ll fin <1

Entre el grupo
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y ol grupo siinóliieo ATy, inmediatamente se establece el isoniorlismo

(1 2 6) « 1 lil 
1 o||» (1 *)-+

0 III
1 01|

(ambos grupos licúen la misma lurea cmi generadores y relaciones). Para p >  2, 
el grupo G — SL (2. Zp)r tiene centro Z (O) — ( ± £ | de orden 2. El grupo cocien
te PSL (2, Z¡,) — G/Z ((7), al que es natural denominarlo grupo especial pro* 
yeclivo (él es grupo de transformaciones de la recta proycctiva ZpPl =« Pl (V) — 
"= (0. I, — 1) U desempeña un pá¿n:l importadlo en el álgebra
desde los iieni|>os ríe Galois. La cuestión es. que cuando p >  3, ol grupo PSL 
(2, Zj,) os simple y, junto con >4,1( es uno de los primeros ejemplos de grupos 
Simples finitas.

Recurramos de nuevo al caso general y obtengamos una espe
cificación útil de los teoremas de Sílov.

t e o r e m a  i Son i usías las afirmaciones sigientes:
(i) el p-mbgrupo de Sílov P del grupo G es normal en G si, y sólo si,

JVP =  1;
(ii) para que el grupo finito G de orden I G | — p™* . . . resulte 

un producto directo de sus pr subgrupos de Sílov ¿V . . Pk* es nece- 
.sario y suficiente, que todos estos subgrupos sean normales en G.

demostración, (i) Todos los subgrnpos de Sílov. que responden 
a un divisor primo /> dado de orden | G |, según el segundo teorema» 
sou conjugados y, si P os uno de estos subgrnpos, entonces. Np — 
=  1 «cs> xPx-l «  P, Vx £ G <=> P < G.

(i i) Si G -- P j X . . . X Ph es producto dilecto do sus subgrupos 
«de Sílov, entonces, P* < G es como cualquier multiplicador directo. 
Por lo tanto, la condición de normalidad es necesaria.

Sea ahora Pt < (?, i i ^  /c, o sea, A>. — 1. Observemos, 
primero, que

x £ Pif) P jf i =£ j => xVi — c, zvt ~ e x =  e.
Por lo tanto, P¿ f) Pj =  e, de donde, para cualquier x4 £ Pf» £ P,, 
tenemos

[*¿
{ X i X j X í ) X j  — X j X j  £ P j

«o sen, los elementos xt y Xj son permutables.
Supongamos por un minuto, que el elemento unidad e £ G está 

«escrito en la forma c — y¡y2 . . . yh< donde y¡ £ P 4. es un elemento 
«de orden a¡ --- ph'. Haciendo a =  |] at y aprovechando la per-
mutabilidad de #j, . . yh obtenemos

e ^  (ya*. - - - üh)n =* y^A  - •« y i  =  v h
Pero, como a y son primos entre sí, entonces, y°t =  yj = e =>- =
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=  e. Esto es cierto para cualquier /, y, por lo lanío, la igualdad 
-e — UiU* • • . Vk sólo es posible cuando yL y.¿ . . . = y,. -  c.

Por otra parto, cada elemento x £ G de orden r . . .  rf¡,
— pf*, se escribo on la forma

x — xxxz . . . xh, | (x¡) [ =  rt, 1 ^  i ¿C: k. (7)

Es suficiente hacer x¡ = xtiVi, donde los capónenles se definen 
mediante las condiciones

h
r'i — r.‘r¡, l  =  2 j t , r ¡ .

t=*i

Si ahora x — x[x' . . . x!t es oirá escritura de x en forma de producto 
de prelementos, entonces, en virtud de la permutabilidad de x¡ 
con diversos índices inferiores, tendremos

e = (x[x't . . .  x'k)(zxxz . . .  s*)"1 x ^ l '  . . .  xhxk\

que. como se indicó más arriba, conlleva a la igualdad xjxl1 -  
=  x'2Xhl  x hx k l  — e ,  o sea, x[ =  x ‘v  xl — xt . . . . ,  x k  - -  xk.

\  Lien, cada elemento del grupo O se expresa, son dicho, de un 
modo único, en la formn (7), o sea (véase el § 3), G -- Px X • • • ■< Pk- |  

Observación. El p-subgrupo de Sílov normal P del grupo e$ 
característico en G, o sea, invariante para la operación de cualquier 
autoinorfisino if £ Aut (G). Efectivamente, | cp (P) | ~  | P |, por 
eso, ip (P) es un p-subgrupo de Sílov y, por Jo tanto, ip (P) =■- P, 
si N ¡t =  1. Es también digno de mención, que Jos análogos de Jos 
subgrupos de Sílov se observan en estructuras algebraicas, lejanas 
a los grupos finitos.

EJERCICIOS
1. Hallar el número de los 5-subgrupos de Sílov en A Q.
2. Comprobar que el conjunto P do las matrices

sobre Z9 forma un grupo isouiorfo al grupo de ouu temiónos QH y que es 2-sub- 
grupo de Sílov en SL (2, Z3). Mostrar que P <] SL (2, Z3).

3. Mostrar que los grupos «S‘4 y SL (2, Z9) no son jsomorfos. ¿Serán o no 
isomorfos los grupos PSL (2, Z0) y  A 4?

4. Demostrar, que todo grupo G de orden pq (p <  q, son números primos) 
os, bien cíclico, bien no abelinnn con <?*suhgrupoB de Sílov normal, además, esto 
último es posible si, y sólo si, q — 1 se divide por p. l¿n particular, todos los 
grupos de orden 15 es cíclico.

5. Obteiter nuevamente (véase el § 3, cap. (») la congruencia (p — 1)1 -f* 
J t  =  0 (mod p) para el primo />. por medio <!«;! cálculo directo del número 
Ap de los p-'Subgmpos de Sílov cu el grupo simétrico ó’,,.
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§ 5. GRUPOS A BEL! ANOS FINITOS

En el grupo nbcliuno, todos los subgrupos son nórmalos. De 
esto hecho evidente y del teorema 4 del f  4, se deduce inmedia
tamente, que cualquier grupo aheliano A , de orden | A | *» 
=  p?1 p í *  . . . pJ!k , permite la descomposición

A -  A  (P l ) X A (p,) X . . .  X A (p k) (1)

en el producto directo de sus subgrupos de Sílov A  (p,*). Los factores 
directos A  (pj), . . A  (pfc) frecuentemente se llaman c o m p o n e n te s  
primarios' do grupo aheliano. La descomposición (1) está definida 
unívocamente: c a d a  c o m p o n e n te  A  (p ¡ )  e s  s e n c i l l a m e n t e  u n  c o n j u n t o  
d e  io d o s  lo s  p r e le m e n to s  (elementos en A , cuyos órdenes, s í i t en d e  
potencia del número primo p¿).

Nuestra finalidad consiste en presentar el grupo aheliano A  en 
forma do un producto directo de grupos elementales, como lo son 
los cíclicos. Si no se impone ninguna limitación a los órdenes de 
Jos grupos cíclicos, entonces, la condición de univocidad de esta 
descomposición es imposible do cumplir, como lo muestra el sen
cillo ejemplo:

.4 -  ( a  | a*  =  e )  =  X <a2>.
Sin embargo, la posibilidad de arbitrariedades en la descomposición 
es bastante- limitada, de modo que el resultado final (teorema 3) 
parece totalmente satisfactorio.

1. Grupos abolíanos primarios. En adelante tendremos en cuen
ta, que si el grupo aheliano A es engendrado por sus subgrupos /?, C, 
entóneos, en realidad, A =  UC; además, A =  B X C si, y sólo 
si, 5 HC -  f (véase p. 4, § 3).

A diferencia del caso general, el grupo cíclico Cp de orden pn 
es indescomponible, o sea, iio  se puede representar en forma de 
producto directo de grupos cíclicos de menor orden. En efecto, si 
Cpn {a) y Cp* — (a10”"1 \  entonces, en la cadena

Cj,n ZD Cpn-1 ZD . . .  ZD Cp ZD e
se ecuentran todos los subgrupos del grupo Cp*. Cualesquiera dos 
de ellos A" =*= e .  Y e  poseen una intersección no trivial A’ O Y

Cp y, por eso. no pueden servir de componentes de una descom
posición directa.

t l o k e w a  j C a d u  p - g r u p o  a h e l ia n o  f i n i t o  e s  p r o d u c t o  d i r e c to  d e  
g r u p o s  c íc l i c o s .

D e m o s t r a c ió n  Razonando por inducción y suponiendo demostra
do el teorema para todos los p-gnipos abelianos de orden < pn, 
elegimos en nuestro grupo A , | A | =  p”, el elemento a # e  de 
máximo orden pm y pasamos al grupo cociente A =  A / ( a ) .  Como
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| A | = p n“m< p n, entonces, por presupuesto de Ja inducción
A=-Át x  . . .  x Á r. (2)

donde Ai =  (6¿) — (ó* te>> — (te)» te), - . b[mi (a)} es 
un grupo cíclico de orden pm, 1 i ^  r» . -f /mt — » — ro.
Por definición
y, aunque cada elcmoiito x 6 A tiene la forma

&i k = e — <a), o sea, óf *.- a$i£(a), (3)
x — ój-i . . .

esta escritura, hablando en general, no es única. Debemos «corregir» 
los elementos bt £ A de modo laJ, que ios exponentos s¡ en (3) sean 
iguales a cero- No es difícil hacer esto. Recordando que m, ^  m 
y elevando ambos miembros de Ja relación (3) a la potencia pm“m*\ 
obtendremos . m~m-

de donde, st =  íip7"* (teorema 3, § 2, cap. 4). Si ahora se hace a¡ =  
=  b¡a“tf, entonces. (3) se convierte en la relación

af 1 =  e, 1 i 2$  r (<=> tet) D te) ~  <?}, (3')
además, at =  af te) =  bt («> =  &*, y, en consecuencia, te¿> =  
Nuevamente

* = afi . . .
para cualquier o: € A, y esta expresión es ahora única. En caso cou- 
trario se obtiene la relación

. . .  a^rav- - e, < p m¡, 0 0 < p " \
(no todos los v son nulos), a la que, para el opimorfismo A A, 
corresponde la relación . . . a*r — é. En condicionen de la des
composición directa (2), ella es equivalente al sistema á** =  éT 
1 ^  i ^  r, o, lo que es igual, a*’ 6 te). Pero, de acuerdo con (3'), 
esto sólo es posible cuando v, =  0, pero, enloncos también v =  0. 
La contradicción obtenida muestra que

A =  (ají- X . . .  x /ar • X (a;. g
Observación. La dornostracióD del teorema 1 expuesta, se asemeja a la 

demostración geométrica del teorema sobre la forma normal de Jordán de la 
matriz del operador lineal nilpotente (véase el complomento).

De complemento importante al teorema 1, sirve el 
teorema 2. Si el p-gnipo abeliano finito A se descompone de dos 

modos en producto directo de subgrupos cíclicos:
A =  A x X . . . X A r =  Bi X . . . < B s,
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entonces, r -- *• y los órdenes de J A ¡ ] coinciden con los de \ Bj |, con 
cierto ordenamiento de los últimos.

demostu ación Guando | A  | — p el teorem a, evíclou temen te, es 
cierto . U tilicem os la inducción sobre [ A  |. E s cómodo ordenar desde 
un principio los com ponentes A \ y  B j  de ta l modo» que sus órdenes 
no sean crecientes:

A t *= {at ) | (a¿> | =  p " \
ÍH\ /Tlj ^  ^  t/ty >> + ] • » . “  tflf 1) (4)*

Bj ■” (bj*% I
Hi >  nt >  . • . >  n f >  nt+i =  . . . = -  ns. (ó)

J)e Jas relaciones
(xyv) -  * V :, (x*)-1 =  (x-1)*,

leg ítim as en cualquier grupo abeliano (véase (3)* § i ,  cap. 4), se 
deduce que el conjunto

-  {*" 1x 6 /1)
de los p  — x  grados de todos los elem entos de A* forma un sub
grupo en A . independiente de cualqu ier descom posición de A  en 
producto directo. Por otro lado, si

«¡i . . .  a'qq . . .  ür =  x — óji . . .  b3tf . . .  £¿\
entonces, teniendo cu cuenta (4) y (5), leñemos

(«0 ** ••• (a?)'’ =  i* =  (br)h . . .  (ó}'/1.
Por lo tan to .

<oi> x  .. . X <aq) -  =  <íl> x . . .  X <£>,

donde at --  /7?, bj -  ó?, son elem entos de órdenes p 7"1” 1 y nnJ~l 
respectivam ente. Como | A p \ <. \ A  |, entonces, por presupuesto 
de la inducción, q — l y  m^ —• 1 — «i — 1» ■ . mq — 1 — riq — 1, 
de donde Wj --- n ,, . . m q =  nq. O bservando tam bién , que

| A „+, x  . . .  X A r | -- pr-«, | ,+1 x  . . .  X B ,  | =  />’-*, q -  /.
obtenem os

- ' Hm<7pr-*= | 44 | = ,p r,,l+* -+7n? p ^ .

Por consiguiente, s =  r, y todas las afirm aciones del teorem a han? 
sido dem ostradas.

Los órdenes pm», . . . .  p 7"»’ de los m ultip licadores d irectos cíclico» 
so llam an invariantes (o divisores elementales) del p-grupo abeliano 
fin ito  A .  Si dos grupos abolíanos A ,  tienen los mism os invarian 
tes, entonces,
A =  A l X . . . X A r, B  =  X X B t% A í ^  Sé. B it
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y el sistema de aplicaciones isomerías A ¿ /y*. induce el iso-
morfismo cp: <p ((«i, . . ffr)) — OPi (ai)' • • -  M/ (tfr)) <*nlre los 
grupos A y B. Por lo lanío, el teorema 2 dice que el grupo A se deter
mina con exactitud hasta el isotnorfismo por medio tk> sus invariantes. 
En particular, cabe oí

corolario. El número de grupos abelianos no isomorfos de orden />n, 
es igual al número p (n) de particiones

n — nx +  n2 — • • • -h riri 12, >  7za ^  . .> n, >  1,
1 ^ 7 ^  ti. |

La función do números enteros p (n) fue tratada por nosotros 
durante la descripción de Jas clases de elementos conjugados en el 
grupo simétrico Sn (véase el ejercicio 4 del § 2). El grupo abeliano 
de orden pT con invariantes p, . . p, habitual mente se llama grupo
abeliano elemental. Este grupo A so caracteriza per la condición 
Av — e. Dando preferencia a la escritura aditiva, observamos que 
el grupo abeliano A , con pA — 0 (p es un número primo), es un 
espacio vectorial sobre el campo finito Fp de p elementos. En efecto, 
si los elementos de IF,, se identifican con las clases de restos k res
pecto al módulo p (Fp — Zp) y se hace lea — kat a £ A, entonces, 
llegaremos a provocar la operación Fp sobre A , que transforma a A 
en un espacio vectorial sobre Fp. Esta operación está definida correc
tamente, porque de k — k' sigue (k — k’) a — l (pa) -  0. La des
composición de A en una suma directa de subespacios cíclicos co
rresponde a la descomposición del espacio vectorial en una suma 
directa de subespacios unidimensionales (teorema sobre la base). 
Así,

A ^  z ;  -  Zp © . . . © Zv.
Cuan grande es la arbitrariedad en la elección de los espacios básicos 
unidimensionales, incluso cuando r — 2, se aprecia del ejemplo en 
el § 4: Zp permite» p (p — i) descomposiciones distintas.

2. Teorema fundamental sobre grupos abelianos finitos. Hacien
do hincapié en la descomposición (1) y en su unicidad, así como 01 
los teoremas 1 y 2, llegamos inmediatamente a la afirmación funda
mental sobre los grupos abelianos siguiente.

teorema 3 Todo grupo abeliano finito A es producto directo de 
subgrupos cíclicos primarios. Cualesquiera dos descomposiciones de este 
Upo tienen cada una el mismo número de multiplicadores de cada orden.

Adoptando Ja terminología de la teoría de espacios vectoriales, 
diromos que los elementos a1, . . ., ari de órdenes dt. . . . .  dj., com
ponen la base del grupo abeliano A , si cada ultímenlo x £ A so escribe 
de un modo único en ia forma

x =  ai,*a,2* . . .  Crr> Ar=-1, . . . ,  r.
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Por supuesto, on tal caso

A (di) X • . • X \ A | =  • • • ¿pt (6)
y el teorema 3 es equivalente a la afirmación sobre la existencia, 
en todo grupo abolía no finito A , de una base con elementos pri
marios (o sea, los órdenes d¡ de los miamos, son potencias de los 
primos p, divisores de | A |) además, el sistema {dlt d%, . . ., dr} 
no dependo de la elección do la base. Por esta razón, como en el 
caso de los grupos primarios, los números dr se llaman in
variantes o divisores elementales del grupo A. A veces también so 
dico que (dly . . dr) son el tipo del grupo nbcliaoo finito A .

Indiquemos todos los invariantes, colocándolos en filas que 
responden a diferentes divisores primos de orden | A |:

p?u > pr». p?” . •••;
Pj‘>, pí»*, p"«, 1 n2 \ ^ n22^  ̂ 23^ •••!

J»?’- Pk"*> p ?•> ••• i nh l ^ nh 2 ^ nh3^  •••
Puede considerarse que todas las filas tienen la misma longitud /, 
sPse completan algunas de éstas con unidades.

~ Los números enteros
mj *= / -= 1, 2.........I,

se llaman factores (o multiplicadores) invariantes del grupo abelia- 
no A. Por construcción
I A | =  m,m2 . . . rnh mJ+l | mh i — i, 2, . . I — 1. (7)

De la descomposición ((>), rcescrita en la forma
A =  ((a,,) X . . .  X X . . .  X ((an) X . . .  X {aht))f

pasarnos ahora a la descomposición
A <Ujl > X <u2) X . . . X {ut> (8)

con multiplicadores cíclicos directos de órdenes ml9 m2» . . m\.
Para oso, es .suficiente hacer

u} --- alfa7j . . . ahJ, 1 <  j <  /,
y alegar la proposición del final dol p. 3, § 2, cap. 4.

Para ol grupo primario A„ las descomposiciones directas (6) 
y (8), evideiitómente, coinciden, pero, en el caso general, la (8) 
es más breve quo la (tí) (l <  r <  kl)t además, en (8) se separa de 
inmediato el elemento ux de mayor orden los órdones de los 
demás elementos dol grupo A dividen el primer factor invariante mx. 
El número entero m, se denomina también índice (o exponente) del
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grupo A . El grupo abeliano A es cíclico si, y sOlo sí, su írtdice coincide 
con el orden de | A |.

Queda por agregar, que la cuestión sobre la existencia del grupo 
abeliano A con los factoros invariantes dados m2, . . /n¿,
no surge: es suficiente examinar (en escritura aditiva) la suma directa 
de los grupos cíclicos Zmt. . . Zm(,

En calidad de ejemplo, enumeremos lodos los grupos abolíanos do órdenes 
16 y 36.

| A | -  16 =  2*. p (4) =  5: Zu , Zñ © Zt ,
Z4 © Z4, Z /©  Za © Zt , ZJ -  Zt © Z% © Z2 © Zt

1 A f — SC=-22-33 Divisores
elementales

Factores
invariantes

Z* 0 Z j  a  Zf8 4, 9 36
Zg © Zg 0  Zp fií Zg, 0  Zg 2, 2, 9, 18,2
Z4 0  Zp ®  Zj sí Zu  0  Zg 4, 3, 3. 12,3
Zg 0  Zp 0  Zp 0  Zj sí Z, 0  Z, 2, 2, 3, 3 0,6

Consideremos otro ejemplo más. Indiquemos el grupo Z72 © en térmi
nos de factores invariantes. Al principio, cada uno do los sumandos cíclicos 
loa expresaremos por medio de los componentes primarios cíclicos:

Z72 *  © Z9, Z,4 =  © Zj © Z7
Luego, unamos todos los componentes primarios

^72 © 284 — (Zp © Z4) © (Zo © Z8) © Z,
(suma directa de p-subgrupos de Sílov). Aliora queda sopanir un sumando 
cíclico do orden máximo en cada componente primario, y repetir este procer 
con los sumandos restantes:

Z72 © Za4 =  (Z, © Z, © Zj) © <Z4 © Z,) =  Z4p4 © Z\%*
Si se hace lo mismo con el grupo Zsa © Z14SI entonces, se obtendrá un resul

tado análogo.
En consecuencia,

Z72 © Zf,4 = Z2ñ ®
(hablando en rigor en todos lados hubiese correspondido poner el signo oá 
on lugar del de igualdad). En particular, señalemos, que los Índices de ambos, 
grupos son iguales a 504.

EJERCICIOS
1. Demostrar el teorema 1 o incluso la primera parte del teorema 3, sin 

pasar a los factores cocientes. ( I n d ic a c ió n .  Se inicia del mismo modo. Luego, 
al grupo cíclico (a) de orden máximo m en A se le debe agregar ol sumando 
directo máximo B .  Si (a) X B  =  A % entonces, todo ostá demostrado. En caso 
contrario, examinar el elemento c £  A ,  no contenido en (a) X B , poro tal, 
que cp 6 (a) X B para ol exponento primo p. Los razonamientos ulteriores 
se efectúan en el grupo (c, (a) X B ), procurando ohtenor para ol mismo la 
descomposición (a> X B \  B* => B).
2 0 -0 3 9 2
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2. Obtener la descomposición del grupo abeliano finito A en componentes 
primarios, sin recurrir a los teoremas de Sílov y, por supuesto, no utilizando 
el teorema 3. En particular, para que siendo n — dxd^ . . . dk, dt — pej  (pi son 
diversos divisores primos), obtener la descomposición

Zn & z di © z dt © ...  0  Z¿̂

del grupo cíclico (2„, -f-), se puedo utilizar el ejemplo 1 dol p. 1, § 3, o la pro
posición del p. 3, § 2, cap. 4.

3. Mostrar, que en el grupo abeliano finito A , para cualquier d \ | A \ 
existe por lo menos un subgrupo de orden d (giro del teorema de Lagrange).

4. Mostrar, que con un ordenamiento correspondiente los invariantes cíe 
cualquier subgrupo son divisores de los invariantes de un grupo abeliano.

5. Si A 0  A as B © B, donde A y B son grupos abelianos finitos, enton
ces, A s  B,

6. Si A, ¿?, C, son grupos abelianos finitos, y A ® C e ¿ B ( $ C y entonces, 
A =  B,

7. Mostrar, que el grupo abeliano con factores invariantes mlT . . ., mh 
no puede ser engendrado por menos de l elementos.

8. El grupo abeliano finito de orden n, no divisible por el cuadrado de 
ningún número entero > 1 , es cíclico.

9. Hacer Tccucnto de todos los grupos abelianos no isomorfos de orden 72
10. ¿Son isomorlos los grupos Zt2 © y Zl8 © 244?



Capítulo 8

ELEMENTOS DE LA TEORIA 
DE REPRESENTACIONES

A la definición exacta de la teoría de representaciones lineales 
de grupos, le anteponemos dos problemas cercanos por su espíritu.

p r o b l e m a  i. En e l e s p a c io  (m  - f  l ) - d i m e n s i o n a l  Vm d e  lo s  
p o l i n o m i o s  r e a l e s  h o m o g é n e o s

f y) — «O*1" +  «i*”1-1? +  • • - +  am̂ yM-lx -f flmf
(o ,  m á s  b i e n ,  d e  l a s  fu n c - io n o s  p o l i n ó m i c a s  (a:, y) -► /  (x, y)) d e  
g r a d o  77i, s e  s e p a r a  e l c o n j u n t o  d e  s o lu c i o n e s  d e  l a  ecuación b id im o n -  
s i o n a l  de Laplace
e n  derivadas parcialos (vóasc e l ejercicio 9, § 1, cap. (>). El o p e r a d o r

dV , riy 
dx* 1 d*jz =  0 <•)

Por eso las soluciones de la ecuación (*) forman cierto subespacio
de Laplace A =  - ^ - r - ^ j r  es lineal:

A (af H- Pg) *= a A/ + p Ag> a, P € OL
Por eso, las soluciones de la ecuación (*) forman cierto subespacio 
IIm del espacio Vm. Se comprueba inmediatamente, que

A / =  ¿  l(»»— k) (m — k — 1) ak +  (k+ 2 )  (k + 1) <ih+2l .
A=0

En consecuencia
A/ 0 ^  (m — fe) (ni — k — 1) ak +  (A -j- 2) (fe -f* 1) &/,+.. ”  0,

0 k ^  m — 2,
y todos los coeficientes ak se expresan mediante dos de ellos, diga
mos, a0 y ul. De este modo, dim H m ^  2.

Pero dos soluciones lineal mente independientes se pueden indicar 
enseguida. Efectivamente, extendiendo respecto a la lincalidad la 
acción del operador A a los polinomios con coeficientes complejos, 
tendremos
A (x -1- iy)m — m (m — 1) (x +  ¿p)m-a +

4 - imi (m — 1) (x + iy)m-  ^=0, i2 — —í. 
Separando las partes entera e imaginaria, obtenemos

zm (xy y) =  (x -f ip)m =  nm (s, p) +  (*, p),
do donde

Aum -1- i Avm *= Asm 1= 0 Aum =  0, Avm ---• 0.
Así,

Hm ~  (Um (<£» í̂ to (̂ » y)) R*
2 0 *
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Interpretando ahora x, y como coordenadas de un vector ou el 
plano euclideo IR,2 con un sistema de coordenadas cartesianas dado, 
veamos qué pasará con un cambio ortogonal de coordenadas, cuando 
se hace girar el plano R* alrededor del punto de origen a un ángulo 
cualquiera 0:

z' - too (x) =  x eos 8 — y sen 8, 
y' =* to0 (p) *= x sen v ■+■ p eos 0.

La regla de diferenciación de funciones complejas, conocida dol 
análisis (y fácil de comprobar para los polinomios), da

• ^  =  -0 cosí0- 2 a f^ -co s0-sen O + ^ -s e n * 0,

^ = S cos*0 + 003 0 •sen 0 +-0 -
de donde

W  . d'f _ Ü L  . ÜL
tfx'* W *  Oz* dy* •

Eslo significa, que la ecuación (*) que da invariante fronte a un 
cambio ortogonal de variables o, como también podríamos decir, 
con la operación del grupo SO (2) ~  to0. En particular, los polino
mios um (x \ y'), vm (x', y') serán soluciones de la ecuación (*) 
y como tales se expresarán linoalmente medianto um (x, p), vm (x, y). 
De esto modo, el grupo SO (2) opera en ol espacio de soluciones de la 
ecuación de Laplace. En este caso so habla sobro la representación 
real lineal bidimensional

to<TO>: to0 to<ro> (0)
dol grupo SO (2).

Volviendo do nuevo a los polinomios complejos, observamos que
x ' +  ¿p' =* zeie -f iye{9 =* eiQ (x +  ip),

(** +  i v T  ** eíme {x +  tp)m.
Conservando para el operador lineal complejo to t“ ) (0)su denotación 
anterior, tendremos

to íw* (0): zm zm •= zjn.
Las llamadas representaciones unitarias lineales tolW) : toe<-*- e<TO0, 
m € £, del grupo SO (2) desempeñan un papel importante en el 
análisis.

Observemos, que la operación to induce la operación dol grupo 
SO (2) en todo el espacio Vm y, desde esto punto de vísta Hm es un 
espacio invariante en Vm.

moRLEMA 2. La ovaluación del número de los posibles compuestos 
orgánicos, por ejemplo, en la química de hidrocarburos cíclicos, 
so reduce al problema vital-abstracto siguiente. ¿Cuántos collares
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distintos de longitud n so puede formar, a partir de una reserva 
ilimitada do perlas g, de diferentes colores?

Tratemos de responder a esta pregunta (siguiendo a G. PoLiá) 
considerando, que los collares están orientados, o sea, un collar 
dado vuelta, hablando en general, no se identifica con el original. 
Observemos, que el número total de segmontos de hilo con n perlas 
enhebradas quo so tiene os gn (número de palabras de longitud n en 
un subgrupo libre con q generadores). En el conjunto de estos 
segmentos opera el grupo cíclico (a) do orden n con el generador 
or (12 . . . n) 6 que permuta cíclicamente las perlas en coda 
segmento. Es natural considerar el collar como (a)-órbita del seg
mento o, si se desea, cierto conjunto de círculos concéntricos (fig. 21). 
La segunda interpretación es más evidente. Ella está vinculada con 
el isomorfismo

<D:o~<D(o) =

2 71 2 71eos — — sen —n n
2* 2 nsen — eos---n n

con el que antes ya hemos encontrado, y que más tarde llamaremos 
representación real lineal bidimensional del grupo (o). El número 
buscado de r collares se expresa mediante la fórmula del ejercicio 5, 
§ 2, cap. 4

n- 1

Si d | rc, entonces, el elemento ad de orden nld deja en sus lugares 
aquellos segmentos (y collares) quo se disponen en d períodos de 
longitud níd (en relación con esto, véase el ejercicio 43, § 2, del 
cap. 4). Por eso, N (o**) =  gd, y N  (o*) =  g*n.c.d.<»,k) . A la
magnitud N  (or ) con m.c.d. (n, k) =  d en la suma 2  ^  
corresponde exactamente <p sumandos (cp es la función de
Euler). Esto significa, que

'• =  - Í r 2 > ( - 3 - ) 9‘'-
d in

El paso a collares físicamente distintos (no orientados) está ligado 
con identificaciones complementarias de los elementos en Qn, me
diante una representación lineal bidimensional corriente del grupo 
diodral Dn. Procure hacer esto independientemente.

No sólo en los ejemplos examinados, sino que también en proble
mas físicos concretos las representaciones lineales de grupos, apare
cen arbitrariamente, como reflejo de una u otra simetría. La idea 
y la lengua de la teoría de representaciones son, respectivamente, 
muy naturales. Así, los ejemplos expuestos en el 5 4, se refieren a
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problemas bien conocidos y al parecer no aportan nada nuevo. Sin 
embargo, ci propio hecho de que se encuentren «bajo un mismo techo» 
debe conducir a reflexiones útiles.

La finalidad perseguida por la teoría de representaciones es 
doble: 1) puramente matemática, dictada en parte por el deseo de 
emplear un aparato complementario para la investigación de los

propios grupos, 2) aplicada, ilustrada, digamos, por su gran contri
bución a la cristalografía y a la mecánica cuántica. Ninguno de estos 
aspoctos en esencia, está reflejado en el presente capítulo, cuyo fin 
es más quo modesto: decir algo interesante sobre Ja teoría de repre
sentaciones, basándonos exclusivamente en un material que nos es 
accesible, proveniente del álgebra lineal y de la teoría de los grupos.

§ 1. DEFINICION Y EJEMPLOS DE REPRESENTACIONES LINEALES

1. Conceptos fundamentales. Hablando con propiedad, ya hemos 
estudiado la teoría de representaciones cuando consideramos (en el 
§ 2, cap. 7) la operación de grupos en los conjuntos. Tomemos ahora 
en calidad do conjunto ol espacio vectorial V de dimensión n sobre 
el campo K y separemos en el grupo S (V), de todas las transforma
ciones hiycctivas V F del subgrupo GL (F), que es el grupo de 
los operadores lineales invertibies en V (o grupo rio awtomorfismos del 
espacio V). Es claro, que para cualquier elección de la base 
{cj, . . en} en V. el grupo GL (V) so vuelve un grupo matricial 
común GL (jV, FC), que puedo considerarse grupo de automorfismos 
del espacio linoal aritmético K . Con esto, a cada operador lineal 
A € GL (V), le corresponde una matriz A = (aa) tal, que

n
S  «u é K. detv l^O .

d e f i n i c i ó n  i  Sea G algún grupo. Todo homo modismo <I>: G -* ■

GL (F) se llama representación lineal del grupo G en el espacio F. 
La representación se denomina exacta, si su núcleo Ker O sólo está 
compuesto por el elemento unidad del grupo G, y trivial (o unidad)
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si <D (g) =  % es un operador unidad para todo dómenlo g £ G. 
La dimensión diraK V% también se denomina grado de la representa
ción. Para K =  Q, R o C, so habla, respectivamente, sobre una 
representación racional, real o compleja del grupo G.

De este modo, la representación lineal es un par (<t>, F), com
puesto del espacio de representación V (o G-espacio) y del homomorfis- 
mo Ó: G-*- GL (V). Por definición

d) (e) != % es un operador unidad;
(gh) O (g) <D (/i) para todo g, h £G.

Conviniendo en designar por g * v la operación del operador lineal 
<I> (g) sobre el vector v 6 V, )logamos a Jas relaciones

g * (u +  o) =  g * u +  g * vy z¿, v 6 y,
g * (Xt>) = l ( g *  v)< X 6 K, (1)

e ★  o =  i\

(gh) * v =* g * (h* v),

que imitan las propiedades de los operadores lineales, además, las 
dos últimas rolaciones sustituyen lo que antes se expresó con el 
signo <Í> (comparar con (i), (ii) en el § 2 del cap. 7). Las relaciones 
(1) en la representación lineal (<J>, V) llevan a un primer lugar el 
G-espacio V, lo que a veces es cómodo hacer por unas u otras razones 
(por ejemplo, cuando V no es un espacio lineal abstracto, sino alguna 
realización concreta del mismo).

Por otra parte, el espacio V puede no mencionarse, si por repre
sentación lineal se comprende sencilla mente el homomorfismo <t> 
del grupo G en el grupo matricial GL («, K). Como antes, <bgh =  
~  (lyD/n pero aquí es una matriz no degenerada, además, <P? ~  
*= E es una matriz unidad. La interpretación matricial es preferible 
desde el punto de vista del cálculo, pero es menos invariante y carece 
de evidencia espacial. De hecho, es importante dominar el arte 
(simple) de pasar libremente de represe ata cienes G-espaciales a 
matriciales y viceversa.

En relación a esto, recordemos el hecho, bien conocido del curso 
de álgebra lineal, que dos matrices A y B y que responden a un mismo 
operador lineal en distintas bases, son semejantes: 11 — CAC~l (C es 
la matriz de paso de una base a otra). En el caso de representaciones, 
cuando so habla sobre el grupo de operadores lineales, la dependencia 
de la elección de la base, so toma en cuenta del modo siguiente.

definición 2. Dos representantes lineales (<1>, V)t (HT, W) del 
grupo G so llaman equivalentes (isornorfas o semejantes), si existe un 
isomorfismo de los espacios vectoriales cr: V M", que vuelve al
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diagrama
V - U  W  

<W«> |  l  V(í>
V-^- W

conmutativo pitra todo g 6 6 » o sea,
T t e ) < j - a O t e ) f g e G ,

o, Jo que resulta equivalente,
V (g) = cr«t> (g) o -1 (2)

(comparar con la definición de equivalencia de las operaciones de los 
grupos cu Jos conjuntos, dada en el ejercicio 1, § 2, cap. 7). A veces, 
escribiremos tj)«  para las re presen tac ion es equivalentes, y 
di »  XF para las no equivalentes.

Enunciemos dos variantes más de la definición 2.
a) t e r m i n o l o g í a  m a t r i c i a l .  Sean G un grupo, y V: (g, v)

~  q * v, W\ (g, w) g □ w, dos (í-espacios con opercionos *, □ , 
que satisfacen la condición (1). E! isoinorfismo a: V -+■ W de ios 
espacios vectoriales, es un isomorfismo G-espacial, si

g □ o (l>) =  <7 (g * V) (2‘)
para todo g € G y v 6 V. También se dice, que la aplicación o es 
permutable con la operación G.

b) TERMINOLOGIA O-ESPACIAL. Si V ;= {l/j, . . ., l>n>, W ^
~  . . . wn> y Wg son las matrices de los operadores linea ~
les <X> (g), ¥  (g) respecto a las bases elegidas, entonces, la condición 
de equivalencia (2) se expresa en la forma

s  C<bgC~\ (!l m)
donde C es cierta matriz no degenerada, la misma para todo g 6 G. 
Los coeficientes do todas las matrices examinadas, pertenecen a un 
campo K.

La relación do semejanza de matrices, expresada por la condición 
(2"), es la relación de equivalencia que divide al conjunto Mn (K) 
en clases disjuntas. En correspondencia, las representaciones del 
grupo G también se parten en clases de representaciones equivalentes. 
Más adelante quedará claro, quo para la teoría de representaciones 
son interesantes y esenciales, precisamente las clases de representa
ciones equivalentes.

Recurriendo nuevamente al curso do álgebra lineal, intentemos 
darnos una idoa más ovidente de la operación del grupo G> (G) en el 
espacio V. Con relación al operador lineal V -*■ V en V puede 
existir el suhospacio invariante U: u £ V =>- A u  £ U. Completando 
la base arbitraria {<»,, . . eh) en Uy hasta la base de todo el espacio
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V — (elt . . ., eh, ek+1......... en>, veremos» que la matriz del opera
dor Jí en la base (ely . . -» en), tomará la fornut triangular en blo
ques:

El bloque Aj corresponde al subcspacio invariante L\ y el bloque At 
al espacio cociente VfU. Si A 0 es uua matriz nula» entonces» A ~- 
=  Ax +  A 2 es la suma directa de los bloques, y V ^  U ®  W es la 
suma directa de los subespacios invariantes.

La existencia de un subespacio invariante propio respecto a Jb 
está siempre asegurada, ya que ol campo básico K es algebraicamente 
cerrado (véase el § 3, cap. 6). Si» por ejemplo» K ~  C es un campo 
do números complejos» entonces» habrá un vector v 6 Vy v ^  0, 
para el cual, =  Xv. Aquí X es raíz del polinomio característico

f ¿  (t) -  | tE -  A | =  f  -  (tr A) tn-1 +  . . .  +  (-1 )"  det A

(A es una matriz arbitraria del operador lineal db)» Este razonamien
to permite elegir una base en y, respecto a la cual A toma la forma 
triangular

¿e-

0 K

con raíces características X1; X2, . . .» X* en diagonal. Un análisis 
un poco más detallado termina con la reducción de A a una forma 
normal de Jordán J (A) (véase el complemento), a una suma directa 
de células de Jordán

J m . X

X 1 o . . .  o
0 X 1 . . .  o

0 0 0 . . .  X

(m X m es la dimensión do la célula, X os una de las raíces caracte
rísticas).

Observemos, que si Aq = E, entonces, J i ,  x «= Em es la m X ni- 
-matriz unidad para cada célula de Jordán / TOfJL de la matriz A , 
y esto, evidentemente, sólo es posiblo cuando m = i y X es la raíz 
de grado q de 1 (como siempre, consideramos K *= C). En con se-



314 EL E M E N T O S D E  LA  T E O R IA  D E  R E P R E S E N T A C IO N E S  (C A P . 8

cuencia,

E ^ C A C '1
2̂

0

• « = i . (3)

0 K

para cierta matriz invertible C. Lo mismo se deduce de un criterio 
más simple de diagonal i zación del operador lineal A  con la matriz A 
y el polinomio característico f A (t) =  tq — 1 sin raíces múltiples.

Todos estos razonamientos, referidos a un operador aislado A- 
V ->• V, es útil tenerlos en cuenta al pasar al grupo (g), g 6 G, 
de operadores lineales.

definición x  Sea (<l>, V) una representación lineal del grupo G . 
El subospacio U c  V se llama invariante (o estable) respecto a Gy 
si d) (g) y £(J para todo u £ U y g £G. El subespacio nulo y el pro
pio espacio V  de la representación <t> son subespacios invariantes 
triviales. La representación que sólo posee subespacios invariantes 
triviales, se denomina irreducible. La representación es reducible, 
si tiene por lo menos un subespacio invariante no trivial.

Conforme a lo dicho más arriba, en caso de una representación 
rcduciblo (<t>, I7) con subespacio invariante Ü\ el espacio V tiene 
una base, con relación a la cual

i _ | | ° ¿  ®8|
9 II o <d;| (4)

para todo g £ G. Como cb' ^  8 h y (U) cz U,
entonces, la aplicación (!>': g i-* 0¡¡ define la representación en Uf 
llamada subrepresentación en O. En el espacio cociente VIU también 
está definida la representación. Ella se llama representación cociente 
y es dada por las matrices (1>¿, g £ G.

Si en V se puede elegir la base de tal modo que todas las matrices 
tbj sean nulas, entonces, se habla de un» representación, descompo
nible <I>, y más exactamente, sobre una suma directa de representa
ciones d> — if># -I O". La descomposición de (<£, V) en una suma 
directa es realizable exactamente cuando el subespacio invariable 
U cz V tiene un subespacio invariante suplementario Wy así que 
V =  ü  0  W es la descomposición orí una suma directa de los subes
pacios, y ib (U) <= U, (l'V) cz W. Si esto es así, entonces, <I>' =  
=  <I> |i/, O" — cl> \w son limitaciones de O en U y W respecti
vamente.

La representación lineal (<I>, V) se llama indescomponible, si no 
puede ser expresada en forma de suma directa de dos subrepresenta-
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clones no triviales. También se habla sobro el G-espacio V indescom
ponible.

Desintegrando sucesivamente, si esto es posible, V, (J, Wt etc., 
en la suma directa de siibespacios invariantes, llegamos a la suma 
directa V =  V\ 0  . . . © Vr de varios subcspacios invariantes 
(correspondientemente a la suma directa <1> - X
de varias representaciones). Para una elección correspondiente do la 
base en V, las matrices de operaciones lineales toman la forma

* 1]

<j>r 0 . .. 0

IIe 0 (Di21 ... 0

0 0 . .. <
d e f i n i c i ó n  h. La representación lineal (< D , V) del grupo G, que 

es la suma directa de roprosontaciones irreducibles, se denomina 
completamente reducible. Una terminología análoga se usa con respecto 
a los G-espacios.

Es intuitivamente claro que las representaciones irreducibles 
desempañan el papel de bloques de construcción, de los cuales se 
construyen representaciones lineales arbitrarias. Las representaciones 
totalmente reducibles se obtienen como resultado del uso do la 
estructura elemental, la suma directa. En adelante se verá quo on 
muchos casos esto es suficiente para describir todas las representa
ciones. Observemos que algunos grupos importantes para la física, 
como el de Lorentz, tienen representaciones irreducibles de dimensiones 
infinitas. Naturalmente, ellos no se reducen do ningún modo n los 
de dimensiones finitas y deben estudiarse por separado.

2. Ejemplos de representaciones lineales. Hemos dado todos 
los conceptos esenciales de la teoría do representaciones. Queda 
por llenarlos con contenido real, para lo que, al principio, es muy 
útil conocer (y entender fundamentalmente) la serie de ejemplos que 
se brindan a continuación.

EJEMPLO 1. El grupo lineal completo GL (n, Ií) sobre el campo K tiene, 
por definición, una representación lineal irroducible oxaclu de grado n con 
espacio de representación V =■ Kn. En este mismo espacio opera un grupo 
lineal cuulquiora H => GL (n, K) exacto, pero, posiblemente, reducible.

Observaciones análogas 90 refieren a otros grupos clásicos, indicados en 
el § 1 del cap. 7. Digamos, el grupo unidad U (n) opera do un modo irreducible 
on el espacio hermítico, y el ortogonal, O (nj en el euclideo. Esto se deduce 
inmediatamente de la afirmación más fuerte, demostrada en el curso de álgebra 
lineal, que los grupos U (n) y O (n) operan transitivamente (en el sentido de 
ejemplo 3 delp. 3, § 2, cap 7) en el conjunto de vectores do longitud unitaria.

EJEMPLO 2. Haciendo operar a GL (n, K) en el espacio vectorial Mn (K) 
do matrices de orden n por la regla \pA: X%—+AX (A 6 GL (n, K). X £ Mn (K)), 
nos convencemos fácilmente de que>pA (aX +  fY )  =■ a^ AX -}- -
=  ipAq>D. Por eso, (i)?, Mn (X)) es una relación lineal do grado n2. Sea Af¡^ (/£)
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un subespacio Je las matrices
0 ... ... 0

0 xni ... 0
con una sola columna Xt*> diferente de cero. Como es fácil comprobar, este 
subespacio es invariante respecto aipAl A €L^L (¡?. ^)» irreducible e isoroorfo 
(como el GL (n, K) — espacio) al espacio natural X*, en el cual opera GL K  X). 
De esto mudo,

M n (X) =  Afk”  (X) 0  . . .  0  AIS?' (*>
es la descomposición en la suma directa de «~GL (n, k) — subespacios isomor- 
fos, a lo que corresponde la descomposición

Y =  Y0> +  . # +  Y<»)
on la suma directa do n representaciones equivalentes. Simbólicamente, este 
hecho se indica en forma

M n {K)2ÉnMX>{K); V » b T ( ‘)
ejemplo Definamos ahora la operación Q> dol grupo GL (n, JK) en Mn (X) 

haciendo ©A : X ^ A X A ’1. Nuevamente, (a), Mn <AT)) es una representación
fl

lineal do grado n2. Si X  — entonces, como de costumbre, tr  X *- 2  XU

es la traza do la matriz X. Es bien sabido que tr (a A -f  pY) =  a t r X - r p t r Y  
(linealidad de la función tr) y tr <J>A (X) =  trX . De esto se deduce que el 
conjunto jl/g (A) de matrices con traza nula es un subespacio invariante respecto 
a <J>. Pot otra j>arte, d>A (XE) =  XE y tr XE — nX. Así, en caso de un campo K 
de característica nula tiene lugar la descomposición en la suma directa de 
GL (r, X) — subespacios

Mn (K) =  (E © M • (X) (5)
de dimensiones 1 y »* — 1 respectivamente. Notemos que cuando n »  p y K *=■ 
= Zjf la descomposición del tipo (5) está ausente, por cuanto, en este caso, 
tr E == 0.

De acuerdo con la definición, la forma normal de Jordán /  (X) de la matriz X 
no es otra cosa que la representación más sencilla y cómoda de¿GL (n, < £ ) -  
órbita, contenedora do X. La limitación de <I> en cualquier subgrupo t í  c  
a  GL (/», X) hace uatural la cuestión sobre los representantes canónicos de 
//-órbitas.

EJEMPLO 4. Eti el ejemplo anterior hagamos K =  R y limitemos en el 
grupo ortogonal 0 (n). Como A 6 0 (n) =  j4"\ entonces *X =  eX,
8 =  ±4, t(AXA~*)= tA - '- tx - tA  =  zA X A -'. Por lo Unto, el espacio de 
la representación Mn (R) del grupo (0 (n) se escribe en forma de la suma de 
0 (n) — subespacios

Mn <R) =  <E)R 0  Mfi (fc) © M~n (R)
del espacio uni<limensional <X)R de matrices escalares, del espacio {r -f 2) X  
X (n — l)/2-dimcnsioual de matrices simétricas con traza nula y del espacio 
n (n —• l)/2-dimensional de matrices an ti simé tricas. En bien conocida la corres
pondencia hiunívoca entre las matrices simétricas (antisimélricas) y las formas 
bilineales simétricas (respectivamente, antisímétricas). La operación de 0 (n) 
en (B)r © (R) y en (R) se traslada a los espacioŝ do las formas corres
pondientes. Él teorema sobre la reducción de la forma cuadrática q (?) a los 
ejes principales, no es otra cosa, que la posibilidad de elección en la 0 (n)—
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órbita» contenedora de q (x), de la forma diagonal con reales, deter
minados unívocamente con exactitud hasta la permutación.

Sustituyendo R por €  y 0 (n) por el grupo unidad U (/i), llegamos a la 
descomposición

Mn <C) -  (/?>€ © M+ (C) © Mñ (C)
en la suma directa de V (n)—subcspacios escalares, hermíticos con traza nula 
y matrices aotibermíticas. El caso n =  2 fue analizarlo detalladamente en ol 
|  1, cap. 7.

ejemplo 5. Sea G un grupo de permutaciones, que opera en cierto conjuuto 
Q con un número de elementos | Q \ — n >  1, o sea, G cz Sn* 121 espacio vec
torial

V = (et \ l€  Q>*

sobre ol campo K de característica nula con baso numerada por los elementos 
del conjunto Q, lo transformamos on G-e$pacio, haciendo

ííQ ico <co
(f ► 8 (0 os la operación do permutación g £ G en i <E Q). Como (gk) (t) =  
=  g {h (i)), entoncos, se obtiene una representación lineal de grado n del gru
po' G. EÚa nunca es irreducible, por cuanto

v = < 2 ' ' > ® í  2  (6)
*ea x»+ ...+ V *o

es la descomposición en la suma directa de ios espacios invariantes unidimen
sional y (n — l)-d i mansión al (si char k  — p >  0 y p \ /i, ou ronces, ya no se 
obtiene una suma directa).

Separemos dos casos particulares.
a) G 4- Sn. El monomorfismo Sn -► GL (n, R), construido en ol p. 5, 

§ 3, cap. 4, coincide con nuestra representacióu lineal <t>, si se loma en calidad 
ae tf{ la í-ósima columna coordenada £«). La descomposición (0) muestra quo 
para Sn existe una inclusión más económica Sn -*• GL (n — 1, |Q). Más tarde 
será demostrada la irroducibiiidad de esta representación lineal de grado n — 1 
(incluso sobre el campo 0).

b) Representación regular. Sea G un grupo finito cualquiera. Haciendo 
Q =  G, obtendremos ol llamado G-espacio regular V = (cg | g fw G), y, corres
pondientemente, la representación regular (p, V) del grupo G: p (a) eg =  eag% 
para todo a, g 6 G. Con la reprosontación regular con designaciones algo distin
tas, ya nos encontramos al demostrar el teorema do Cayloy (§ 3. cap. 4), pero, 
entonces no nos interesaba el espacio V , sino el conjunto ( O  de sus vectores 
básicos. El significado de la representación regular del grupo finito G consiste 
en que olla contiene todas las representaciones irreducibles He G, considerada 
con exactitud basta la equivalencia (véase el § 5).

EJEMPLO e. La representación de grado 1 es sencillamente el homomorfis- 
mo O: G K* del grupo G en el grupo multiplicativo del campo K (K es un 
espacio vectorial unidimensional sobre sí mismo). Como el grupo multiplicativo 
do un campo es abollono, entonces, Ker fl> G \ don do G' es ol conmutante 
del grupo G (teorema 4, § 3, cap. 7). Observemos que la eauivalencia de dos 
representaciones unidimensionales <t>#, <P* (con igual espacio de representación) 
es equivalente a la coincidencia de ambOB, puesto que a <D' (g) a-J =  G>* (g)*=$ 
=£ (g) s= <D* (g) ^  <D' =  Sea gu ** e. Entonces, d> {g)n =  O (gn) =
~  <t> (e) — 1, o sea, <t> (g) os raíz do la unidad. El núcleo de cualquier repre
sentación unidimensional puedo ser no trivial incluso para el grupo cíclico G. 
Si, por ejemplo, G =  Z* y K — Zj8, entonces, Kor 2Z4. Por otra paTle
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en el caso en que K <C, cualquier grupo cíclico tiene representación unidi
mensional tíxac la.

a) G -i- (!E, La representación k i—* i\A para | X| ^  i es exacta. Si 
\ X\ =  1, entonces, según la íónmila de Euler, a =  e5**#, 6 € Ri y ©1 núcleo 
de la aplicación k*—+ ca distinto de coro sólo cuando 0 6

El grupo % tiene representaciones complejas Indescomponibles de grado 
tan grande como se quiera, que, sin embargo, no son irreducibles. Es suficiente 
apoyarse en el leorexnn sobre la fonua normal de Jordán de una matriz y exa
minar bi aplicación

1 1 0 . . .  0 0
0 1 1 . . .  0 0

0 0 h . . .  1 t
0 0 0 . . .  O t

b) G =  {a | an =  e). Sea c =  ¿ L í  la raíz primitiva do grado n de 1. De nn
representaciones unidimensionales

: ah ►—► em*f w a ii, 1, . . . ,  n — 1, (7)
<p (n) serán exactas. Señalemos un hecho interesante: el grupo cíclico de orden n 
tiene exactamente n representaciones irreducibles no equivalentes de dos en dast 
sobre. Todas ellas son unidimensionales y tienen la forma (7).

Efectivamente, sólo es necesario convencerse de que en un grupo cíclico 
finito no existen represen luciónos de dimensión >  1, irreducibles sobre C. 
Pero, antes de la definición 3, se observó el hecho de que cualquier operador 
linea) <h (g) de oTden finito puede ser diagonalizado sobre € . En este caso, 
ésto equivale a Ja reducihilidad total de la representación <D. Si dim <I> — r, 
entonces, <1> se descompone en la suma directa de m representaciones unidimensio
nales.

Para el grupo cíclico de orden finito se ha obtenido, en esencia, la descrip
ción de todas las representaciones lineales complejas. Con exactitud hasta la 
equivalencia

0

0
donde es lina de las representaciones del tipo (7).

Nuestra finalidad consiste en establecer loyes semejantes en el caso genoral. 
bjbmplo 7. Ya en los ejemplos anteriores se estableció una fuerte dependen

cia de las propiedades de la representación lineal <2> del grupo 6, respecto al 
campo fundamenta! K. Pongamos complementariamente en claro esta cuestión.

El grupo cíclico G — {a  \ aP  =  e) de simple orden p, que opera en el 
espacio vectorial bidimonsional V =  (i»j, i>a) sobre un campo arbitrario K  
de característica p, de acuerdo a la regla a * o, =  a  * i>2 =  i>j 4* n*, defíne
la replosen loción indescomponible (<1>, V)

«* —  <i>Í =  ||o } ||, » « * < * - 1-
En efecto, la matriz <Pa tiene la raíz característico 1 de multiplicidad 2. Por 
eso, la descomposición de <D en la suma directa de doB representaciones unidi
mensionales, significaría la existencia de la matriz invertible <7, para la cual
CdJ^C-1 -  | ^ | |  =  k . Pero ontonces, <T>0 =  C~lEC =  E, lo que] no es
cierto.
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Sea luego, G =  (a | a3 =  f ) un grupo cíclico de orden 3 y K -- R. La repre
sentación bidimensional (<l>, V)% V =  (i?!, ua), dada en la baso prefijada por 
la matriz

es irreducible, por cuanto el polinomio característico t*-\-1 4 de esta matriz
no tiene raíces reales. Pero, si V so considera sobre C, entonces, naturalmente, 
V se descompone en la suma directa de G-subespacjos unidimensionales 

V =  (v, -f  e-H j) e  (vj -r  ea*>
e 0 
0 e-1

De esto modo, cuando se amplía el campo, la propiedad de ¡rreduci bilí dad de 
la representación puede perderse.

En adelante, salvo raras excepciones, el campo fundamental K serfi el 
campo de los números complejos (el más importante desde el punto do vista 
práctico), o cualquier campo algebraico cerrado do característica nula.
EJERCICIOS

1. El grupo SO(2) se da mediante su representación bidimensional natural
I coa 0 —sen 01 
| sen 0 eos 0 10>' (0) =

irreducible sobre R. Comprobar, quo

— i r  i - j  i i ec,L(2' c>*
En consecuencia, <l>' es la suma directa de dos representaciones unidimensiona
les no equivalentes (en este coso, sencillamente distintas).

2, ¿Es o no irreducible el GL fn, C)-cspacio A/„ (C) en la descomposición 
(5) para n « 2  y 3 ?  (Respuesta: sí)

3. Sean y T  representaciones complejas irreducibles del grupo cíclico 
(a | a* =  e) do orden n. Mostrar que

sí;*.A=0
4. Apoyándose en el ejercicio 3, convencerse de la veracidad de la afir

mación siguiente. Cualquier función compleja / en un grupo cíclico (a | a* — <?), 
so puede escribir en forma de una descomposición «por armónicos elementales»

n -1
/(a* ) = 2  eTOe’» \ ,  e =  e.

m = 0

Los «coeficientes de Fourier» c m  se calculan por medio de la fórmula
n- 1

cm = - f  2  /i»*)®""*-
Ab=0

5. De la fórmula para el número de collares (véase el comienzo del capí
tulo) deducir las conclusiones elementales: a) qP  — q «as (I (mod p )  (pequeño 
teorema de Fcrmat; véase el § 4, cap 4);

b) 2  <p(d) =  n.
rfln
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§ 2. UN1TARIEDAD Y REDUCTIBILIDAD

1. Represen Liciones unitarias. Rocordomos que, en el curso de 
álgebra lineal, la forma no dogonerada (u, v) (u | v) en el espacio 
vectorial V sobre C se llama hennííicay si

( u  | i;) =  (u  | u ) ,

{au - pu | w ) « a ( u |  w) + a (v \ w), (1)
(o | v) >  0 para todo v =̂= 0

(como siempre, z >-*■ z es el automorfismo de conjugación compleja). 
El espacio V, examinado junto cou la forma hermUica no degenerada 
(u | i?), se llama espacio hermítico. El espacio euclídeo con productos 
escalares, dado por medio de la forma bilineal simétrica no degenera
da, sirvo do análogo del hermítico. Tomando la base ex, . . en 
en V, escribamos la forma (i¿ | y) para u — Y] uie¿» ü *= 2  del 
modo

(u|í?) =  S  _
La matriz l í  — (hfj) cumple la condición htj — hn y también so 
llama herrnítica. Ya empleamos osta terminología en el § 1, cap. 7.

Existo una baso ortonormada (definida por la condición (e¡ f ej) =  
=  ó/¿), con relación a la cual

n _
(u|[>) =  v  utv¡.

i = i

El operador lineal A: V V. que conserva esta forma, o sea, que 
posee la propiedad (A u \ Av) =  (u i v). so llama operador unitario. 
En el caso rea), a él le corresponde el operador ortogonal. La condi
ción de unilariedad, escrita en forma matricial A — E con A = 
=  (tfj¿), *A -  A* —■ (a^), ya la encontramos en el cap. 7. Designan- 
do por A *  el operador lineal con matriz *A =  i4*, expresemos la 
condición de unitariedad en la forma A *A *  =  & — A * mA*

El grupo do todas las matrices unitarias (grupo de operadores 
unitarios, o. simplemente, grupo unitario) se suele designar con el 
símbolo conocido U (n). Por definición, U (/i) ci GL (n, C), y si la 
representación O: G — GL («, C) es taL gue Im <I> cz U (n), entonces, 
(Ó, l/) se llama representación unitaria.

teorema i Toda representación lineal (<l>, V) sobre C del grupo 
finito G\ es equivalente a una representación unitaria.

demostración. Elijamos en el espacio de la representación V del 
grupo G una forma hermítica no degenerada cualquiera H : (a, v) »-*- 

IT (u, t?) v  htjUiVj (la escritura es respecto a cierta base 
/i* • • •» /n del espacio V) y consideremos la forma (u \ i>), obtenida 
de H (u, /;) «promediando» respecto a G:

(«I*) s  ® (*>»). (2)
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El multiplicador i (? r 1 no es esencial y se puso sólo para que, on 
caso de ser H unitario, tuviese lugar la igualdad (u | v) =  H (w, v). 
Como

H  (<D (g) u, O (g) v) =  H (d> (g) v, (D (g) u),
(<D (g) (au +  pi>)> O (g) w) =
=  (a<D (g) u -4- pO (g) i>, O (g) tf) *= olH (Og) a, O (g) i¿>) +

+  p #  (O (g) i>, O (g) w)% H  (<D (g) y, <t> (g) >  0

para i ; ^ 0 y  todo g £ G, entonces, la forma (2) cumple la condición 
(1) y resulta, por consiguiente, una forma hermítica no degenerada. 

Además (y esto es lo más importante),

(<t> (g) u |<D (g) v) -  |G r  s  H (© (S) <t> (A) U, O (g) <D (k) p»hZG
=  |G|"1 S  -ff (® (?*)«, d> (gft) v) =

KO
=  |G |-‘ S  II <C> (í) u, (í) v) ■= (u|«>'

o sea, el operador <í> (g) para cualquier g <z G deja ía forma (a j p) 
invariante. Elijamos en V una base eu . . enr ortonormada respecto 
a Ja forma (u 1i/). Entonces, en esta base, las matrices de los 
operadores <l> (g) serán unitarias, g

8 2\

O b s e r v a c io n e s .  1 )  L a  a f ir m a c ió n  d e l  t e o r e m a  1 n o  s e  d e d u c e  a u t o m á t i c a 
m e n t e  d e l  h e c h o  p o r  n o s o t r o s  c o n o c i d o ,  q u e  c a d a  m a t r i z  <1>g c o n  g m  =  e , e s  
s e m e j a n t e  a  la  d ia g o n a l  u n i t a r ia  d ia g  (X>t , . . X ^ } c o u  — 1 .

2)  £ n  e l  c a 9 0  r e a l ,  u n  r a z o n a m ie n t o  t o t a lm e n t e  a n á lo g o  m u e s t r a ,  q u e  la  
r e p r e s e n t a c ió n  ( O ,  V )  e s  e q u i v a l e n t e  a  l a  o r t o g o n a l .

3 )  P o r  m u c h a s  r a z o n e s ,  l a s  r e p r e s e n t a c io n e s  u n i t a r ia s  d e s e m p e ñ a n  u n  
p a p e l  im p o r t a n t e  e n  l a s  a p l i c a c io n e s  do  La t e o r í a  d o  r e p r e s e n t a c io n e s ,  y  e s  m u y  
n o t a b l e ,  q u e  e l  t e o r e in u  1 s ig u e  s i e n d o  v á l i d o  p a r a  u n a  c l a s e  m u c h o  m á s  a m p lia  
d o  g r u p o s  c o m p a c t o s  t a l e s ,  c o m o  U  (n )  y  O  ( » ) .  L a  d e m o s t r a c ió n  e s  la  m is m a ,  
p e r o  la  s u m a  p o r  l o s  e l e m e n t o s  d o  l o s  g r u p o s  s e  s u s t i t u y e  p o r  in t e g r a c ió n  (r e a -  
p o e to  a  c i e r t a  m e d id a )  e n  e l  g r u p o .  R e c o r d e m o s ,  q u e  e l  grupo compacto SU (2) 
g e o m é t r i c a m e n t e  n o  so  d i f e r e n c ia  d e  l a  e s f e r a  t r i d i m e n s i o n a l  •?*, y ,  p o r  e s o .  
t i e n e  s e n t i d o  h a b la r ,  p o r  e j e m p l o ,  s o b r e  s u  v o lu m e n .  E n  g o u o r u l, o x i s t o  u n  
m a r c a d o  p a r a le l i s m o  e n t r e  l a  t e o r í a  d e  r e p r e s e n t a c io n e s  y  l o s  g r u p o s  c o m p a c t o s ,  
p e r o  n o  t e n e m o s  p o s i b i l i d a d  d e  d e t e n e m o s  e n  e s t o .  D e l  e j e m p lo  6 a )  d e l  § 1 s e  
v e  q u e  l a s  r e p r e s e n t a c io n e s  d e  g r u p o s  u o  c o m p a c t o s  (p o r  e j e m p lo ,  G  =  Z) n o  
s o n  u n i t a r i a s  o b l ig a t o r ia m e n t e .

P a r a  f i n a l i z a r ,  o b s e r v e m o s ,  q u e  a u n q u e  la  d e m o s t r a c ió n  d e l  t e o r e m a  
1 e s  c o n s t r u c t i v a ,  n o  s e r í a  n a d a  p r á c t i c o  u t i l i z a r  e u  s u  b ú s q u e d a  la  r e a l i 
z a c i ó n  u n i t a r i a  d e  l a  r e p r e s e n t a c ió n  q u e  s e  t i e n e .  P o r  e j e m p lo ,  p a r a  e l  g r u 
p o  G  e n g e n d r a d o  p o r  l o s  e l e m e n t o s  a l t  a ¿ ,  e s  s u f i c i e n t e  lo g r a r  la  u n i -  
t a r i e d a d  d o  l a s  m a t r i c e s  <J>al t  . . . ,  E n t o n c e s ,  t a m b ié n  e l  g r u p o

. . . .  s= d > (G ) s e r á  u n i t a r i o .

2 1 —0 3 9 2
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ejemplo i. El grupo simétrico 5 , =  ((12), (123)) posee la representación 
bidiinensiotial <I>, contenida en calidad do sumando directo en la representación 
tridimensional natural (véase el ejemplo 3 del § i). Precisamente, si <J> (n) e{ =  
=  en<i)> * =■ 1. 3. y /i =  et — *3, / a — e2 — c3) entonces,

<I> ((12)) jl -  *, -  = /3, <* ((12)) /, =  — *, -  /l,
<1> (023)) h  «  e3 -  *  =  - / j  -|- /*, <D ((123) - f v

Como n =  (123)¿ (12)>, donde i =  0, 1 ó 2 y /  =  0 6  1, entonces, sin esfuerzo 
se obtienen todas las matrices V* =  O (ji)(¿ ¿

— i : :». « - i ;  2| .  « - r :  - i »

<*»—l_í - " ! • (iai- | |~ i  - j i- -¡i-
He las ri-lai-Í01109 ilet || j  —M j= l y (1^3)* =  t  se deriva que

i - i  1 ||c"i =  lle 0 II c
1 o ||C ||o e~Mr 2 ’

para cierta matriz no degenerada C. La conjugación con ayuda de C no dobc 
infringir la propiedad de unitariedad de la matriz

J¡ 21
Las condiciones linoalcs

C 0 1 
1 0

son cumplidas por la matriz

1
0

e
0

0
r C* C

a p 
Y 6

Aluna tenemos la posibilidad de escribir las conocidas representaciones 
unitarias del grupo S3: la unitaria dX1), <D<4): n i— ► sgn {«) ™ ±1, y la repre
sentación bidimensional recién obtenida <P(a) «  HL Para referencias ulteriores 
es cómoda la labia:

EJEMPU) r. La representación ortogonal natural de un grupo infinito, 
pm  isa monte del SU (2), obtiene el epimoríismo <t>: SU (2)*—► $0 (3), construi
do en el § 1, cap. 7.

2. Iteduc tibí) idad com pleta. De las definiciones y observacio
nes hechas en el § 1, es claro, en que m edida resulta fundam ental 
la Afirmación siguiente.
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t e o r e m a  2 (teorema de Mashke). Cada representación lineal del 
grupo finito G sobre el campo K de característica, no divisor a de \ G \ 
(en particular, nula), es completamente reducible.

Recordemos, que la afirmación dol teorema 2 significa la descom
posición (<t>, V) en la suma directa de representantes irreducibles. 
Hablando con propiedad, el teorema clásico de Mashke dice lo 
siguiente. '

(M) Cada subespacio G-incariante U cu V, posee el suplemento 
G-invnriante W:

V -  U 0  W. (3)

Demostraremos, precisa monto, esta afirmación, de ia cual el 
teorema 2 se deduce automáticamente. En efecto, o la representación 
(O, V) es irreducible, y entonces no hay nada que demostrar, o bien 
existo su propio ^-invariante subespacio U, y entóneos os justa la 
descomposición (3> con cierto 6-subespaoio W. En este caso, dim U <Z 
<  dim V. dim W  <  dim V. Empleando los mismos razonamientos 
para U y W % y usando la inducción sobro la dimensión, obtenemos 
la descomposición requerida en componentes irreducibles. |

Pasamos a la demostración de la afirmación (M). Como antes, 
nos interesa más el caso Hcl campo K =  C, por eso es útil traer dos 
razonamientos independientes.

p r i m e r a  d e m o s t r a c i ó n  (K — C). Conforme ai teorema 1, existo 
una forma hermítica no degenerada (u | u) on el espacio de la repre
sentación y, invariante raspéelo a Jos operadores lineales G> (g). 
Para cada subespacio U c= V existo el suplemento ortogonal

=  {v € V | (u | v) -  0, V a € £/}, 

y por el conocido teorema del curso de álgebra lineal
v «  v e

adomás, (¿M)1 — U. Supongamos ahora, que U es un G-subespacio 
on y, o sea, <J> (g) U c  V para todo g £ G. Como cp (g) \v es un 
a uto modismo, entonces, cualquier elemento u £ U se escribe on la 
forma u =  (g) u!, u' £ U. Queda por aprovechar la invariancia
de la forma

v 6 U1 (u I <I> (g) o) =  (ti) (g) u' | <D (g) o) — (u’ | u) — 0.

Por lo tanto, v € U1 =>» O (g) v € UL. Haciendo W  =  
llegaremos a la descomposición (3). |

segunda demostración. Sea, como antes, U un subespacio en Vf 
invariante respecto a la operación de G. Examinemos la suma directa

V *= u  ® u \
21*



324 E L E M E N T O S  D R  I - a  z - o o n í A  D E  R E P R E S E N T A C I O N E S [CAP. 8

donde U' es un suplemento a U elegido arbitrariamente. Hablando 
en general, U' no es G-invariaute. Consideremos el operador de 
proyección cF: V U \ definido por la relación

— u-
para todo vector v ■* u +  Tenemos

v — &v € U, & (ü) -= 0f =» fr. (4)
Introduzcamos ahora el operador lineal «promediado»

^ c - |G | - l S  0(A)¿l>íD(4-')A€G
(la división por | G | es posible, por condición). Tenemos

® (g) ® (e), V g t G .  (5)
Efectivamonte,
® te) í^o® (r*) -  |G |- 'J J ®  te)® w  k5® (/r*)® < r ‘) -

-  |Gr* 2  ® te*) S*D ((*&)-') =  |6 |- ‘ 2  ® (í) * 9  (Tl) =»&0,htG ¿=G
que lleva a la relación (5). Hagamos

W *-& a ( V ) - { * 0v\i>ZV).
De acuerdo con (5), O (g) w *= O (g) &>0v =  (g) v *=
= &0 v' =  w ’ £ W, para todo w  6 W, asi que el subespacio vecto
rial W a  V realmente resulta un G-súbespacio.

Queda demostrar, que V =  U 0  W  es la suma directa de G- 
subespacios. Como <D (fe-1) v — cPO (fe-1) v G U (véase (4)), en
tonces, n — <D (fe) ^  0  (fe-1) v =  O (fe) {O (fe-1) p — 0*0 (fe-*) x 
X i>} 6 O (fe) U s= í/ (invariancia de £7). Por consiguiente,

» -á P 0» = | 6 r ‘ 2  (v -'® (A )0‘®(A-*))-«*€tf.
neo

y obtenemos — u -+- wy con w — éPGv € W, o sea, V — D +  WP.
Luego, O (fe-1) ¿7 cr U =>- *P<J> (fe"1) £/ =  0 (véase (4)) <I> (fe) X

x ¿PO (fe-1) £7 =  0 ¿PQ (£7) =  0. Por lo tanto, v — &Gv =  u € £/**>•
=*- ¿7*0 (y — ^ cp) =  0, de dondo, £PGv — para todo v 6 V. Esto 
significa que &G es una proyección en W  a lo largo de U:

f lM ÍO -0 , (6)
Ahora p € f/ fl “  0, por cuanto, v 6 £7, y n — ^g^', por
cuanto n € áPG (V) — W. Usando (6), obtenemos 0 «■* &G v »■
— & o =  3 V ' =  v = * -^ n » ^  =  0- I

No es oportuno formular una conclusión más contundente acerca 
de la univocidad de la descomposición en componentes irreducibles 
(G-subespacios irreducibles): V =* Vx 0  V% 0  . . . ® Vr, Si, por
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ejemplo» <D (g) «  g es nn operador unidad para todo g 6 G, enton
ces, cualquier descomposición directa de V en subespacios unidi
mensionales, será una descomposición en componentes irreducibles, 
y tales descomponentes son infinitamente muchas. Distinto es, 
si agrupamos todos los componentes irreducibles isomorfos:

v = uv © . . .  © uv
Como n o distinguimos los G-espacios isomorfos, entonces, puede 
considerarse

U\ = Vi © Vi © • • « © Vj *= WiVi,

u s =s V9 © Vé © . . . © V, =  ntVi%
donde nt es la multiplicidad de conformación del componente ir re* 
ducible V% en la descomposición V. Veremos, que la multiplicidad 
se determina unívocamente.

EJERCICIOS
1. Toda representación continua unidimensional dol grupo (R, -f-) (cuando 

a los números cercanos le9 corresponden operadores cercanos) tiene la forma 
«!><«): t ^  cüUt donde a  es un número complejo. Mostrar que <D(aí es unitario
si, y sólo si, a  6 R« (Indicación. Derivar la igualdad eiaieiat — 1 respecto a l, 
Y hacer t =  0.)

2. El núcleo del homomoríisino /: t »-► II008 \ 80n \ [ del grupo|| sen t eos / 1|
(R, -jk) en SO (2), se compone de ios númeTos t «= 2nm, m £ 7. Do este modo, 
SO (2) s í R/2nZ y a cada representación unitaria irreducible 4> (conforme 
a los resultados del § 4, ella os necesariamente unidimensional) del grupo SO (2)
lo corresponde la representación unitaria irreducible <J>: < -j- 2nm »-* O {<)♦ 
0 <  t <  2*, del grupo R, para el cual $  (2ji) =  O (0) =  1. Deducir del ejer
cicio 1, que 4> =  4>(n), n 6 Z. En combinación con la observación 3) del p. 1, 
esto significa, que toda representación irreducible del grupo SO (2) tiene la 
forma 0 < n >(f) «= efn*, n ú  7. Comprobar, que

2ji _
j  e*K>.eu,tít^6ki
0

M arar con la relación en el ejercicio 3 del § 1: el orden n se ha sustituido 
«volumen» 2n del grupo SO (2)). En el análisis, el sistema de funciones 

{¿i**} sirve de ejemplo clásico de sistema ortonormal completo de funciones 
periódicas (o de funciones en la circunferencia S1 ~  SO (2)). Con esto comienza 
la vasta teoría de series de Fourier.

3. Con ayuda del teorema de Mashke demostrar que cualquier representa
ción bidimenslonal compleja exacta de un grupo finito no abeliano, es irre
ducible.

4. Sean <D: G U (n), G -+■ U (n), representaciones irreducibles unita
rias equivalentes del grupo finito G. Demostrar que existe una matriz unitaria Ut
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para la cual U&gU-1 =  Vg £ G- (Indicación. Por condición, C&gC-1 «s
=  para cierta matriz C =  (f¿¿) £ GL {», C). La operación A =  M,
aplicada a C<l>ff =  <la O-¿C* «  de donde, =  (7*̂ 70)

n _
Por el loma de Schur C*C *= XE. Luego, >. =¡ I1 =  PP» J* € C, y (7 ss

fe=Ti
«= p-*C es la mullíz unitaria buscada.)

§ 3. GRUPOS FINITOS DE ROTACIONES

En osle parágrafo so tratará sobre los subgrupos finitos del grupo 
SO (3). Conociéndolos, a un mismo tiempo obtendremos las repre
sentaciones ortogonales irreducibles de tales grupos, como S4, ¿4 
además, en una envoltura geométrica fácilmente memorizablo. En la 
primera lectura so puedo omitir el punto 1 y la demostración (muy 
puntualizada) del teorema 2, pero, quien desee probar si ha asimila
do bien ia idea general de «operación de grupo» (§ 2, cap. 7),ieserá 
útil tomar conocimiento del contenido de todo el parágrafo.

1, Ordenes de Jos subgrupos finitos en SO(3). De acuerdo con el 
teoroma de Euler del curso do álgebra lineal, todo elemento A  6 
6 SO (3) A  =?*= ¥), os una rotación (giro) en el espacio euclídeo R3 
alrededor de cierto eje. Con otras palabras, so tienen exactamente 
dos puntos en la esfera bidímensional unidad S*, que permanecen 
inmóviles para una operación de A '  los puntos de intersección de la 
esfera con el eje de rotación. Estos dos puntos se llaman polos de 
rotación de A .

Sean ahora, G un snbgrupo finito en SO (3), y S el conjunto de 
polos de todas las rotaciones no unidades de G. Es claro, que G opera 
como grupo de permutaciones en el conjunto S. Si x es un polo para 
cierta rotación A  =£ £i A  6 6\ entonces, para cualquier .<& 6 G> 
tenemos

( =- - &- Ax = ftx ,
o sea, 3Bx es polo para & A& ~y yi por lo tanto, á?x £ S. Designemos 
con Ú el conjunto de todos los pares ordenados [A, x), donde A  6 6?, 
A  #  x es polo para A • Sea, luego, Gx el subgrupo estacionario 
(estabilizador) del punto x, o sea, el subgrupo en G de todos los 
elementos que dejan x en su lugar. Si

G =  Gx U g2Cx U • • • U SmxGx
es la descomposición de G on clases adjuntas por la izquierda, respec
to a Gx, entonces, la G-órbita dol punto x será el conjunto

G (x) ** {x, groar̂ }
con un número de elementos | G (x) | =» mx. Según el teorema de 
Lagrange, N  == mxnx, donde N  f G |, nx =  | Gx | (en compara-
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ción con el § 1, cap. 7, las notaciones se han modificado un poco). 
Observemos, que tix es el orden de un subgrupo cíclico en G\ en el 
que cada uno de sus elementos es la rotación alrededor deJ eje que 
pasa por ¿r. Se dice, que nx es la multiplicidad del polo .r, o que x 
os el nx~polo.

A cada elemento Jt £ de G le corresponden dos polos, por eso, 
| q  | *  2 (N -  1).

Por otra parte, para cada polo x so tienen nx — 1 elementos de G, 
distintos de e, que dejan inmóvil ol polo x. Por consiguiente, el 
número de pares (¿é% x) es igual a la suma

| 0 | - s  <**-!).x€S
Tomando como {xlt . . ¡r*} el conjunto de polos, uno de cada órbi
ta, haciendo =  nx.t m* =  mx¡ y observando que nx =  nx¡ =  ni 
para todo x 6 G (r*), obtenemos

iQl= 2 ¡  («■*—i) =  2  m¡ ('*!—!)=  Sx£S 1=1
De este modo,

k
2 i V - 2 = 2  (N -m -i).

Dividiendo ambos miembros de la igualdad por N t tendremos

(O
1—1

9
Suponemos N  >■ 1, así que 1 ^ 2 — 2* Como 2, entonces, 
1 1— — —  < 1 ,  y, por eso, k debo ser igual a 2 ó 3.

c a s o  i. k =  2. Entonces

* *1

o, lo que es equivalente,
o AT . Ar ,
2 “ ^ + 'í7 =TO‘+ m í' 

de donde, =  1, nx =  «2 ■= N. Por lo tanto, G tiene exacta
mente un eje de rotación y G =  GN es un grupo cíclico de orden N.

caso z. h  «* 3. Sea, para precisión, n x <  na n3. Si ^  3, 
entonces, tendríamos

1-1 1-1
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lo que es imposible. Por lo tanto, ^  «  2, y la ecuación (1) se escribe 
en la forma

t + 4

Evidentemente, n2> 4 = *  —  -)— es una contradicción. PorR| Z
eso, n2 =  2 ó 3.

Si n2«= 2, entonces, ns =  — =  m(Ar deberá ser par) y m{ =
=  =  m, m3 =  2. Estos datos corresponden al grupo del diedro Dm
(véase el ejemplo 1, p. 5, § 3, cap. 7).

Si n% =  3, entonces

6

y tenemos sólo tres posibilidades:

2 ' ) n 3  —  3 , TV =  1 2 ,  m ,  =  6 , m 9  «  4 , =  4 ;

2 ' ) « 3  =  4 , TV =  2 4 ,  m ,  =  1 2 , I7t2  *  8 , =  6 ;

2 " ) « 3  =  5 , TV =  6 0 ,  / » !  =  3 0 , —  2 0 , / 7 l3 =  1 2 .

Recojamos todos estos datos en la tabla:

N números de órbitas JSI Ordenes de los esUbtlIsddores

n 2 2 n n
2m 3 2i» +  2 2 2 m
12 3 44 2 3 3
24 3 26 2 3 4
60 3 62 2 3 5

Hemos demostrado la afirmación siguiente. 
t e o r e m a  \ • Sea G un subgrupo finito en SO (3), ni diedral ni 

cíclico. Entonces, para su orden N se tienen solamente tres posibilidades\ 
N  =  12, 24 6 60. Otras limitaciones al grupo G se hallan contenidas
en la tabla (2). |

2, Grupos de poliedros regulares. La existencia de grupos de 
órdenes 12, 24 y 60, comprendidos en SO (3), se demuestra muy fácil
mente. Con exactitud hasta la semejanza, existen sólo cinco (conoci
dos desde la antigüedad) poliedros regulares convexos en el espacio 
euclídeo R8: el tetraedro a** el cubo □«, el octaedro As» dode-
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caedro Y e* icosaedro ¿  JA:

Si el centro del poliedro regular M  se coloca en el punto de origen 
del espacio A9, entonces, las rotaciones de SO (3) que hacen coincidir 
a M  consigo, formarán un subgrupo finito. Pero, sin embargo, apare
cen no cinco, sino sólo tres grupos de rotaciones diferentes (=  no 
isomorfos), por cuanto para el cubo y el octaedro, y también para el 
dodecaedro e icosaedro, son iguales. Esto es muy fácil de explicar 
geométricamente. Si se unen con segmentos ios puntos medios de las 
caras adyacentes del cubo, entonces, todos estos segmentos serán 
aristas del octaedro inscripto en el cubo. Cualquier rotación en A9, 
que deje el cubo invariante, traslada en sí mismo el octaedro inscripto 
y viceversa. Una observación igual es válida para el par dodecaedro— 
icosaedro. En la tabla a continuación N 0 es el número de vértices del 
poliedro, el número de aristas, N 2 el número de caras, p es el 
número de aristas (lados) de cada cara, y v el número de caras que 
convergen en cada vértice. Como antes, N  es el orden del grupo corres
pondiente.

Pfo n V N

T e tr a e d r o ............... 4 6 4 3 3 12
C u b o ..........................  d i 8 12 6 4 3 24
O ctaed ro ...................  A a 6 12 8 3 4 24

D odecaedro...............£__Jlf 20 30 12 5 3 60
Icosaedro................... 12 30 20 3 5 60



330 E L E M E N T O S  D E  D A  T E O R Í A  D E  R E P R E S E N T A C I O N E S [O A I*. 8

De acuerdo con el loo re ni a geométrico de Huler sobre los polio- 
(Iros, Ar„ N x ¡- 2. El número total de polos es igual a Ar0 4-
-j- Ar¿ |- iVo - 2Arl |- 2. Para cualquier rotación que traslade al 
poliedro sobre sí misino, una arista aibl darla coincide con cualquier 
otra iitbi o de tal modo, que N = 2AV Observemos también, 
que {p, v} — {n¿, n.,}, donde wa, n3, son las multiplicidades de 
polos, formuladas en el p. i.

Sean, luego, T el grupo tiel tetraedro; O el grupo del cubo (octa
edro) c I el grupo del icosaedro (dodecaedro).

Los (deméritos do T son las rotaciones en ángulos alrededor do los 
cuatro ejes que unen los vértices con los centros de las caras opuestas, 
el giro en un ángulo n alrededor de cada uno de los tres ojes que unen 
los puntos medios de las aristas opuestas, y la rotación unidad.

En el grupo O, además de la rotación unidad, se tienen rotaciones 
en ángulos iguales « n 2, ji, 3ji/2 alrededor de los tros ejes que unen 
los centros de las caras opuestas del cubo, rotaciones en ángulos

, 4p alrededor de cuatro ejes que unen los vértices opuestos
extremos, y rotaciones en un ángulo a alrededor de cada uno de los 
seis ejes que unen los puntos modín* de las aristas diagonalraente 
opuestas.

El tetraedro rogular se inscribe en el cubo y queda invariante 
con respecto a algunas rotaciones de O de orden 3 y 2. Junto con la 
unidad son una cantidad de 12 tipos de rotaciones, y ellas componen, 
precisamente, el grupo T. En consecuencia, T c O , y como | O : T | — 
=  2, entonces T <  O.

A cada elemento do O le corresponde exactamente una permuta
ción en el conjunto, compuesto de las cuatro diagonales principales 
del cubo. De la igualdad de los órdenes de los grupos | O | =  | S* | =  
=  24, se deduce el isomorfismo do ellos: O sé S4.

Respectivamente, T qé Ak.
El ejercicio 2 muestra que 1 s£ Ay
Volviendo a la demostración del teorema 1, observamos, que 

para =  2, n2 =  n;i =  3, se tienen dos órbitas tetraelementales 
G (pi) =  {Pi, P*. Ps, />*}. G {qt) fai, 7a. Qv $4) de los polos, don
de pi y qi son puntos opuestos en la esfera 5*. Si es un te
traedro con vértice» p¿, entonces, su grupo de transformaciones de 
simetría T° contiene a O. De | G | — 12 se deriva que a ¡  es un tetrae
dro regular, o sea, =  A 4 y T° =  G — T.

Para /?* =  3, =  4, tomamos la órbita bexaelemental G (p*) =
— {pi, • . ., Pe) de los polos que se dividen en pares, por cuanto
i  3 =*> m 4. Estos tres pares de puntos en la esfera Sa los
tomamos como tres pares de vértices opuestos del octaedro As- Como 
«n el caso anterior, | G | ** 24 =>■ — Aa (en el sentido que a ¡
•es un octaedro regular) y 0 o =  G =  O.

Finalmente, para =  2, ns =  3, n2 =  5, se construye un
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icosaedro con vértices />*, lomados de lus órbitas G (p¡)
*= {pj, . . Pío)* Nuevamente, j G | =  60, conllevo o lo regularidad 
del icosaedro y *a coincidencia do los grupos: í° =  G — i.

Queda por observar, que cualesquiera dos poliedros regulares 
de un mismo tipo, inscriptos en la esfera S2, se obtienen uno de otro 
mediante cierta rotación (cambio de sistema de coordenadas). Con 
esto se establece Ja conjugación de los subgrupos isomorfos en SO(3). 
Recojamos los resultados obtenidos, en forma do teorema.

t e o r e m a  2. Todos los subgrupos finitos en SO(3) se agotan, con 
exactitud hasta el isomorfismo, con los grupos Cn , D n , n £ ftJ; T ^  
Sé O Si e 1 as Ar,. Cualesquiera dos subgrupos finitos isorrwrfos 
$on conjugados en SO(3). |

c o r o l a r i o . Los isomorfismos indicados en el teorema 2, dan repre
sentaciones ortogonales tridimensionales irreducibles de los grupos A 4l 
S* 0 A b. |

Empleando el teorema 2 y el epimorfismo <i>: SU(2) -*-SO(3) 
(teorema 1, § 1, cap. 7), llegamos fácilmente a la descripción de todos 
los subgrupos finitos del grupo SU(2) (so puede operar en el orden 
contrario). Cualquier grupo G*, diferente del cíclico, resulta preima- 
gen de cierto subgmpo finito G c: SO(3). Aparecen los llamados 
grupos binarios:

DI =  O -1 (D„), T* =  (I)”1 (T), O* =  U)-1 (O), I* -  ID"1 (1),
grupo biliario del diedro, del tetraedro, del octaedro y del icosaedro. 
Los grupos binarios, al igual que las represen tac iones ortogonales <í>: 
SU(2) SO(3) en general surgen naturalmente al describir los
estados de sistemas físicos de partículas con spin.

EJERCICIOS
1. En el guipo I del icosaedro, adomiís del subgrupo unidad, se tionon 15 sub- 

grupos cíclicos conjugados de orden 2, iO do orden 3, y 0 de orden 5. Demostrar, 
que I es un grupo sirnplo. (Indicación. Mirar La demostración del teorema 5, § 3, 
cap. 7.)

2. Establecer ol isomorflsmo entro los grupos 1 y A h. {Indicación. Utili
zando la conjugación de todos los elementos ao orden 2, mostraT, que ellos se 
disponen en «ramillete» (fig. 21) de cinco subgrupos do Sílov de orden 4 conju-

fados. disjuntos de dos en dos (mis exactamente, intersecados respecto a e).
il grupo i opera en el «ramillete» con conjugación. Esta operación es exacta, 

por cuanto I es un grupo simple (véase el ejercicio 1).)
3. Si H es un subgrupo finito do orden impar en SU  (2) o SO (3), entonces, 

H os cíclico. {Indicación. Emplear el teorema sobro homomoríismos para el 
caso 4>: SU (2) SO (3).)

4. Si el subgrupo finito tí czSU (2) no os pieímagen de algún subgrupo 
(? c S O  (3), entonces. | H 1 =. i (mód 2).

5. Mostrar, que con exactitud hasta la conjugación



6. ¿Qué tienou de común entre sí el grupo binario l* del icosaedro y el 
grupo

SL(2, Z.) =  { | |“ a , b, e, <*€Z»} ?

7* Sea que los átomos q de diferentes calidades (q <  200) se disponen do 
todos los modos posibles (sin consideración de ninguna relación química) en los 
vértices del poliedro regular M. Las «moléculas» obtenidas unas de otras por
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Fig. 22

rotación alrededor de cierto ejo, no se diferencian. Sea /  { M f q) el número de 
«moléculas» distintas. Obtener las fórmulas:

/(A.. ?)— ^  (9*+ll).

/(□ ., 9)«^<9»+179‘+6),

/< A „  9 ) = - ^  (f*+39*+123+&>.

(in d icac ión . Usar los razonamientos empleados para el cálculo del número de 
collares (ejercicio 2, al principio del capítulo).)

8. Mostrar, que ol cálculo del número de coloridos distintos de las caras M  
cou pinturas de q calidades, conlleva, en el caso del tetraedro A4 a la misma 
fórmula que en ol ejercicio 7, y en el caso del cubo y del octaedro las fórmulas 
cambian de lugar.

§ 4. CARACTERES DE LAS REPRESENTACIONES LINEALES

1. Lema de Schur y su corolario. Toda teoría matemática inte- 
resante, habitual mente se basa en algunas ideas relativamente sen
cillas (pero afinadas). Una de las piedras de toque de la teoría de las 
representaciones, es la afirmación siguiente.

teorema i (lema de Schur). Sean (<D, V)t (Y, W), dos represen
taciones complejas irreducibles del grupo G y o: V -► W una aplicación 
lineal tal, que

V (g) o -  o0> (g), V g É C . (1)
Entonces:

(i) si las representaciones Y , no son equivalenies% entonces a =  0 ;
(ii) si V = W, <I> =  Y, entonces o —
d e m o s t r a c i ó n . Cuando a =  0 no hay nada que demostrar. Por 

eso, consideramos a ^ O  y hacemos V0 =  Ker o c: F.
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Como oO (tf) v0 =  ¥  te) =■ O, para cualquier vQ 6 V0l en
tonces, <P te) == ô» 0 sea, subespacio Va es invariante respecto 
a G. En virtud de la irreducibilidad de (O, V), tenemos F0 =  0, 
o F© =  V, La igualdad V0 =~ V es imposible, por cuanto o 0. 
Por lo tanto, Ker a =  0.

Análogamente, suponiendo W\ — Im o cz TF, tendremos 6 
€ TFX ^  Y (g) wi — Y te) ° fei) ® a fe) *>i) =  u>[ £ así que

es subespacio invariante en W. Nuevamente 0 => 1F* ^  0, 
y, por cuanto (¥ , JF) es una representación irreducible, queda La 
única posibilidad Wx =  W.

(i) Como Ker a — 0, Im o — W, en consecuencia, o: V W 
es un isomorfismo, y la condición (1) no es otra cosa que la condición 
de equivalencia de las representaciones <D, W (véase el § 1, defini
ción 2). La afirmación (i) ha sido demostrada.

(ii) Por condición, o: F F es un operador lineal en F. Sea X 
uno de sus valores propios; él existe, por cuanto el campo fundamen
tal C es algebraicamente cerrado. El operador lineal o0 =  cr — X % 
tiene núcleo no trivial (en él está contenido el vector propio) y cum
ple la igualdad Y (g) o0 =  o0d) (g). Por lo demostrado antes, a0 =  0, 
o sea, a =  X£. |

c o r o l a r io . Sean (<t>, V), (¥ , W)t dos representaciones irreducibles 
sobre C del grupo finito G de orden \ G |, y c: V Wt una aplicación 
lineal cualquiera. Entonces% la aplicación «promediada»

5 = 1 ^ - 2  v  (<?)<*>(*)-•
sea

tiene las propiedades siguientes:

(i) O 4?

(ii) V  = W, x = -á£ ^ .
d e m o s t r a c ió n . Tenomos

*  (g) aO (g)-' =  |G |-‘ ^  v  (g) V  (fe) a<D (fe)-* <D (* p  =

-  igi-* 2  *  («*) o® («*)*•=i<?r s  ’ir (o otD (*)-• « s ,
n  te G

así que ^  fe) o — <j<D (g), V g € & Según el lema de Schur, inme
diatamente se obtienen ambas afirmaciones, además, la precisión 
referida a la constante X, se deduce de las relaciones

(dim7)fe =  t r U  =  t r a = |G |- ‘ 2  trO»(^)crO(«-)“* —
g€G

=  |G|~* 2  tro  =  tro .
gtc
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Aquí hemos aprovechado la conocida propiedad de la función de Ja 
traza: tí  CAC~l = tr A. |

Nos sera necesaria la formulación matriclal del corolario. Con 
este fin, elegirnos en Jos espacios Vt W , dos bases cualesquiera: 
V — (cí | i f J }. W =  < / ; ! /€ / ) •  Escribamos en estas bases nuestras 
aplicaciones (identificándolas con las matrices correspondientes):

1|>, =  (<p¡f' (í?)), Vg -  («t>,r ((?)),

<T =  (Ojl), o -  (oity, i, i' € / . h  f  € / .
De acuerdo con la definición de o,

« /(=  \ G \ - '  S  ,+ « .(£ ) ^ 9 , , ,  ( r ‘)« (2>g£G, i'fcí, í ’SJ
La aplicación a: lr W  es totalmente arbitraria. Podemos tomar 

cr}t -  Üf V </. i) (7o, or7oio «  1. (3)
Entonces, n la afirmación (i) del corolario le responde Ja relación

v«, i0, /, u  (4>
(<l> y Y son representaciones no equivalentes).

Si ahora V =  W y <D =  xIf, entonces
t r  cr — 2  ® t i =T

~  t r  a  <*>. ~  * t r  <r b u  x y  &
a rlim V Ji dim V ^  J't'O’J'P-

y
Comparando la expresión obtenida con (2), obtenemos 

|G|-’ 2  <pj>-te)tfi'i-'Pi-, <?'l) = d ís r r  2
ífo, t*, y i*, y

de donde, en virtud de la arbitrariedad en la elección de o (véase (3))r 
llegamos a la conclusión, que la afirmación (ii) de corolario responde 
a la relación

ó
I d "  2  «P*.<ff)V *(r*)-{ 1 ^ V ' 9i / o = '°’ (5)

etc l O en caso contrario.
En las relaciones (ó) y (5) se encuentra toda la información que 

necesitamos. |
2. Caracteres de las representaciones. Con cada representación 

lineal finitodimensional compleja (<I>, V) del grupo G, se vincula 
la función

3C© : G —>• C,
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definida por la relación
X<t> (ff) =  tr  <D te), g £ G, 

y llamada carácter de la representación. Ella también se designa con 
el símbolo xv* o sencillamente con x, si está claro de qué representa
ción se trata.

Sea <fe« =  (q>ij (g)) la matriz que corresponde al operador (fe (g) 
en cierta base del espacio V, y X̂ , , . Xn (n — dim V) sus raíces 
características, tomadas teniendo en cuenta sus multiplicidades.

Por definición,
n »?

X® (g) =  Xv (g) -- S  <Pn (g) ~  2  *1 •

Si C es una matriz invertible cualquiera, entonces 
Ir CtiygC~L =  tr (fetf.

Pero sabemos, que toda representación Y, equivalente a 0>, tleñó
la forma g »—► CQ>gC~l. Por eso, los caracteres de las representaciones 
isomorfas (equivalentes) coinciden. Esta observación muestra, que 
el concepto de carácter está definido corroctanionte.

Señalemos otra serie do propiedades elementales do los caracteres.
proposición. Sea Xo> el carácter de una representación lineal com

pleja (<fe, V) del grupo G. Entonces:
(i) X«J> (e) =  di**1 V\
(ii) x̂ > (hgh~y) =  xa> (g)» V g, fi £ G\ o sea, xa> es una función 

constante en las clases de elementos conjugados del grupo G:
(iii) x<i> (g~l) =  X<i> (áf)» para cualquier elemento g € G de orden 

finito (el sobrerayado indica conjugación compleja):
(ivj a la suma directa tfe =  (fe' +  de representaciones, le res

ponde el carácter — x®' -f- Xa»w-
d e m o s t r a c i ó n .  E f e c t i v a m e n t e ,  x<e ¡e) -- 1 r  ^  <<*) “  I r t  - -  

-= d im  V. L u e g o ,  %<¡>(hgh-L) — tr (fe {hgh~l) =  I r (fe (h) (fe (g) (fe (h)~1 
=  l g  (fe (g )  =  x<i* (#)• P a r a  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  ( i i i )  o b s e r v e m o s ,  q u e  

gm = e=*<& (g)m = % .
y si Xn son las mices características del operador (fe (g),
entonces, XJ, . . a* serán Jas raíces características del operador 
(fe (g)k. En particular, X? = i,  1 i ^  n, y. por Jo tanto, | \¡ \ —
=  1, X¡ =  A*1. Por eso 
X* <r*)«tr <D (r J) = tr2 <t> X?‘ -  £  l ,  = (YY) =

t i f
Finalmente, en el caso <fe =  (fe' +  (fe" sabemos que con la corres

pondiente elección de la base on el espacio do la representación F, 
todas las matrices (fê , g € G, adoptan la forma

0 || 
0 « ¡I I’
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de donde, tr <J>e =  tr <!>£ -f tr Esto significa precisamente que
X® te) =  X®’ (8) +  la r  (?)• I

Observemos, que para n =  dim V =  1 se tendrá Xa> € (g) =  ^  (g)i 
pero, cuando n >  1, ei carácter xs> uo os homomorfismo de G en C*.

e j e m p l o  i . Examinemos el grupo SU{2) en su representación bidimensión al 
natural. Sea % ei carácter correspondiente. De acuerdo con (5), § 1, cap. 7, 
cualquier matriz g 6 SU (2) es conjugada con la matriz

V 0 < 9 < 2 n ,

así que las clases de elementos conjugados del grupo SU (2) se parame Ir izan 
con ios números reales 9  del intervalo indicado. En correspondencia con la 
propiedad (ii) do I09 caracteres, tenemos

í W - x W 1) - » ! 1» ) - *  + •  = 2 coa-f-.

Con una representación canónica O: SU (2) SO (3), la matriz pasa 
a la matriz

eosq> -—son 9  Olí 
sen 9  coa 9  0  L  

0 0 1
que también sirvo de cómodo representante en la clase de matrices ortogonales 
conjugadas del grupo SO (3). Es evidente, que

X £  ^  t  2  eos 9 . (6 )

Usaremos la fórmula (6) más adelante.

El conjunto C° — {(?-*€} de todas las funciones de G en C 
está dotado de estructura natural de espacio vectorial sobre C: 
para c^, a ,  6 C, Xit Xa € Cc, bajo a tXi +  oc2Xa 80 entiende la 
función con ios valores

(«1X1 +  a«Xí) te) =* «iXi te) +  <*«x, te)-
La función do Cc se llama central, si ella es constante respecto 

a las clases conjugadas del grupo G. Las funciones centrales generan, 
evidentemente, el espacio vectorial en CG» que designaremos con el 
símbolo Xc (G). Hablando en general, (G) es un espacio infinito- 
dimensional, pero, si en el grupo G sólo se tiene un número finito de 
clases de elementos conjugados Ci, c 2, • . •» CT (así será siempre 
para el grupo finito G), entonces, el espacio Xc (G) es finitodimen- 
sional. Por ejemplo,

x c ( G ) = ( r it r 2, ...» r r>Q, (7)
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donde
si
si

g e c it
t i c é.

Por lo demostrado (proposición (ii)), los caracteres del grupo G 
pertenecen al espacio X<£ (G). Veremos, que el espacio estirado en 
ellos, de hecho coincide con X$ {£), por lo menos para el grupo 
finito G.

Más adelante suponemos, que el grupo G es finito. Transformemos 
CG en espacio hermftico con el producto escalar

(6. T)c =-¡¿j- a’ *€C fl. (8)
gec

Es fácil comprobar, que la forma (or, t) (<j, t)o cumple todas 
las propiedades de una forma hermítica no degenerada. Su estrecha
miento en el subespacio X c (G) c C Gi resulta un instrumento muy 
útil, en particular para el estudio de los caracteres de las representa
ciones lineales.

t e o r e m a  2 . Sean O, representaciones complejas irreducibles 
del grupo finito G. Entonces,

í l ,  si <D«Tr 
(X*. Xv )o — si (9)

d e m o s t r a c i ó n . En notaciones matriciales tenemos
n n

X ® ( ? )  =  2  < P t i ( g ) ,  Xv ( ? )  =  2  T p n ( g ) -Í=1 i=l
Haciendo i0 =  it ;0 =  / en la relación (4), y sumando luego con 
respecto a i y /  (en los intervalos admisibles para i y /), obtendre
mos

o - |G | - ‘ s  +„{g)V tt( r ‘) - i e r 2 ( 2 * / / < ? ) ) ( 2 <p«,(r'))=  
e, O  a i i

=* icp* 2  (?) x* ( r ‘) =  i c r 12  x* (?) x®(?) = (x®. x®)«g£G *  ^  g£G ^
para cualesquiera representaciones irreducibles no equivalentes <J>, 
¥ ,  del grupo (?.

Empleemos ahora (para i9 =  i, / 0 =  ./) la relación (5):

1 =  ( 2  í/i)/d lm  K -  |G|-< 2  ( 2  9 „  (?)) ( 2  9»  (g-‘)) -i, i *60 i i
=* |G|-> 2  X ®  (?) X ®  ( r ‘) = (X ® , X ® )c -

2 2 -0 3 0 2
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Gomo los caracteres de las representaciones iso morías coinciden, 
entonces, (xo>. x ^ o  — 1» para ^  «  V. |

La expresión (9) so llama (primera) relación de ortogonalidad 
para los caracteres. 

c o r o l a r i o . Sea
V -  Vx 0  . . . ® Vk (10)

la descomposición del G-espacio V en la suma directa de G-subespactos 
irreducibles F|. Si W es algún G-espacio irreducible con carácter Xw* 
entoncesy el núniero de sumandos V¡ en (10), isomorfos a Wy es igual 
a (Xv. Xw)g y 710 depende del procedimiento de descomposición (multi
plicidad con la que W entra en el G-espacio V). Dos representaciones 
(dos G-espactos) con el mismo caráctert son isomorfas.

d e m o s t r a c i ó n . Como mencionamos antes (proposición (iv)), Xv *= 
-  Xv, +  . - • +  Xv,;. por eso

(Xyi Xw)c -  (Xy41 %w)g H" • • • +  (XVfe, %w )g*
Según el teorema 2, en el segundo miembro se tiene una sumo do k 
ceros y unidades, además, el número de unidades coincide con el de 
G-subespacios F*, isomorfos n W. Pero ol producto escalar (Xv, Xw)o 
en general, no depende de ninguna descomposición (véase la relación 
definiloria (8))f así que hemos demostrado simultáneamente la 
invnriunza de la multiplicidad con la que W entra en el G-espacío F.

Dos G-espacios F, F ', con el mismo carácter x — Xv =  Xv' 
contienen en su descomposición cualquier sumando, i so ni o río al 
G-espacio dado irreducible VF, el mismo número de veces, precisa
mente (Xi Xw)g- Por eso, on las descomposiciones

F - 0  ViyV' = 0  Fí

en sumandos directos irreducibles, podemos considerar l =  k f 
Fí F t-, 1 ^ ¡ i ^ k .  Por consiguiente, también son Isomorfos los 
mismos G-espacios F, F \  |

Las observaciones hechas después de la demostración del teorema 
de Mashke y el corolario del teorema 2, permiten expresar el carácter 
Xo> de cualquier representación lineal compleja (fl), F) de un grupo 
finito G, en forma de una combinación lineal de números enteros

x* =  2i=*l
Aquí, nif es la multiplicidad, con la que la representación irreducible 
(ct>í, Vt) entra en la descomposición (d>, F), así que ^  O;, 
para i ^  /. Usando la relación de ortogonalidad (9), podemos escribir:

*
(X®- X®)/,’ -= m\. ( 11)
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Por lo tanto, el cuadrado escalar (x<d* %<¡>)g de carácter x® de 
cualquier representación compleja. <I>, siempre es un número entero, 
igual a 1 exactamente cuando O es una representación irreducible. g  

Llegamos a un resultado extraordinario. Los caracteres, o «trazas 
de las representaciones», portadores de referencias muy escasas sobre 
cada factor lineal <P (g) por separado, expresan propiedades esenciales 
de la globalidad de éstos {<!> (g) ] g 6 G}. o soa, de las propiedades 
de la propia representación O.

E JE M P L O  2. Convencámonos de la irroducibilidad sobro C de las representa
ciones de los grupos A4, S4 y Afi de rotaciones dol espacio tridimensional. Para 
eso hay que regresar al corolario del teorema 2, § 3, y aprovecharse de las fór
mulas (6 ) y (11). La representación <I>, descripta en el § 3 muestra cjue si n es
una permutación de orden 9 , entonces, <D (a) es un giro aun ángulo k , m.c.d.

9
(A, 9) =  1, alrededor de cierto eje. Por eso, el valor del carácter »
calcula inmediatamente por la fórmula (C):

X(n) =  l +  2eosA-Y->=3, —1. 0, 1, - ^ 2~  , — - ,

si, respectivamente, q «= 1, 2, 3, 4, 5 (A =» ±1), 5 (A — ±2). Obsérvame*, 
que

i /~  ti8 ° °ll
y -  — Ir II0  c“l ol ««e-f-B-1-!-!»

|| 0 0 11|
/ -  2ni

i ¿ ''5 -8»+e-»+1. e =  e 5 .

El cálculo del orden de la permutación n  por su descomposición en cicloa 
independientes fue dosciipto en el corolario 1 del teorema 4, § 2 , cap. 4 . La 
distribución de los elementos respecto a las clases conjugadas viene dada en laa 
tablas (para j44 véase el ejercido 8 , § 2, cap. 7; paTa S4 véase el ejercicio 4, § 3, 
cap. 7, y para Aft véase la demostración ael tcoroma 5, § 3, cap. 7). He aquí 
las mismas tablas, completadas con los valores del carácter y-

¿4

t 3 4 4

e (12) (34) (123) (132)

X 3 — 1 0 0

22*
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S*

i 3 6 8 6

e (12) (34) (12) (123) (1234)

X 3 — 1 — 1 0 1

1 15 20 •12 12

e (12) (34) (123) (12345) (12354)

X 3 —1 (1 (1 +  V'"5)/2 ( l - / T )/2

Las relaciones

(X, X)jl. =  - j j ( l - 3 ‘+ 3 ( - l ) « + 4  0»+-i Ü«}=l

<X, *)s<*‘^ f l ' 3 !+ 3 ( - ' ) ’ + M - l ) , + 8 '0 > + 6 .1 » } = l,

(X, X)a. =  ¿ t { ‘ 3 * + 1 5 (-1 )‘ +  20.0»+

+ „ { ± t ¿ i r + a ( ¡ = p . ) ‘ } - t

thuostron, que la representación <I> con carácter x  es irreducible sobre C (véa
se (11)).

EJERCICIOS
1. Sean <b, Y, representaciones complejas irreducibles del grupo finito G. 

Obtener la generalización del teorema 2:
V  (h\

l G l~l 2  K'lr M ~  ̂ <0, V ^  •
a

Aquí h es un demonio arbitrario del grupo C: 6 ^  v  =  1 ó 0, según la equiva
lencia o no equivalencia de <D y M?. (Indicación. Reescribir las relaciones (4) 
y (5) en la forma

i c l-» 2  (e)n>M ( r l) = V  T ■
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Multiplicar ambos miembros por tyhj (*) y sumar con respecto a /, tomando 
en cuenta la igualdad 2 ^  M tyia (*) “  H’hja (**)• En *a relación obtenida

—̂ tyhi (&) 6» i
i G i-12  *»;.<*«> f.-.i v  v u  (e) • •

£
hacer ; 0 =  A, i0 =  i, y luego sumando con respecto o i y A, pasar a loe caracte
res.)

2. Emplear el criterio de irreductibilidad basado en los caracteres, en la 
representación <D<*> del grupo S9 del ejemplo 1, punto 1, § 2.

3. Demostrar, con ayuda del lema de Schur, que todas las representaciones
irreducibles sobre C del grupo abeliano G, son. unidimensionales. (Indicación, 
Sean, O una representación irreducible; h un elemento de G. En virtud de la 
conmulatividad <X> (g) <t> (A) =  O (A) <I> (g), £ G. Haciendo o =  O {A) en
el lema de Schur, obtendremos <X> (A) — Esto es cierto para cualquier 
A 6 G, Para una <1> irreducible queda la única posibilidad: ser unidimensio
nal.)

4 . Si el grupo G posee el automorfismo i ,  entonces, con cada representación 
lineal (<(>, V) de esto grupo, se asocia otra representación (<PT, V)t definida 
por la regla Ot  (g) =  <D (t (g)). Comprobar, que esto es efectivamente así, 
y mostrar, que la irreducibilidad de <J> conlleva La irroducibilidad de O*. Por 
lo común, O t «  O, pero, en algunos casos, se obtiene una representación nueva. 
¿Que se puede esperar en caso de automorfismo interno?

Sean G =  A* y <D la representación examinada en el ejemplo 2. La aplica
ción x: ti ► (12) it (12)~* es automorfismo (externo) del grupo Ac. que permuta 
las clases con representantes (12345) y (12354). El conjunto de valores de los 
caracteres x y Xx obtienen unos de otros por permutación do los lugares
(1 +  )/*5)/2 y (1 — 5)/2. Mostrar, que los caracteres ym y xT R° 55011 equivalen
tes.
§ 5. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE GRUPOS FINITOS

1. Número de representaciones irreducibles. En cuso de grupos 
finitos, las consideraciones precedentes permiten dar respuesta 
a las preguntas principales de la teoría de representaciones. Una de 
las fundamentales es el siguiente

teorema i. El número de representaciones no equivalentes de doa 
en dos e irreducibles del grupo G sobre C, es igual al número de sus 
clases de elementos conjugados.

La demostración del teorema se contione en los lemas 1 y 2, si 
se observa que la cantidad r de clases conjugadas dol grupo G la 
interpretamos como la dimensión del espacio A' £ (6) do las funciones 
centrales de signatura compleja en G (véase (7), § 4). Como Jos carac
teres de las representaciones lineales son funciones centrales, en
tonces, ellos engendran en X£ (&) un espacio lineal de cierta dimen
sión s ^  r. Según el teorema 2, § 4, los caracteres de representaciones 
irreducibles conforman la base ortonormal (en métrica (*, *)c) de 
este espacio. Por lo tanto, el número que nos interesa coincide con s 
y no es mayor que r. Queda por establecer la igualdad s — r.
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l e m a  í. Sean, V la función central en el grupo finito G, y (O, V) 
la representación irreducible sobre C con carácter x«i>* Entonces, para el 
operador lineal

<t>r “  2  r(A)®(A): V~»VhZG
tenemos Op =  Á&, donde

r >”
(r es una función central, definida por la igualdad V (g) =» T (g)). 

d e m o s t r a c ió n . Como f  e s  u n a  f u n c i ó n  c e n t r a l ,  e n t o n c e s

(D (g) <DrO» (g)-> =  y  r (A) <D (g) 0> (A) <D (g"‘) =
h€G

=  5  r  (gAg-*) <D (gAg-1) =  S  r  (í) ® (í) =  <Dr
/i€G IéG

V bien, <Pr<D (g) =  <D (g) (J>r, Vg £ G. El loma de Schur (teorema 1, 
§ 4), aplicado al caso o =  <I>r. muestra que <t>r — Xg. Calculando 
la traza de los operadores que figuran en ambos miembros de esta 
igualdad, hallamos
Xx® (¿) X dim V =  Ir Xg =  tr 0>r =  ^  T (k) t rO  (/*) =

=  |G ||)G |->S  x® (A )rw }-= |G |(xe , i % . |h&l
l e m a  2. Los caracteres yrli . . . »  %B de todas las representaciones 

irreducibles no equivalentes de dos en dos del grupo G sobre C generan 
una base ortonormal del espacio X<¿ (G).

d e m o s t r a c ió n . Por el teorema 2 ,  § 4, el sistema Xi» . . x* es 
ortonormal y se puede incluir en la base ortonormal del espacio 
X c  (G). Sea T una función central cualquiera, ortogonal con respecto 
a todo x<: (Xn 0 6 =  0- Entonces, según el lema 1, el operador
lineal o £ \  que responde a la representación (!><*> con el carácter Xi» 
es igual a cero.

Según el teorema de Mashke, toda representación compleja se 
puede descomponer en la suma directa

® = mi <bU)+
con algunas multiplicidades mu . . mB. En correspondencia con 
esta descomposición para el operador <Dp, definido por la relación

®r =  S  r(A)<D(A),h£G
tenemos

<Pr =  m ^ f 0 -f . . .  — 0.
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En particular» esto se refiere al operador linoal pr, donde p es una 
representación regular (véase el ejemplo 5, § 1). Pero en tal caso, 
tendremos (designando temporalmente con el símbolo 1 el elemento 
unidad del grupo G, a fin de evitar la combinación ee)

0 =  pr (et) =  £  r  (h) p(¿0tfi =  2  T( k ) e n ^ T  ( k ) - ^ 0 y Vk G,
* h íG  h€G

de donde F =  0 y, en consecuencia, F ■« 0. |
ejemplo. El teorema 1, aplicado al grupo simétrico Ss, afirma, quo este 

grupo tiene exactamente tres representaciones complejas irreducibles. No hace 
falta buscarlas: la tabla al final ael p. 1 , § 2 , contiene toda la información nece
saria. Notemos, de paso, que los cuadrados de los grados de las representaciones 
<X>(*), <D(B), Ot»> satisfacen la relación Ia 4- 1* -h 2* =  6 *= i S3 l . Ahora 
veremos, que en el caso general se cumple una relación análoga.

2, Grados de representaciones irreducibles. Examinemos un poco 
más detalladamente In representación regular (p, (e8 | g 6 G>c)- 
Designemos mediante Iih la matriz del operador lineal p (A) en la 
base dada {eg \ g £G). Como p (h) eg =  eJtg1 entonces, todos los
elementos diagonales de la matriz Rh serán nulos para k ^  e% y
tr Rh — 0. Por Jo tanto.

Xo W -  I O I  X p W - 0 ,  y f h ^ e .  (1)
Sea ahora (0>, V) una representación irreducible arbitraria del 

grupo G sobre C. Como muestra el corolario dei teorema 2, § 4, la 
multiplicidad de la inclusión de O en p es igual al producto escalar 
(Xp, De acuerdo con (1)

(xo> x j o -  igi-> gxpw 5O T  = icr* xp<«) x¡^j=
=  |G |-‘ |G |x * W -« l¡m F . (2)

Vemos, que cada representación irreducible (considerada con 
exactitud hasta la equivalencia) entra en la regular con una multi
plicidad igual a su grado. Según el teorema 1 se tienen r representa
ciones irreducibles no equivalentes de dos en dos

0O> ,0(2), . . dxr)
(r es el número do clases conjugadas del grupo G), a las cuales 
corresponden los caracteres

de grados
X li X 2» • • Xr> Xí X<t><¿)*

«11 « 2 .  .  ♦ n r \ m  =  X/ (* ) .

Habitualmente, como dX1* se toma la representación unidad, así 
que Xi (g) =  11 V g 6 G. La relación (2) muestra, que

p ® ritGH1) +  . • . -f
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de donde 

En particular,
% P  =  n1%í  +  • .  .  +  * r X r -

I G I =  X» («) =  «iXl («) +  . . . +  B,Xr ( « ) - * * + • • •  +  w?.

Llegamos al teorema siguiente.
teorema 2 . Cada representación irreducible 0<l) entra en la des

composición de la representación regular p con una multiplicidad igual 
a su grado n¡. El orden \ G \ del grupo finito G y los grados nx, , . ., nT 
de todas sus representaciones no equivalentes están vinculados por la 
relación

¿ « l - l f l l -  I  (3)

Para grupos de orden pequeño, la hermosa expresión (3) resulta 
suficiente para hallar todos los grados ny, . . n,, aunque en el
caso general es necesario, por supuesto, efectuar razonamientos 
complementarios.

Los datos sobre los caracteres de las representaciones irreducibles 
(más breve: sobre caracteres irreducibles) es cómodo escribirlos en 
forma de tabla

e g% ¿3 • • • 8r

Xi 7*1 xt tez) Xt tea) • • • X l t e r )

%2 «2 Xi(e¿) XziSz) ••• X í t e r )

X r nr Xr tez) Xr tes) • • • Xr ter)

llamada tabla de caracteres. En su fila superior se encuentran los 
representantes de todas las r clases conjugadas gf del grupo G. 
Por ejemplo, la tabla de caracteres del grupo S 9 tiene la forma

e (12) (123)

Xi 1 1 1
X2 1 - 1 1
X* 2 0 - 1

(compararla con la tabla al final del p. 1 § 2).
Como siempre, designemos con el símbolo C (g) — CG (g) el 

centralizador en el grupo G del elemento g g G. Sabemos, que 
\C(g) | | g° | =  | GI (véase el punto 2, § 2, cap. 7). Por eso, la reía-
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ción (9), § 4 (primera relación de ortogonaiidad) se reescriia en la 
forma

v  xi(gj) XI.(gj) =  JL_ ^  |g< v,
¿ i  / r a r  / r a í  'G' ¿  'Ĝ '  x,ír')x* '

r

l*?lx« (ei)X\(f/)“ -¡ér 2  xi (*)Xh {g)=(xi. x«.)o-6¡».r
i = l  í € G

significat que la r X r-matriz
Af= (-? ■ '(gj) )

V ic (g /)i '
es unitaria por filas. Pero la unitariedad por filas es equivalente a la 
unitariedad por columnas (M*%M  =  £  =  así que

2 -
i

%f (gj) Xi (gfc) _ A7**

V) / v /» \ I «i si 5  y g* nú
2  Xi(í)xi (*)=•{._l|w ¡(£)l. en el

V W W \  V IC(gk)l

o, eu una escritura más detallada:
r jO, si g y h no son conjugados, ^

caso contrarío. |
La expresión (4) se llama segunda relación de ortogonaiidad para los 
caracteres.

3. Representaciones de grupos abolíanos. La descripción de las 
representaciones irreducibles de grupos cíclicos en el ejemplo 6, 
§ 1, permite la generalización natural siguiente.

t e o r e m a  3. Cada representación irreducible de un grupo ábeliano 
finito A sobre C es de grado 1. El número de tales representaciones no 
equivalentes de dos en dos es igual al orden de \ A |. 7Recíprocamente, 
si cada representación irreducible del grupo A es de grado 1, entonces, 
A es un grupo abe llano.

d e m o s t r a c ió n . El número r  de clases de elementos conjugados 
del grupo abeliano A coincide con el orden de ésto, por eso, las dos 
primeras afirmaciones se deducen del teorema 2 (véase también 
el ejercicio 3, § 4). Haciendo, luego, en la relación (3) todos los nt 
iguales a 1, obtendremos r  =  | A |, lo que es equivalente a la conmu- 
tatividad del grupo. |

d e f in ic ió n . Sea A un grupo abeliano. El conjunto 
A =  Hom {AÁ C*)

de homomorfismos de grupo A en el grupo multiplicativo C* del 
campo de los números complejos, considerado junto con la operación 
corriente de multiplicación

(XiXa) (a) =  Xi (°) X* (®)
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(yj £ A, a £ .4), so llamo grupo de caracteres del grupo A sobre C
4x~l =  x)*

teorem a 4. Los grupos A y A son isomorfos.
dem ostración. Del teorema 3 sabemos, que, en todo caso | A | =  

= | A |. Conforme a los resultados dol § 0 cap. 7, el grupo A permite 
la descomposición

A =  Ai x  A 3 x  . . . X A k
en ol producto directo de los grupos cíclicos Ai — (ai) (no importa 
cuáles, primarios o no; elegimos la oscritura multiplicativa de la ley 
de multiplicación en A). Si | Ai \ — st y tt os la raíz primitiva de 
•Vvsimo grado tle i , entonces, a cada elemento a — te  A,
le corresponde ol carácter %a € A , definido por la relación

7 .a  • • • < * ) :
rhl)x

Evidentemente, =  XQa' (véase la definición). Si
a =  o|»o;« . . .  a1̂ ah = a'H

entonces, existe un índice i con t¡ t¡. En este caso, 
JU («i) =  e'/ * £  e'< =  %a- ( a , ) .

Por consiguiente, todos los caracteres %a son diferentes de dos en dos 
y la aplicación a^Xn establece el isomorfismo exigido entre A y A. |  

El método de demostración del teorema 4 brinda, evidentemente, 
una estructura clara de todas las representaciones irreducibles de un 
grupo abeliftno.

ejemplo. Sean, uu grupo abeliano elemental de orden 2n, % su carácter 
complejo irreducible, distinto de la unidad, o sea, x (a) ^  1 para algún a £ v -  
Entonces, Ker % =  B ñí K2n-i Y liene iu8aT la descomposición V^  = B [} aB 
en clases adjuntas respecto a ¿?, asi que

X («**) -  ( - 1 ) \  i =  0 , 1.
En particular, el grupo cuaterno (de Klein) Vt , sobre las representaciones del 
cual so hizo mención en el problema 2 , § 2 , cap. 1 , tiene la tabla de ca
racteres siguionlo:

e a h ab

Xi 1 1 1 1

X* 1 — 1 1 —1

Xa i 1 — 1 —1

*¿4 l - 1 —i 1

Los resultados sobre las representaciones de grupos abeli&nos, 
permiten obtener también cierta información acerca de las represen
taciones de grupos finitos arbitrarios.
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teorema 5. Las representaciones de grado 1 del grupo finito G 
sobre C se encuentran en correspondencia biycctiva con tas representa
ciones irreducibles del grupo cociente G/G' (G' es el conmutante del 
grupo G). El número de las mismas es igual al índice (G : G').

demostración. Hagamos primero una observación generaJ. Sea, 
G un grupo cualquiera, y K  su subgrupo normal. Si es la repre
sentación del grupo G con núcleo Ker O z> entonces, se puede 
definir la representación del grupo cociente GiK, suponiendo 

<F (gK) =  <D (g).
Que esla definición es correcta, resulta evidente (véase la demostra
ción del teorema 1, § 3, cap. 7). Luego, Ker <1> *= Ker O/K. En 
particular, para K  =  Ker O se obtiene la representación exacta <5.

Recíprocamente, toda representación lineal ¥  del grupo H , 
induce la representación <D del grupo <7, que permite el epimorfis- 
mo j i : G Es suficiente hacer

O (g) =  V (n (g)).
Gomo j i  es un epimorfismo, entonces, (G) =  V (H) y (1), Y, son 
al mismo tiempo reducibles o irreducibles. Según el teorema sobre 
la correspondencia (teorema 3, § 3, cap. 7) Ker <D =  ji"1 (Ker ¥). 
Con cualquier representación unidimensional Q> del grupo G se 
asocia el grupo abeliano (más exactamente, cíclico) Im <D, así que 
Ker O z><?'. La demostración del teorema se obtene ahora como 
resultado de una sencilla unión del teorema 3, de la observación 
efectuada más arriba y del teorema 4, § 3, cap. 7. |

4. Representaciones de algunos grupos especiales. Aunque en 
principio, para la obtención de todas las representaciones irreducibles 
del grupo finito G, es suficiente descomponer su representación 
regular (teorema 2), en la práctica esto supone dificultades y se 
deben elegir rodeos. Habitualmente resulta más soncilJo construir 
primero la tabla de caracteres, y luego formular las propias repre
sentaciones (véase, en relación con esto, el § 1, cap. 9). Por otra 
parte, en los ejemplos relativamente sencillos que so brindan más 
abajo, no hay ninguna necesidad de recurrir a diferentes subter
fugios.

e j e m p l o  i. Sea G un grupo de permutaciones 2-t.ransitivo arbi
trario, que opera en el conjunto Q =  {1, 2, . . n}, n >  2 (véase e!
ejemplo 3, § 2, cap. 7). Sea, luego, <t> la representación natural 
del grupo G en el espacio V =  {ely ez, . . en) con la operación 
U) (g) ei = (véase el ejemplo 5, § 1). Gomo os fácil comprender, 
el valor x® (g) coincide con el número N (g) de puntos i £ £2 los 
vectores básicos «,•), que quedan inmóviles cuando opera g. Según 
el teorema 3, § 2, cap. 7, tonemos

e í G  &CG úíG



348 ELEMENTOS DE LA TEORIA DE REPRESENTACIONES [CAP. 9

lo quo, evidentemente, so reescribo en la forma

(X<J>» Xo)o =  2, (*̂ )

Comparando (5) con la relación (11) del § 4, llegamos a la conclusión 
de que d> os la suma directa de dos representaciones irreducibles 
(2 =  1 -f- 1 es Ja única expresión de 2 en forma de suma do los 
cuadrados do números naturales). Pero, también sabemos, que G>
=  4- Y, donde (0<l\  ü) es una representación unidad, y Y
es una representación (n — l)-dimensional, que opera en el espacio 
W =  { e t  —  e ,l t  e 2 —  e n , . . — O -  Si lo descomposición V  «=
=  U ® W  se pudiese continuar a cuenta de la descomposición de W , 
entonces, ios sumandos irreducibles serían más de dos. De este modo, 
tiene lugar la afirmación no trivial siguiente.

L a  r e p r e s e n t a c i ó n  l in e a L  n a t u r a l  (<D, V ) d e l  g r u p o  d e  p e r m u t a c i o n e s  
b i t r a n s i t i v o  G  s o b r e  e l  c a m p o  C ,  e s  l a  s u m a  d e  l a  r e p r e s e n t a c i ó n  u n i d a d  
m á s  o t r a  r e p r e s e n t a c i ó n  i r r e d u c i b l e . |

E n  p a r t i c u l a r , c a d a  u n o  d e  lo s  g r u p o s  Sn, n  >  2; Á n, n  :> 3. 
t i e n e  u n a  r e p r e s e n t a c i ó n  i r r e d u c i b l e  Y s o b r e  C, d e  g r a d o  n  —  1, c o n  
c a r á c t e r  Xv» V s e  c a l c u l a  p o r  l a  f ó r m u l a

X* (g) «= A' <*) -  1. |  (6)
Como se mostró en el ejemplo del grupo (ejemplo 1, punto 1, 

§ 2), Jas matrices Y? se hallan fácilmente. Para el cálculo de los 
valores Xv(éf) por la fórmula (6), es suficiente conocer la estructura 
cíclica de la permutación g.

Tenemos una breve ilustración;

Ai j <? (12)(34) (123) (132)

X* I 3 ó o”

St | e (12)(34) (12) (123) (1234)

XV I 3 - 1  1 0 - 1

Ai | e (12)(34) (123) (12345) (12354)

Xv  | 4 0 1 —1 —1

e j e m p lo  2 . R e p r e s e n t a c i o n e s  i r r e d u c i b l e s  d e l  g r u p o  a l t e r n a t i v o  A  4 . 
Recojamos los hechos que nos son conocidos. El grupo A a tiene 
cuatro clases de elementos conjugados. Los representantes de las 
clases y sus potencias se muestran en las dos filas superiores de Ja
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tabla

1 3 4 4

e (12)(34) (123) (132)

Xi 1 1 1 1
Xa 1 1 e r l
Xa 1 1 e-1 e
Xi 3 —1 0 0

El conmutante A \ — {a, (12) (34), (13) (24), (14) (23 )}sF 4 tiene 
índice 3 en A a> por eso, A a posee tres representaciónes unidimensiona
les 0<l> s= Xi» — Xa» G><3> X3 (con núcleo A\ y con s3 — 1, 
e =¿= 1) y una representación tridimensional G*4) (12 =  1® +  I a 4- 
-1- I a -h 3a). Comparando la tabla para A a dol ejemplo 1 con la del 
ejemplo 2, § 4, nos convencemos de que la representación GX4) con 
carácter Xi es equivalente a la representación O del grupo A 4 de 
rotaciones (grupo del tetraedro) y a la representación í r, vinculada 
con la 2-transitividad del grupo A a.

ejem plo 9, Representaciones irreducibles del grupo simétrico SA. 
Las dos filas superiores de la tabla

1 3 6 8

e (12)(34) (12) (123) (1234)

Xi 1 1 1 1 1
Xa 1 1 —1 1 — 1
Xa 2 2 0 —1 0
X4 3 —1 —1 0 1
Xft 3 —1 1 0 —1

se han tomado del ejercicio 4, § 3, cap. 7. La representación (IX1) — 
=  Xi es unidad. La representación =  %z se da medíante la 
paridad (con el signo) de permutaciones de «S4. Como (SA : S4) — 2 
(ejemplo del p. 2, § 3, cap. 7), entonces,no hay más representaciones 
unidimensionales. La representación bidimonsionai con carácter 
Xa y núcleo VA < S A se obtiene de los razonamientos expuestos en la 
demostración del teorema 5 y en el ejemplo 2, p. 1, § 3, cap. 7. 
La representación <D<4> con carácter x* responde a las ro lacio nes del 
cubo (véase la tabla para S A dol ejemplo 2, § 4). L» representación 
d><3> =  con carácter X5 (véase la tabla en el ojemplo 1) se vincula 
con la 2-transitividad del grupo S4. Ella también os equivalente 
a la representación que corresponde a todas transformaciones de 
simetría del tetraedro A4 (rotación 4- reflejo; precisamente estas 
transformaciones son importantes para la descripción de las oscila
ciones de la molécula de fósforo (problema 2, § 2t cap. 1)).
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ejemplo v liep venen (aciones irreducibles del grupo de cuater- 
niones Q*. Sobre el grupo £g se ha dicho todo en el ejemplo 2, punto 5* 
§ 3» del cap. 7. Allí también so expuso (pero no se llamó por su 
nombre) la representación irreducible hidimcnsional 4>(4) con ca
rácter Xs*

1 1 2 2 2

e a2 a b ab

Xi 1 1 i 1 1
X* 1 i —1 — i 1
Xs 1 i —1 1 —1
X4 1 1 1 —i —1
X* 2 —2 0 0 0

Cuatro representaciones unidimensionales tienen por núcleo el con
mutante (a*) y se determinan de la tabla en el ejemplo del punto 3.

EJERCICIOS
1. Obtener la relación (4), escribiendo en iorma explícita la expresión

t(j =  ( r jt %})G para los coeficientes de la descomposición do la

función central básica r¡ (véase (7), § 4) medíanlo caracteres irreducibles.
2. Comprobar (y recordar sobre el ieomorfismo entre el espacio vectorial V 

y el espacio de funciones lineales V*9 conjugado a él), que la aplicación x:
A Á, definida por la condición

«T (x) =  x M,
da el isomoríismo del grupo abeliano A en A. {indicación¿ De ax (xiX*) — 
— (Xi) (Xa) 50 deriva, que ax es carácter del  ̂grupo A . Como (<u,)t  »  
=  ax (a/)t , entonces, x es homomoríismo de A en A. Luego,

Ker x =  {a 6 A \ aT (*) =  % (a) =  1, VX € ^  Ker x =  e% \  | A l =
= l Á | =  | A l =£ x es un isoroorfismo.)

Este ejercicio, junto con el teorema 4, establece una partead© la llamada 
ley de dualidad para los grupos abátanos finitos. Una ley análoga, poro mucho 
más profunda, do dualidad para los grupos abelianos topológicos, que lleva 
a consecuencias importantes, íue establecida en los años 30 por L. Pontriaguin.

3. Demostrar, que si el grupo abeliano finito A permite una representación 
irreducible compleja exacta, entonces, A es cíclico.

4. Sean, un grupo abeliano finito A y su subgrupo B. Demostrar, que cual-

3uier carácter dol grupo B se continúa hasta el carácter del grupo A y el número 
e tales proposiciones es igual al Indice (A : B).

5 .  F u n d a m e n t a r  la fase que antecede a los paréntesis al final del ejemplo 3  
en ol punto 4.

6. ¿A qué es igual la media J g j S  * te) l°s valores <jel carácter com» 
piejo x en los elementos del grupo finito G?
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7. Reunir de distintos lugares (vcanse: ejemplo 2, p. 2* § 4; ejercicio 4, § 4r 
ejemplo 1), las tablas referidas al grupo A¿ou la labia de resumen de los caracte
res

1 15 20 12 12

e (12)(34) (123) (12345) (12354)

Xi 1 t 1 1 1

X* 3 — 1 U ■ j V - v ñ

Xa 3 — 1 U y U - V ' 5 )

x« 4 0 1 -1 —1
Xs * * * * *

Dar la descripción de los representantes irreducibles con caracteres %Jy Xs» 
X31 Xs< Completar la última fila de lo tabla, utilizando la segunda relación de 
ortogonalid&d (4) para los caracteres. (Respuesta: 5, i, — 1, 0, 0.)

8 . Sean, P =  [A'BiCk; 0 <  í» /, k <  p — 1} el grupo de orden p3 exami
nado en ol ejercicio 3, § 2, cap. 7; V =  <*0, ely . . un espacio vecto
rial compiojo de dimensión p; e, una raíz primitiva de grado p, de 1; j í y ¿tf*, 
9 *» operadores lineales en V, definidos por las reluciónos

c4et=?éi+lt —1
(los índices inferiores de los elementos básicos se toman de acuordo con el módu
lo />).

Mostrar, que la aplicación 
O (k): a i-*

da una representación lineal irreducible del grupo P. Las representaciones 
«IK1), . . OtP-1) no son equivalentes do dos en dos, y, junto con />a representa
ciones unidimensionales (p* es el índice del conmutante P' — (C) en P), agotan 
todas las representaciones complejas irreducibles dol gTupo P.

9. Completar con cálculos los razonamientos siguientes. Son Dn =  
*  (af 6 | an =  ey 6a =  e, bab~l =  a-1) el grupo de un diedro do orden 2 «, 
cuyas propiedades (incluyendo la descripción de las clases de elementos conjuga
dos) fueron dadas en el ejemplo,l, p. 5, § 3. cap. 7. Como (a) <] Dny entonces, 
las aplicaciones a»—► 1 , & i—► 1 y a»~*l, ó *-*-— 1 expresan dos representaciones 
unidimensionales.2ni

Sea e
ción

e n la raí* primitiva de n-csimo grndo do 1 . Entoncos, lo aplica-

(Dri): a ► zi 0 I
0 I

0 1
1 0

definirá una representación de grado 2. La representación <|xi) irreducible 
para } =  1 , 2, . . ((a|) es la parte entura dél número real a)- Pnra
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n a  2m la representación 0 ( m) ae descompone en la suma directa de dos repre
sentaciones unidimensionales: a»—► —i, tu-*-1 y a»—*■ —1, &»—► —1. Esto con
cuerda con el hecho, quo oi conmutante Dám lien© índico 4 en Dam y o*
9* Zt X Za. Todas las representaciones indicadas son irreducibles y componen 
un conjunto completo de representaciones complejas irreducibles del grupo del 
diedro. Hallar la oxprosión real de la representación Indicar en forma
explícita el isoroorfísmo (oqu i val encía) k >  m, / <  m.

10. Grupos cristalográficos (para el problema 2, § 2t cap. 1). Sea» E un 
espacio euclideo n-diniensional. y V un espacio vectorial» asociado a E, con 
producto escalar euclídeo. A cada movimiento d do £  le corresponde una trans
formación lineal ortogonal d czO (n), además de tal modo^que didg =  d|daJ 
El grupo D de movimientos del espacio se llama cristalográfico, si la  D-órbita 
de uu punto arbitrario es discreta (no tiene puntos límites) y existe un conjunto 
compacto M c E ,  para el que D (Af) =  U d (Af) «= £ . Es correcto el toore-dgD
ina do Schoenflios-Biberbach, conforme al cual, el grupo cristalográfico D 
contiene n traslados afines independientes, quo engendran en D el subgrupo 
uormal L> y 1) DfL es un grupo finito (grupo cristalográfico puntual). En 
lotal, para n =  3, se tienen 32 grupos cristalográficos puntuales geométrica
mente distintos. Entre ellos, evidentemente, habrá grupos que contengan refle
jos (movimientos impropios)^ De las condiciones de cristalografía se deduce, 
que teda rotación propia do D ee expresa per medio de una matriz, semejante a

II eos 0 —sen 0 0 
I sen 6 eos 0 0

|o 0 icon tr  A *= 1 -h 2 eos 0 € Z. Apoyándose en ol teorema 2, § 3, y en el razona
miento indicado, mostrar, que para n =  3 los grupos cristalográficos puntuales 
sin reflejos serán sólo cíclicos Ct, C.f £ „  C4, £ fl, dledrales Dt9 D9t Z)4, De, 
el grupo del tetraedro T y el grupo del cubo (octaedro) O.

$ <3. REPRESENTACIONES DE LOS GRUPOS SU(2) Y SO(3)

Las formas concretas, vinculadas con representaciones del grupo 
SO (3), son parlo del pensamiento «físico». La operación SO (3), que 
pone de manifiesto la simetría de muchos problemas físicos, es 
interesante desde el punto de vista matemático debido a que, en 
particular, induce la operación en el espacio de resoluciones do la
ecuación Af =  0, donde A -b ^  g— es e\ operador dife
rencial de Laplace. El análogo bidimensional de este problema fue 
examinado en el comienzo del capítulo (ejercicio 1).

Todo elemento del grupo SO (3) es producto de varios operado
res B ^  Co del tipo (1), § 1, cap. 7. Pero B9 no opera en z, ni CB 
on x.  Por eso, la invariancia de la ecuación Af =  0 respecto a B9 
y C0 se deduce de los cálculos efectuados en el caso bidimensional. 
Llegamos a la conclusión, que la ecuación Af =  0 es invariante con 
relación a todo ol grupo SO (3) o, lo que es lo mismo

A / - 0  =* A((DJ?/) =  0, V gfSO (3),
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donde <1)gf es una función, definida por la relación
(<iy) (x, 2) =  /  (g-1 (x), (y). g-1 (-)) (i)-

Por condición, para la transformación ortogonal g -1 con matriz 
(au)J, la columna de nuevas variables tiene la forma

f  (*) a it a l2 a i3  II X
r *  ( y ) = a 2l &IZ <*23 y

r l (*) a2l <*32 <*33II Z
De acuerdo a (1),

(O* (*, y , z) =  (CD̂ /) (¿rl (*), g-1 (y), g-1 (s)) -
— /  (*“* (g_l (*))» ¿"l (g '1 (g))i A"1 (g_l («))) «
*“ /  ((g^)’1 (*). (g>')~1 (y)» (g¿)-1 (z)) -  (<1̂ /,/) (*, y. z).

Por lo tanto,
<bt4>h -  *>gtn

o sea, los operadores lineales <I>3, g 6 SO (3), actúan en las funciones 
de tal modo, que la aplicación <1>: gi—►<¡JÍÍ resulta representación 
del grupo SO (3). Este modo muy natural de construcción de repre
sentaciones (de hecho, utilizado por nosotros antes, cuando se exa
minaron las funciones simétricas con grupo de operaciones *Sn), 
en principio sirve para una extensa clase de grupos, y es uno do los 
métodos típicos do análisis funcional. Es sólo necesario, partiendo 
de condiciones concretas, elegir el espacio correspondiente de las 
funciones, y luego dividirlo en subespacios invariantes irreducibles 
(problema de análisis armónico).

En el caso del grupo SO (3), cuando todas Jas representaciones 
irreducibles son finitodimensionales (hecho general para los grupos 
compactos), como función se toman los polinomios homogéneos

f(x , y, í) =  S
S, t

de grado fijo m (m *= i, 2, 3. . . .). Ellos generan el espacio Pm 
de dimensión (véase el ejercicio 4, § 2, cap. 5). Como

Af  € Pm-2 * entonces, la condición A /=  0 os equivalente a ( £*)
condiciones lineales en coeficientes as, f. Las resoluciones f £ P m 
do la ecuación A/ «*= 0 se llaman polinomios armónicos homogéneos 
do grado m. En virtud de la linealidad dol operador A, ellos forman
un subespacio Hm de dimensión ( m^ 2)~(-^r) 2w -J- 1 (para
nosotros ^  2m -b 1, pero, en realidad, tiene lugar la igualdad). 
Conforme a lo dicho, Hm es invariante rospecto a la operación <D =■
2 3 —0302
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— del grupo SO (3). Resulta, que es cierto el teorema que dice, 
que el espacio ÍIm de la representación 0<m> es irreducible sobre C, 
y cualquier representación clel grupo SO (3) irreducible sobre C es equiva
lente a una de las representaciones H m) de dimensión impar
2 m  1. En lugar de demostrar este teorema, limitándonos a lo 
dicho, nos dirigimos al grupo SU (2), donde es un poco más fácil 
obtener una familia de representaciones irreducibles. En virtud de 
que se tiene el cpiinorfismo natural SU (2) -*■ SO (3) con núcleo do 
motrices (véase § 1, cap. 7), toda representación Y del grupo 
SO (3) también so puede considerar representación do SU (2) (véase 
la demostración del teorema 5, § ft), que cumple la llamada condición 
de paridad: =- xirB. Además, se sobreentiende, también so
cumplirá la igualdad lir.e *= y e para todo g 6 SU (2). Recíproca
mente, cuando la representación ¥  del grupo SU (2) cumple la condi
ción de paridad, al mismo tiempo resulta representación del gru
po SO (3). También tienen sentido físico las representaciones do 
SO (3) do «doble signo», o sea, las representaciones del grupo SU (2) 
que no cumplen la condición de paridad. A éstas se refiere, por ejem
plo, ln representación hidimensional común (de spin).

Señalemos adornas, que cualquier representación irreducible del 
grupo SO (3), distinta do la unidad, resulta exacta, tal como se 
deduco de carácter simple do SO (3) (teorema 6, § 3, cap. 7).

t e o r e m a  i. Sea l rn =  (xhyn-k j k  -=  ü ,  1 ,  . . . .  « ) c  el espacio 
de los polinomios homogéneos de grado n, de dos variables complejas, 
con operación ¥<n> del grupo SU (2) en ély definida por la regla

W 7) (*. y) -  / («* — I** + <*y)
para cada elemento

a  p

- l  « 1
l « l 2- H P I 2 =  l .

Entonces, Vn ) es una representación irreducible de SU (2) de
dimensión n 1. Para n par, ('F<”\  l'n) también es una representa
ción irreducible del grupo SO (3).

d e m o s t r a c i ó n . Supongamos, qm¡ el polinomio

/(* . » ) - S  « » * V "* *  o

está contenido eu algún subespacio invariante U cz: Vn, Entonces, 
también

i> *p
y¡ ('f-i"’/)(*■ y ) $ u ,^0 «r

donde b* es un elemento de SU (2) ikd tipo (4), § 1, cap. 7. Como <p 
es un número real arbitrario del intervalo (0, 2n), se puede componer
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un sistema Jineal con determinante de Vaudcrmonde. «leí cual se 
sigue, que

/(* , V)Z £■ £ r  (2)
para cualquier monomio con coeficiente- ah 0. Pero, si ahyn-h £ f/ 
para algún k , entonces

Ô pn-Â ro ̂  t =  (a;r _  4- ay)n~h «  V*1’ (.r'V"*) €
Tomando g con ap =£ 0, llegamos, en virtud de (2), a la conclusión 
de que xn f  £/, lo que a su vez nos da

n
2  ( “ )S ‘ ( - p r * * v - e í / .
* —0

Como ) á*( — P) "■* ^ 0 ,  entonces, x*yM £U< . . ..rc .

Por lo tanto. U — V,,, y Ja irreducibilidad de (M'<M\  V'J queda 
demostrada.

Luego
T <n¿ (xy»-A) ^  (—x)k (~ y)n-k -  M ) n* V - \

asi, que para n 2m se cumple la condición de paridad (véase la 
observación más arriba) y (Mr<5Cm>1 F2m) puede considerarse repre
sentación irreducible de dimensión 2n -f- 1. |

De hecho, xPr¿m) es equivalente a la representación <D<W> del 
grupo SO (3) en el espacio de los polinomios armónicos homogéneos 
de grado m , pero no nos detenemos en esto, así como no intentamos 
(aunque es posible) elegir en Vn una base tal, que lo representación 
qr(n) se vuelva unitaria. Observemos solamente, empleando la termi
nología del análisis lensorial, que la representación Mr<n> del grupo 
SU (2) también se realiza en clase de tensores simélricos covariantes 
de rango n. La teoría completa, y suficientemente transparente, de las 
representaciones de grupos compactos, incluyendo SL(2) y SO(3), 
habilnalmente se desarrolla en los límites del método infinitesimal, 
apoyándose en la correspondencia entre los grupos y el álgebra de Lio.

EJERCICIOS
1. Formular 2m -|- 1 polinomios armónicos homogéneo.*» y linealmente 

independientes de grado m.
2. Mostrar que todo polinomio homogéneo f £ Pm se escribe en forma de 

combinación lineal con coeficientes que dependen de 2 a +  .va -|- z*, polinomios 
armónicos de grados m% m — 2, m — 4, . . .  {indicación. Igualando jas dimen
siones, obtener una descomposición en la suma directa de espacios

Pm = ffm Q (2a +  y* +  sa) nm. t 0  (2a +  y* +  z*)* X J/m_4 © . . .)

3. Deducir del ejercicio 2, que toda función polinómica ?: (X , V, Z)»-*- 
g (*, y» *) en la esfera S*i Jf2 +  y8 -r  s* “  1 se descompone on fundones

esféricas, o sea, en limitaciones de polinomios armónico* cji ó’9.
¿3*
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4. Mustrar, sin recurrir a una descripción completa de las representad enes 
irreducibles del grupo SO (3), que el homomoríismo x: SO (3) SU (2) puede 
sor sólo trivial. (Indicación. Én virtud de que SO (3) os simple, la no trivialidad 
de x significaría quo x es una representación exacta de grado 2. Pero, como se 
ve del ejemplo 3, p. 4, § 5t o do la descripción de los subgrupos finitos eu SU (2) 
(véase § 3), incluso la limitación x | s no puede ser exacta.)

§ 7. PRODUCTO TENSORIAL DE REPRESENTACIONES

1. Representación contragrudlente. Sea (it>, V) una represen
ta ció n del grupo C sobre el campo C. Pongamos a consideración el 
espacio dual V* (do funciones lineales en V) hagamos

(** <*)•/) W -  / (*  U r1) v)i /  6 F*f v 6 V. (1)
La lineal idad del operador <t>* (g) so comprueba de inmediato. 
Elijamos, luego, cu V y V* las bases duales

r  -  («„ . . o ,  V* — /„>, it  (e,) =  Ó„.
La matriz del operador lineal <1>* (g) en la base / lt . . /„, es tras
puesta a la matriz del operador (í> (g-1) m  la base e¡, . . e„:

<*>g =  ‘«V-i- (2)
Como

-  ‘M - i )  “  -  *:<w.
entonces, la relación (2) (o (1)) se determina, hablando en general, 
por la nueva no presentación lineal (d>*, V*)> del grupo Gt denomina
da representación contragradiente (o dual) respecto a (<t>, V). Lo 
necesidad de examinar tales representaciones, surge cada vez, cuando 
a un grupo que opora en vectores (tensores contra variantes), los 
hacemos operar on coordenadas de vectores (tensores covariantes), 
como, de hecho, sucedió en ol § (S. Como se puede apreciar fácil
mente, por ejemplo de (2), (O*)* »  O. Las representaciones recí
procamente contragradientcs, pueden no distinguirse o ser equiva
lentes. Si, digamos, (CD, G) es una representación ortogonal real, 
entonces, OJ «  *<!>/ — Pero, en ol caso general, las representa
ciones <I>* y U> no son equivalentes, como lo muostra este ejemplo 
sencillo:

Ca =  {a | a9 =  e); <1> (a) — e ,
(a) =  e '1 (e* +  e -f- 1 *= 0).

Para el grupo finito <7, el criterio exacto do equivalencia de las 
representaciones contragradientes se obtiene en el lenguaje de la 
teoría de caracteres. Puesto que los polinomios característicos de las 
matrices A y lA coinciden:

det (kE — %A) =  det %(kE — A) — det (kE — A)t
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de las propiedades elementales ele los caracteres (proposición § 4),
se deduce, que ____

X<t>* (S) =  X<¡> (£)■
En particular^ la representación (t> con carácter que adopta sólo 
valores reales, es equivalente a Ú>*. Por supuesto, siempre

(Xa>*. *= (X<i>i Xo)o*
así que O*, <1> son a un mismo tiempo reduciblos o irreducibles.

2. Producto tcnsorial de representaciones. En el curso de ál
gebra lineal y geometría (véase también ol ejercicio 1), se demuestra 
la afirmación siguiente:

t e o r e m a  i. Sean V , W % espacios vectoriales sobre el campo P. 
Entonces, existe el espacio vectorial T sobre P y la aplicación bilineal x: 
V x W T, que cumple las condiciones:

(TI) si vly . . ., vh 6 V son linealmente independientes y . . .
h

. . wk £ W , se tendrá 1(1/^ u>£).= — 0, . . . ,  =  0;

(T2) si Wu . . ., £ W son linealmente independientes, erc/o/jws»
(t'i, =  0 =► =  0T . . vH =  0;

i
(T8) T una aplicación sobreyectiva, a

7’ -  ( t  ( r \  ü?) I v g V, 6 fV)P.
Además % el par ( t , T) es universal, en el sentido que, cualquiera que 
sea el par (x \ T ), compuesto por el espacio vectorial T' y la aplicación 
bilineal i': V x  W —>T', existe una aplicación lineal única <r:

T -*■ T \  para la cual x' (u, w) *= a (t  (v, w)), v £ Vy w £ IV. |
Suponiendo la existencia de dos pares universales ( t ,  T), ( t \  T'), 

descubrimos íácilmente, que las aplicaciones lineales o: T T \  
o’: T  -► 7\ resultan de hecho isomorfismos recíprocamente 
inversos: a’ o o =  eT, a q ct' er *. De este modo, T ^  T \  
además, el isomorfismo <7: T ->- 71' posee la propiedad indicada en la 
formulación del teorema.

Si el par (x, T) está determinado unívocamente, con exactitud 
hasta el isomorfismo, mediante los espacios vectoriales dados V, IV, 
entonces se denomina producto lensorial de estos espacios. Escribiendo 

-  V ® plV, o, sencil lamen te, T í= V ® IV, debemos aun recor
dar, que el espacio vectorial T está provisto de la aplicación bilineal 
(1;, u>) h-► v®  w del producto cartesiano V 0  W en T% que cumplen 
Las condiciones (TI), (T2) y (13). Así pues, como elementos dol 
producto tensorial V 0  W sirven las combinaciones lineales formales 
con coeficientes de P pares ordenados 1? ® w, con v £ V, w 6 IV.
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Asimismo, sv presuponen cumplidas Jas condiciones siguientes: 
(t>i — v.¿) <8 w — i\ <8> w — 0  w =  0, (3)

v 0  (í¿?! -r «’2) — v 0  wt — v 0  =  0,
hv <& w — v 0  Jim? =  0, X £ P 

(X (v 0  n>) =  Xt; 0  n> =  17® Xítf).

En el teorema i ,  se aprecia inmediata mente, que las aplicaciones 
biyectivas i  ® hm-» m? ® t’, (v®  «;), i; 0  X*-*-
♦-* X 0  v Xv establecen los isoinnrfisirios, llamados canónicos, 
de los espacios vectoriales:

V 0  W  fi* IV 0  V,
PV),

También so cumplen las leyes de distribución:

( U  0  V )  0  IV ^  (£/ 0  IV) 0  (V 0  IV), 
ü  0  (V 0  IV) ^  (U 0  V) 0  (U ® IV).

En el análisis tensorial, de donde son originarios los conceptos 
aquí examinados, se estudian productos tensoriales do tipo especial:

V* 0  . . .  0  V* 0  V 0  . , .  0  V .
p c

Sus elementos son tensores dol tipo (p, 5), p veces covariantes y q 
veces contvavariantes. Al elegir las bases duales eu . . ., en en 
V y el, . . ., c?n en V*, los elementos ¿h 0  . . . ® ® cjj ® . . .
• * * 0  eJq Ct)mP°n^n Jft base del espacio de tensores del tipo (p, q). 
Habitúalinonle, se entiendo por tensor simplemente el cúmulo de

I j| ’ * 1coordenadas j * en esta base, con indicación de la regla
t *1 • - • ij, *

de cambio do coordenadas al pasar do un sistema básico a otro. Preci
samente así se obtiene la interpretación gil el lenguaje tensorial (de 
hecho, en el malricial) de tales conceptos como forma bilineal y ope
rador lineal. Limitándose a estos breves referencias, que no pensamos 
utilizar de un modo pleno, nos dirigimos a la cuestión que nos intere
sa sobre las representaciones.

Sean %4: V V, W W operadores lineales. Se llama pro
ducto tensorial de los mismos el operador lineal

A  0  V 0  W V 0  IV,
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que opera de acuerdo con ia regla
{J> ® i> 0  tfw  (4)

(luego, por lineal i dad: (jb 0  # )  (2  t’í ® w¡) — 2  <#L'¡ ® &u?t). Es 
claro, que esta definición concuerda con las relaciones (3). Por 
ejemplo,
^(*>1 +  2̂) ® S w —Jtrx 0  — ®áfrc —

=  +  Jbv2) 0  &\c —  j iv i  0  —  .Av2 0  «  0.

Por eso, la operación Jb 0  $  en V 0  W  está dada correctamente. 
Hagamos notar también, las relaciones siguientes, que se deducen 
inmediatamente de la definición (4):

U  0  # )  <*■ ® ^ ) -  -rf* ®
U + t f )  0 .0  =  *i 0 . 0 + S  ®

^ 0 (ü B > +  ^ ) - ^ 0 á ?  +  ^ 0 ^ ,
Jb 0  X# =* 0  J# — X- (¿# 0  á?).

La comprobación se la dejamos al lector.
Sean, como antes, V =  (elt . . ., e„>, W7 =  (/i, . . /m>. Obte

nemos la matriz A 0  B  de dimensión nm X  nm del operador 
Jb 0  & en la base

(C j  0  f \ *  . . ¿ i  0  / m i  C* 0  /i%  . .  í o  0 / m t  • ■ •? ®  /1  * • •*

• ■ -  * n  ®  f m } >
observando, que

A e t - -  2  oj id-, & f ¡  - 2
i'

M  ® •#) («, 0  /,) = ¡(2j, ««'$>'*»' ® />••
Por lo tanto, con /I =  (a*»*), B **■ (pj'j) tonemos

a H# a^Z? .. . .  a,„fl

A 0  B — (ai'i0j'¿) — a2tS a«¿? . . .

v-mB a»¡¿? • *•
En particular, tenemos l«a fórmula para Ja traza
tr  A 0  B =  a n tr 5  -1- ct2* tr 5j +  . . . -{- a,*,, Ir B =  tr A *tr B .

(5)
De paso, observemos, que
«det A ® B =  det (A 0  5 m) (En 0  5) =

=  det >1 0  «det 0  B =  (del 4 )m (det 5)nf
.así que la degouoración de los operadores ^  y & conlleva la degene
ración de su producto tensorial i  ® f .
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Sean ahora (<J>, i ’), (Y, W) dos representaciones lineales del 
grupo O con caracteres x© y Xv> respectivamente. Determinemos 
de un modo común la representación (Q* ® Y, V ® W), haciendo

(O 0  Y) (g) =  <D (g) ® Y (g), Vg € C.
De las propiedades generales del producto tcnsorial de operadores 
lineales y de la fórmula (5) so deriva que la aplicación <J> ® Y 
brindará realmente una representación del grupo G con espacio de 
representación V ® W y con carácter

X©®*f =  VjpXy - (6)
Diremos, que (d> ® Y, V ® W) es producto tcnsorial de las repre
sentaciones (d>, V) y (Y, W). Para Y ^  dL W — V se habla tam
bién sobre el cuadrado lensorial. En el segundo miembro de la fórmu
la (t>) hay un producto corriente común de las funciones centra
les x© Y X'v-

Es totalmente evidente, que si U essubospacio (¿-invariante en V, 
entonces, también U ® W  será subespacio G-invariante en i7 <g) W. 
Una observación análoga puede hacerse respecto al subespacio G- 
-invariante en W. Poro, do la irreducibilidad de V y W, en general 
no se deduce que V ® W es irreducible, tal como lo muestra el 
ejemplo del cuadrado lensorial <b(a> ® de la representación 
bidimcnsional del grupo S 3 (véase la tabla en el punto 2, § 5). El 
efecto, dime d>(S) ® d)(8> =  4, y el grado máximo de la  representa
ción irreducible del grupo S3, es igual a 2.

La cuestión do la descripción efectiva de las representaciones 
irreducibles, contenidas en d> ® Y y, más generalmente, en el pro
ducto Lensorial ® <I>(2) ® . . . ® d><p) de varias representa
ciones lineales, tiene un significado fundamental, porque muchas 
representaciones do grupos importantes y muy naturales, surgen 
como productos Unisonales. Precisamente, desde este punto de vista 
hay que mirar a las representaciones de los grupos SU (2) y SU (3) 
(véase el § ti), y también a los ejemplos 3 y 4 del punto 2, § 1. Los 
subespacios invariantes de tensores covariantes (o contra va ríanles) 
simétricos y ontisimétricos, permanentemente se encuentran en 
distintos aplicaciones geométricas. El problema considerado es 
atractivo especialmente cuando es cierto ol teorema sobre la redu- 
cibilidad total de las representaciones.

3. Anillo de caracteres. Por simpleza, nos limitamos al caso 
del grupo finito G y campo C. Sean, cD(l), tl>(2>, . . <D(r\  el
conjunto completo de representaciones irreducibles no equivalentes 
de dos en dos del grupo G sobreC , y Xi» Xa* • • •» Xr sus caracteres 
correspondientes (r es el número de clases de elementos conjugados 
en 6'). Sabemos que

d> <8> Y «  m!<1>1 +  . . . +  mr<D<r>f
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donde las multiplicidades mt dependen únicamente de y V. Según 
la fórmula (6)

=  "*lXl +  • . - +  mrXr- 
Sea Xy (G) el conjunto de todas las combinaciones lineales ente

ras posibles de los caracteres Xu . . Xr- Ya hemos demostrado» 
que Xi» • • Xr es la base, ortonormal del espacio X c  (**)» Por esor 
X2(G) c  es, en todo caso» un grupo ubdiano libre ai 2Lr
con generadores Xi> • • •» Xr- Sus elementos so llaman caracteres 
generalizados del grupo C. Caracteres verdaderos resultarán sólo
las combinaciones 2  WiXf co,i m¡ >  0.

De lo procedente so aprecia, que el producto tensorial de repre
sentaciones, induce en X% (G) una operación algebraica binaria» 
o sea, conmutativa, asociativa, sometida a las leyes de (listributivi- 
dad. Hablando con brevedad, es correcto el

teorem a 2. Los caracteres generalizados generan el anillo conmu
tativo asociativo Xz (G) con unidad que es el carácter unitario Xi- 

XC(G) se llama álgebra conmutativa asociativa do dimensión r  
sobre C. La estructura del anillo Xy (G) (del álgebra X^ (G))» 
queda completamente determinada por las constantes estructurales, 
o sea, por Jos números enteros de las relaciones

XiXy =  2 ¡ ( 7 >
En particular, las igualdades m{j =  m*í, mu =  ó*,- reflejan la» 
propiedades de conmuta tividad de Xy(G) y de unicidad de Xi* 
De acuerdo con (7)

X/ (g) Xi(g) -  s« !ix»  (í). Vg € G. ____
Multiplicando ambos miembros de esta relación por y- -̂y x, {g)+
sumando con respecto a g £ G  y utilizando la primera relación de 
orlogonalidad para los caracteres, obtendremos

mtí =  -¡5j- 2  Xi (g) Xj (g) Xs (g)- I  (8)
C t G

De este modo, las constantes estructurales se expresan en términos 
de los propios caracteres.

De (8) se puede extraer una afirmación simple. Precisamente»

w,!j =  -¡^p 2  X i . i g )  X¡ (?) 5T(*> =  -J5P 2  X, ( t í  X; (£> ' :
* ff

= -jér 2  Xi (í) X/ (<r) — (Xi. xlh*
u
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•donde x* -- Xa*(» * es carácter de una representación contragra
diente a (véase el punto 1). Por lo tanto, la representación unidad 
<entra en calidad de componente en la descomposición ® d)<>> si, 
y sólo si, es equivalente a la representación dW') =  d>(?) * (en caso 
contrario, mj; -  (Xí, X?)o^ &)• |

Notemos Uunbicn, que el p r o d u c t o  lensorial de una r e p r e s e n t a c i ó n  
.unidimensional d><i> por una representación irreducible arbitraria 
resulta siempre una representación irreducible de la misma dimensión 
•que* t>d). Esto es bastante comprensible sin ninguna explicación y for
malmente se d e d u c e  del criterio de irreducibilidnd de Los caracteres. 
•Si y. — “ • XiXb entonces, y, (g) resulta raíz compleja
•de alguna potencia do 1 y X¡ ( g )  %¡ ( g)  ~  i,  siendo, por eso,

<(•/.. x)o -= 2  t i  (S) t i  (g ) XiTg) t ¡  (g) =
a

= fér  2  t i  (?) x j ( g ) = (x/. y . / ) c = i - 1
8

ejem plo i. C =  S¡ (véanse las tablas en el p. t, § 2, y en el p. 2, § 5):

<l>0> ® <DW w ip(í> ® il><« w d**).
ÊJEMPLO 2. o =* S 4 (véase el ejemplo 3, p, 4, § 5):

d)(4> x 0>0>«  ípW,
(1K*) x OK*> s=r 0K4>.

Finalmente, demostremos el interesante teorema que sigue, 
•generalizador do! teorema 2 del § 5 sobro la descomposición de una 
representación regular.

teorema 3. Sea x *= Xa> carácter de la representación exacta 
(<t>, V) del grupo finito G sobre el campo de los números complejos C, 
que toma en G exactamente m valores distintos. Entonces, cada carácter 
irreducible Xa entra con coficiente no nulo en la descomposición de por 
lo menos un carácter x° =  Xi» X» X"? * * •» Xm“l* C ° n  oíros palabras, 
toda representación Irreducible se halla contenida en la descomposición 
de alguna potencia lensorial (I*®4 =  < !> & ... ® <I>, — 1,
de cualquier representación exacta O.
D E M O S T R A C IO N . Seftli tí>j =  X (gj)i 7 = 0 ,  1, . . W -  1 Vftlo-
res distintos, tomados por el carácter % en (7, además, o>0 =  X (e) — 
deg d>. Sea, luego,

í*j =  { g  € G  | y (g) •= y { g , )  -  o);).
Eii virtud de la exactitud de la representación *1), tenemos 

G0 =  Ker O =  {e}.
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Sea Xh un carácter irreducible del grupo G, quo no entra en la 
descomposición de ninguno de Jos caracteres x*- Entonces,

(xj, x*)e = J2 (yAe¡)V 2  x»(*)“ 2 “j7V o <<■</»—i,
i—0 gtGj

es un sistema homogéneo de ecuaciones lineales respecto a T¿ =
=• 2  Xa(#)i con determinante ntZj

1 1 1

del (toj) = <*>o 0 ) J

O j m - l G ^-1 o)m~!
m - 1

diferentes de cero (determinante de Vandermomle). De este modoT 
T j  =  0, / =  0, 1, . . . .  m — 1, o sea.

2  x * ( r ‘)= o , /= o ,  i ,  . . . .» »  —i.8£Gf
En particular,

0 =  2  X k ( í ' , )  —  X i i ( « )áreco
es una contradicción, que demuestra el teorema.

En caso de la representación regular p, evidentemente, m =  2.
4. Invariantes de grupos lineales. Llamamos habitualmente 

grupo lineal de grado /?., cualquier subgrupo en GL (/¿, A'), donde K 
es algún campo. En adelante se puede tomar K =  K o C. Si G es 
un grupo abstracto y 4>: G -+* GL (n, C) su representación lineal, 
entonces, al par (G, O) también lo denominaremos grupo lineal. 
Las transformaciones lineales tbe operan en las columnas de variables 
* | ,  . . xn :

(*i) *1

<h, (x„)
Elias convierten cualquier forma (polinomio homogéneo) / de grado 
m, nuevamente en una forma do grado m:

(<V) (*i............ *») =  /  (®«-i to). • • •< <V i <*..))•
Distintos cosos particulares de esto operación yo han sido tratados
(véase el § 6). La aplicación <1* define la representación del grupo G 
en ei espacio Pm de formas sobro C do grado m (como tensores simé
tricos covariantes de rango m).
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D E P iN icioN - Li\ f o r m a  /  £  q u e  q u e d o  i n m ó v i l  c o n  la  o p e r a 

c ió n  ( í y  — / ,  V g £  6 ’), s e  l l a m a  invariante (entera) d e  g r a d o  m. 
d e l  g r u p o  l i n e a l  ( 6 ,  fI>).

En efecto, debería haberse tomado el polinomio de coeficientes 
de la íorma f general» de grado ira, que queda en su lugar con la ope
ración (6’). Así proceden en la teoría general de invariantes, pero 
nosotros, para simplificar, nos limitamos a la definición dadn. Si en 
calidad de /  se toma una función racional, entonces, se puede pasar 
al concepto de invariante racional. Es importante también la idea 
de invariante relativo de /, cuando

<iy ^  iúgf,
donde <Ag £ C es un multiplicador, dependiente del elemento g £ G.

Es claro, que cualquier conjunto {/,, / 2> . . . } de invariantes del 
grupo lineal (6\ <l>) engendra en C | £,, . . xn\ el subanillo 
C | /i, /2, . .1 de invariantes.

Examinomos un pequeño número de ejemplos.
ejemplo i. La forma cuadrática ¡- x \  -j- . . . -f- y cualesquiera 

polinomios de ella, resultan invariantes entoros dol grupo ortogonal 0¿(n).
ejemplo 2 Los polinomios simétricos elementales Sy (Xj, . . ., . .

. . Hn (zlt . . . .  .!■„) sen invariantes enteros del grupo simétrico S n examinado 
junio con el monoinoríismo canónico d>: Sn -► GL (n). El teorema fundamental
sobro polinomios simétricos afirma, crudos invariantes ............ *n, de grados
1. 2, nT son algebraicamente independientes, y con las funciones polinó- 
micas (racionales) de lo? misinos, se agolan todos los invariantes enteros (racio
nales) del grupo {Snt <b).

Los polinomios auljsiinétricos <bn/ ** (det fr>„) / =  e^/,[slrven de invarian
tes relativos del grupo lineal (5n, <I>). Hemos visto (ejercicio 3, § 2 cap. 6), 
que cualquier polinomio an tisí métrico f tiene la forma / =  An *g, donde An =  
=  (x¡ — :rj). y g es iiu polinomio simétrico arbitrario, o sea, un invariante

absoluto.
ejemplo .< \ jn representación c|> :̂ X AXA“' de grado n*. del grupo

lineal completo GL (», A'), con espacio do representación M n (X) (véase el 
ejemplo 3 del § 1), le responde un sistema de n invariantes algebraicamente 
independientes, que son coeficientes dol polinomio característico de la matriz 
Ar =  (x¿¿). A ellos pertenecen, on particular, los invariantes, bien conocidos 
por nosotros, ir X  — 2  *i¡ 7 <*ot X.

ejemplo ’« En lu forma cuadrática / (tj, . . xn) «  2  at]x ts j* esc*»!» 
del modo / (jj, . . x„) =  *XAX, A =  (a¿¿) — h \ y X — [¿j, . . ., xnJ. opera
el grupo ortogonal O (a):
C 6 0 ( « ) ^  (C-'f) (.t„ . . xn) =  t(CX) A {CX) =

=- tX'CACX  *  *X (C~lAC) X .
En osle caso, se habla sobre invariantes de la forma cuadrática / respecto a O (n): 
tt i4 , . . . .  det A . F*ara la forma cuadrática binaria axs -(- 2bxy■-f- cp*, jos 
invariantes a -f  r y ac — 6*. que caracterizan métricamente distintas clases 
de curvas de segundo orden, son conocidos también del curso de geometría 
analítica.
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EJEMPLO s. Consideremos el grupo simétrico S s como lineal de grado 2, 
utilizando la representación F equivalente a la de la labia al final del 
punto 1. § 2:

r(,4*) =  ||o e~l || ’ 1,« , =  ||i  o ||’ • * + * + '- "
(la oqu i v alencia se efectúa por medio de la conjugación

: :iKiir ;n-
Sean u, v variables independientes, transformables lin calmen le modiante 

_ (̂123) (K) 5=5 eut Al23) (*') = ®"AV, T(2a) (ti) — Uy r(„, (l>) ■= U.
Como

P(U$) (ul*)ss l'fi^3) (u) (a) =  e-1«-eií^?/rt

^(*3) (up) =■ va =  uat 

r<iíf) (“3 4 - w*) =  (e”1 **)3 -j-(M s =  u3  4 * e*t

F(21) (w3-f-v8) =v3 +  u* = ií3-{-r5t
entonces, ol grupo (jS3> T) tiene la forma

Jx ®  uv, / 2 *= u3 4- r3 (9>

de grados 2 y 3t en calidad de sus invariantes.
Luego, el grupo Ss opera de modo natural en los polinomios / (xlt x2> x3) 

de tres variables independientes:
(o /) ( l | ,  *2* *3) =  /  (^0-1(1)1 xO-\(2)* *^ “*(3))*

Haciendo
u =  xt 4- ex2 +  eax3. v «  z { e*f2 "f «*3» (10)

veremos, que
(u) =  Xo-i(t) 4 - €Xo-i{2) e í la “,<3>-

En particular.
r<i«) («) « I j T ^ T  **** =  eM« 
r<«») (n) =  *1 Hr EZ3 4 - e**i =  «. 

r(123) (a) =  x8 4- r*xx -f exx =  e~, i\ 
r (js) («Ó — *1 +  «2*s +  exa =  »»

o sea. las operaciones T0 en u, p y o  ©n xt , x2, x3, están coordinadas. Sustituyen* 
do (10) en los invariantes (9) estos últimos pasan a sor funciones simétricas de 
xx, x2, x3, las cuales, según el teorema 1, § 2. cap. 0. so pueden expresar por 
medio de las funciones simétricas elementales $¡ =  (x,, x2, x2). U11 pequeño
ejercicio muestra que

*  4 + 4 4 -  4  4- (® 4- ea) (xi x2 4- * ^ 4 - * 2* 9) *  44- 3*s.
/* *  2 (xj 4- 4  4- 4 )—3 (.rfx2 4- xfx3 4- x, x| 4-

4- *i4 4- 4 xa +  **4) 4-1 ̂ x^Xj ~  2-sf— 4- 27**.
Especifiquemos los valores de / 2 tomando como xLt x2, *3 los tres 

raíces ae la ecuación cúbica incompleta
x* 4- px 4- í  "  0-
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Entonces, sx “ 0, — p , «r* =  — q v, por consiguiente,
h  “  -3p, r 2 -  - 2 1 q .  (ii>

Pero, de (0) se deduce, que

Se eligen tales radicales, que luego de sustituir ios valores de (11), se obtienen 
las fórmulas

con la maguí lucí D =  —ó//3 — 27 que es el disc-rimiuante de nuestra ecua
ción cúbica, (véase (10), § 2, cup. 6). Como « y v ahora son conocidos, entonces, 
del sistema lineal

-5- e*2 -!zt -f sV4 -f- e*3 = u, 
xx -i- x4 -|- x, =  0

se hallan las propias raíces. Por un camino bastante natural, llegamos a las 
fórmulas de Cardan, sobre las que so hizo mención en el ejercicio 1, § 2, cap. 1.

El último ejemplo establece, no casualmente, la relación entre 
los invariantes deJ grupo S$y que es el grupo do Galois de la ecuación 
cúbica general, y Jas fórmulas de Cardan. La teoría de Galois cu gran 
medida se vincula al estudio de invariantes de campos (y a sus grupos 
correspondientes), engendrados por Jas raíces de ecuaciones al
gebraicas.

Destaquemos algunos hechos, referidos a un sistema de generado
res del anillo de invariantes. Sea w una forma arbitraria de n varia
bles independientes xJy . . s*. El grupo finito G con representación
lineal de grado n opera como grupo de permutaciones en el con
junto

q  =  {<t¡, («-•) i g e g).
Es claro,rque cualquier función simétrica homogénea | G | (o, posible
mente, algún divisor del número | G |) de los elementos de fí, será 
invariante del grupo lineal (G, <1>). Si ahora se toma en calidad de w 
la variable xh entonces, será raíz do la ecuación algebraica

n (* _©,(*,))-o,
cuyos coeficientes resultan invariantes del grupo (G, O). De este 
modo, cada variable x t es función (algebraica) de invariantes. Si el 
número de invariantes algebraicamente independientes fuese menor 
que //, expresaríamos a?lt . . xu por medio de una cantidad menor 
de variables algebraicas independientes, pero esto es imposible. 
Por consiguiente, hemos demostrado (si se puede llamar demostración 
a un manejo tan atrevido de la dependencia de magnitudes algebraicas) 
uno de Jos teoremas importantes de la teoría de invariantes.
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t e o r e m a  4  Un grupo lineal finito de grado n, siempre tiene un 
sistema de n invariantes algebraicamente independientes. J  

Para el grupo (£3, T), tales invariantes son las formas (9).
Se podía completar el teorema 4 con la afirmación acerca do que 

todo el anillo de invariantes enteros de un grupo finito do grado «, 
es engendrado por n invariantes algebraica mentó independientes 
fij fi-i •♦•♦/ « y, por lo común, otro invariante más /,1+1 (que es 
función algebraica de los primeros n). Con otras palabras, los restan- 
tes invariantes, son polinomios de /i, . . / M+i- liste hecho
es cierto para muchos otros grupos lineales, tanto discretos como- 
continuos.

La teoría general de invariantes, desarrolladu a mediados del 
siglo XIX con los trabajos de CayJey, Silvester, Jacobi, Hormile, 
Kíebelz, Gordan y otros, y que luego experimentó un renacimiento 
en algunos trabajos fundamentales de D. I-Jilbert, en nuestros días 
es parte do la geometría algebraica y de la teoría de grupos algebrai
cos. El interés permanente hacia la teoría de invariantes también 
se funda en las amplias posibilidades de sus usos en muchos dominios 
de la mecánica y la física.

EJERCICIOS
1. Demostrar el teorema 1, siguiendo las designaciones usadas en su formu

lación, y el conjunto de razonamientos expuestos a continuación.
a) Si V “  \ í í , . . M en.)}), ”  (/i* • • entonces, (TI) (T3)>

son equivalentes a la globalidad de una única condición: los vectores t  (elt f j)y 
1 <  i <  n, 1 <  / <  mt componen la base del espacio T.

b) Para cualquier espacio nm-dimensíonal T sobre P, la aplicación x so
puede definir como la relación x (v% w) =  2  ij* donde gip t <  i <  n, 
1 m, son base en T. De acuerdo con a), el par (t, T) cumple las condicío
nes (TI)—(T3), y todos los pares se obtienen del mismo modo.

c) Para todo par (V, T )  con aplicación bilineal x': V X  W T \  defini
mos la aplicación lineal o: T T \  haciendo a f V ^ ^ )  ~  (*/> Ó>*

De acuerdo con b) y c), x' (t>, w) «= 2 a iP/T' (*¿, fj) — o 1=1
— o (X (i>, a>)). Y, viceversa, si o (x (pt u>)) — x* (v. ir), entonces, o (gw) =
=  o {x (et , f })) =  t' <<?¡, /;).

2. Mostrar, que en el sistema (TI)—(T3), se puede omitir la condición 
(TI) o (T2), y, suponiendo a príori dim T «= nm, para el producto tensorial 
es suficiente dejar una de las tres condiciones.

3. Demostrar la relación det (A ® B) — (det A) m (det B)n para las matri
ces cuadradas A,  B do órdenes n y m, respectivamente, con coeficientes comple
jos. empleando ía posibilidad de reducirlas n la forma triangular, (indicación,. 
Existen las matrices no degeneradus C y D tales, que

A'=CAC~' =
«i ♦ II

, B' =  DBD~^ =
0 «n II 6m II

Por eso,
A '  ® B ’ =  (C <S> D) (A & B) {C~l ® D~l) =  (C ® D) (A & B) (C ft D)~*
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os matriz triangular con coeficientes diagonales aj|3/, que serán los valores 
propios de la matriz A1 ® Bx, y, pot consiguiente, A ® B. Tenemos: det

® « )= 0  « ih -(F l “0 ” (D Pí)" -  Wet A)m (det B)«.)
i .  í  i  7

4. Con ayuda de la fórmula (8) y las tablas del p. 1, § 2, p. 2, § 5; p. 4, 
§ 5, comprobar, que es correcta la descomposición

tf>0) ® «  a)<ri +  ili<*>+<P<s>
para el cuadrado tensón al de la representación bidimensional del grupo 
simétrico .S’a y

0>(*> ® (Di*) »a>0>4-a><a) +  (D<a>_|_q><4>
para el cumlrado tensoriul do la representación bidimensional <t>(5> del grupo 
de cuaternioues Q8.

5. R e p r e s e n t a c i o n e s  d e l  p r o d u c t o  d i r e c to  d e  g r u p o s .  Sea que se tionen dos 
grupos <7, fí, con representaciones lineales (<&, V), (Y, IT). Entonces, haciendo

(0) ® Y) ( g 4 0=<I> (g )  (g> Y (/O,
donde g >h es demonio dol producto directo G X H de los grupos G, i/ ,  obliga
mos a G X f í  operar on el producto teuBorial r  Wm, como de costumbre,

( ( 'b  (g)  ®  ¥  ( k ) )  { v  ®  w )  =  <J) (g ) v  0  Y  ( * )  u>.

Comprobar, que la aplicación así definida
d) ® Y: G 0  II G/. (T ® W’>

es representación del grupo G X tí  con carácter x<px’K =  X<i>Xqr* Demostrar 
la afirmación siguiente. Sean (tH1), . . .. <lMri (respectivamente YO), , . Y(4>)
todas ropresentaciones irreducibles del grupo G (respectivamente, H). Entonces, 
las roprosontacionos Oí1) ® Yri) del grupo G X H  son irreducibles y todas las 
representaciones irreducibles del grupo G X f f  se agotan con las representacio
nes <b(i) <g> YO), 1 <  t <  r, 1 <  / <  s.

6. Las formas xy, xn -|- Vn son invariantes dol grupo lineal bidimensional 
del diedro

<°~ *>-<!! U l  II? ¿ID- ' - 1
véase el ejercicio 9, § 5). Mostrar, que cualquier otro Invariante) del grupo 
(Dny O) tiene la forma del polinomio do xy, xn -j- yn .

7. Comprobar, que el grupo de cuaternioues, examinado en su representa
ción irreducible bidimensional, no tiene invariantes cuadráticos y^ cúbicos. 
¿Qué se puede decir sobro las formas x*y9, x4 4" y4?



Capítulo 9

PARA LA TEORIA DE LOS CAMPOS, 
ANILLOS Y MODULOS

La revisión de las estructuras algebraicas estudiadas antes, es 
motivada por las consideraciones siguientes. En primor lugar, parece 
deseable, en cierta medida, completar nuestros conocimientos sobre 
los campos y anillos con afirmaciones medulosas, apoyándose, donde 
sea necesario, en una base teórico-grupal fuerte. En segundo lugar, 
los resultados del capítulo 8 sobre representaciones de grupos, de un 
modo natural, se incluyen en la teoría general de módulos sobre los 
anillos, y sería una lástima no mencionar esto, aunque sea lacónica
mente. El concepto fundamental do módulo es por sí mismo impor
tante y merece ser estudiado en un aspecto mucho más amplio, pero, 
para esto, se recomienda al lector dirigirse a otras fuentes.

§ 1. AMPLIACIONES FINITAS DE CAMPOS

1. Elementos primitivos y grados de las ampliaciones. Si F es
un campo que contiene al subcampo P , entonces, F también se llama 
ampliación del campo P (véase § 4, cap. 4). Al principio, nos limita
remos a un caso muy sencillo, cuando la ampliación F =  P (0) 
se obtiene del campo P con la adjunción (dentro del campo F dado) 
de un único elemento 0 6 F. Se dice, que P (0) os utuj. ampliación 
simple dol campo P, y 0 es un elemento primitivo de esta ampliación. 
Por su significado, P (0) es ol campo de relaciones del anillo entero 
P [01. El demento 0 resulta trascendente sobre P (véase § 2, cap. 5) 
si. y sólo si. la ampliación P (0) es isomorfa al campo de las fraccio
nes racionales. Si, no obstante, 0 es un elemento algebraico, entonces, 
P (G) Psé [Xl/(/ (X)) (véanse, (9), § 2, cap. 5 y el corolario del 
teorema 5, § 2, cap. ó). Aquí, /  (X) es un polinomio irreducible de 
grado n >  0, cuya raíz es 0. Recíprocamente, si / 6 P [X] es un 
polinomio irreducible, entonces, se construye en forma canónica 
un campo F (véase § 3, cap. ti), en el cual / tiene, por lo monos, 
una raíz 0. De la construcción se ve que F se identifica con el con
junto de demonios del tipo

a0 +  a f i  I ■ - * +  <*¿ € P< rt -  dvg /•
Para los elementos del anillo P [01 esto es ovidente (dividir

g (X) por f  (X) con resto y sustituir X  =  0); y la división en P (0J
se efectúa así: si g (X) =  a0 •+■ axX  -f . . . H- an. 1Xn^1, entonces,
la irreducibilidad de /  conlleva la igualdad m.c.d. (/, g) — 1 y la 
existencia de los polinomios u (X), v (X) de grado <C para los 
cuales fu -f gv — 1; de aquí, g (0) r? (6) — 1 y 1 fg (0) =  v (0).
2^—0392
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El número ji so puede considerar dimensión del espacio vectorial
p  =  <i, e, . . en-l )p

sobre P , con elementos básicos 1 ,0 , . . . »  0M_1.
En el caso de una ampliación arbitraria P=> P, también es ra

zonable considerar F como un espacio vectorial sobre P, Su dimen
sión dim PF (posiblemente, infinita) la designaremos mediante 
[F : P] y la llamaremos grado de ampliación F sobre P. Si F =  
— P (0), entonces [F : PI también se llama potencia del elemento 
primitivo. Claro está, que para el elemento trascendente 0 6 P, la 
familia 1, 0, 02, . . . es linealmente independiente sobre P y 
[P (0), P1 -- oo. Por otra parte, de lo dicho más arriba so deriva la 
afir niac ion sigu i ente.

teorema i. Sea F alguna amphacióji del campo P. El elemento 
0 6 F es algebraico sobre P sí, y sólo sly [P (0) : Pl <  oo. Ademásy 
la algebraicidad de 0 implica la igualdad P (0) =  P [0l. |

Llamemos a K zd f D  P torre de dos pisos de ampliaciones. Ella 
permite hablar sobro tres espacios vectoriales: KlP (K  sobre P), 
KiF {K sobre F) y FfP (F sobre P). Sus dimensiones están enlazadas 
por una relación análoga a la relación de los índices de los subgrupos.

t e o r e m a  En la torre de ampliaciones K :z> F n> P el grado 
[K : Pl es finito sL y sólo si, son finitos los grados [K : PJ y [F : PJ. 
Si son finitas, es cierta la relación

[K : PI -  IK : Fi [F : P l
d e m o s t r a c ió n . S u p o D ie n d o  p r i m e r o  q u e  [ /£  : PI y IP : Pl s o n  

f i n i t o s ,  e l i j a m o s  u n a  P-base / t, . . fm en P/P y u n a  P-bose ex, . . .
. . en en KIF. Entonces, cualquier elemento x 6 K  so escribe en
la forma x =  2  C0,ia;€ P . A su vez, a¿ =  2  p tJfi con p n  £ P.
En consecuencia, ^ — ^ jP i j f^ j ,  y observamos que mn elementos 

CS
f te} engendran linealmente K  sobre P. Supongamos que existe la
dependencia lineal 2  para algunos p tj£ P . Entonces,

í, í

o =  £  Pulios =  S  ( S  Pti í t )  e /=>* j  Pul í  =  o =► p tJ =  0¿. 7 7 1 i
para todos i - i, . . m; ; — 1, . . n, por cuanto ely . . en son 
linealmente independientes sobre P, y A, . . ., f m lo son sobre P. 
Por lo tanto, los mn elementos f tej forman la base del espacio vecto
rial KlP y \K  : P] =  nm =  \K  : PI [P : PI.

Recíprocamente, la desigualdad [K : P] <C oo implica el carácter 
finito do [P : Pl, por cuanto P/P es un subespacio del espacio KlP. 
Si {a,, . . ar) es P-base para K y entonces, el elemento arbitrario 
x  6 K será la combinación lineal aly . . ar con coeficientes en P
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yt con más razón, con coeficientes en P. Sobre P, el número de ele
mentos linealmente independientes entre üj, - . u-r% sólo puede 
mermar. De esta manera, IK : P1 <  oo. |

c o r o l a r i o . Sean F una ampliación del campo P . \j _d un conjuntó 
de todos los elementos de F que son algebraicos sobre P. Entonces, A es 
un subcampo en P, contenedor de P.

d e m o s t r a c i ó n .  Cada elemento 2 6  Pes r a í z  d e l  polinomio linea) 
X — t 6 P IXJ, así que Pez. A. Sean, luego, u, v £ A, Entonces, 
según ol teorema 1, tenemos [P (u), PI <  oo. El olemcnto i;, alge
braico sobre P, también lo será sobre P (u), o sea, [P («, v) : P (w)J = 

(P (u) (v) : P (u)] <  oo. De acuerdo con el teorema 2, 
IP (u , v ) : P  1 =  IP (u. v) : P (u)\ [P (*) : P] <  oo.

Como u — v, ut? 6 P (u, )̂> entonces, micvamente por el teore
ma 1, tenemos u — v, uv £ A , o sea, A es un subanillo on F. El es
un campo, por cuanto 0 u € A =>■ [P (u-1) : P] -  [P (u) : P] <  
<  oo. J

La ampliacióu P i d  P se llama algebraica sobre P, si todos los 
elementos de P son algebraicos sobre P. Cada elemento a  do 1« 
ampliación algebraica es raíz de cierto polinomio unitario (o sea, 
con coeficiente mayor 1) distinto de cero /  €P [A 'j, dependiente 
de a. Si /  (a) = 0  y g (a) ^  0 para cualquier 0 -/£= g 6 P 1^1 con
deg g <Z deg /, entonces, /  — fa se llama polinomio mínimo del ele
mento a. El polinomio mínimo es irreducible sobre P, está definido 
unívocamente y su grado coincide con la potencia del «lómenle a  
(frecuentemente, el polinomio obtenido del mínimo multiplicado 
por una constante, también se llama mínimo). Todas las raíces distin
tas del polinomio / 0 so consideran conjugadas con a. Más abajo, el 
teorema 3, explica esta terminología. Si ohnr P -•■- 0, entonces, eí 
número de raíces diferentes coincido con deg fa (véase § 1, cap. 6). 
Pero, en el caso general, esto no es así (véanse los ejercicios 4 y 5).

De acuerdo con los resultados obtenidos. Ja ampliación F zd P 
de grado finito [P : PJ resulta algebraica finita, o sea, ella se obtiene 
de P con la adjunción do un número finito de elementos algebraicos 
o&i, . . ., a m. Recíprocamente, toda ampliación algebraica finita 
F =  P (aj, • . a m) tiene grado finito. En efecto. /* (ah) =  0, 1 ^  
^  k ^  m, /* 6 P [XL El elemento a*, algebraico sobro P, será, 
naturalmente, también algebraico sobro P (an . . ., ct,r l ). En con
secuencia, [P (alf . . ., a*) : P (alT . . ., a;,^) <  co y, en co
rrespondencia con el teorema 2,
[P : P] ^  [P (cct, . . a m) : P] =»

m

= H i , p (a ‘ ■■ ■ a ^ :Jp(o,, ••• i
En muchos casos (en particular, cuando charP = 0) la amplia

ción algebraica finita resulta simple. En los casos considerados por
24*
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nosotros, In existencia del elemento primitivo se establece inmedia
tamente.
E J E M P L O . El campo /• — (Q ( Y %  y * 3) como espacio vectorial sobre Qes
tetrad i meridional: /'=*<!, y  2, >^3, >^6) Q, o sea» cada elamento a £ F  se
escribe en formado la combinación lineal a = a-\-b Y 2 + e VH-j-d Y $  con 
coordenadas racionales o, ó* c, d. Por otre parta, F=<1, 0, 0a, 0a) Q, donde

6 = / 2 +  / 3 .  Efectivamente, -  — - j  0-)~i- 0», / 3 = - ^ -  0— i-  0»,

1^0 = — ~  elemento primitivo 0 tiene el poliaomio mínimo
/ e W — X4— lo X * + l con las raíces
e < í ) = o = / 2 - h  ü(a)r= y i —  / a ,  o<»>= — Y z + Y * *  - Y z — Y s -
Prestemosnlonción al hecho de que Fes el campo de descomposición del poli
nomio (q (X), y, ademas

F =  Q  (0(0, Oí->, 0(:»), 0(0) =  Q  (0(0), ¿-“ 1 , 2 ,  3, 4.
En la teoría general do üalois esto campo hubiese sido llamado normal. El 
diagrama do lo s  su  licanipos del enmpo F s e  p a r e c e  al diagrama de los subgrupos

del grupo cualenui io r 4, v esto no es casual. Si examinamos el uutomoríismo 
arbitrario <P: F -► F (véase el n. 5, § 4. cao. 4). entonces, do las relaciones 
O (x -\- y) =  (1> {.r\ -r  <t» (y), <l> (xy) =  <t> (r) <1> {y), yjx, y € F* se deduce que cp 
se determina totalmente por su operación en el cleinculo primitivo 0. Luego, 

(a) -« a, \fu e <¡,, por eso
<P (0)* — 10 d> (O)2 -V- 1 =  <l> (0l — 100- -f 1) =  (0) =  0.

En consecuencia. <|> (0) es una de Us raíces 0(0, ¿ =  1, 2, 3, 4, y llegamos a la 
conclusión, que el grupo de lodos los automorfismos Aut (FlQ) también llamado 
gruyo de Galois G (F/Q), o G (Jq), llene el orden 4 — 1F . Q). Con exactitud 
hasta ol isomorf ¡sino, hay sólo dos grupos do orden 4 :ol cíclico 7A y Z% X aí 
& t |. Los cálculos inmediatos muestran que Aut (F/Q) o* VL.

Es más fácil convencerse de esto, examinando la representación Aut (F/Q) 
por las permutaciones en el conjunto Í2 — {1, 2. 3, 4), con cuyos elementos 
so numeran las ralees 0O>. Si, por ejemplo, <1> (O(lJ)=^0(*), entonces, OPlSt*) =  
«  — i =* o<2> <\> (0(an =  - i  ^  a> (oA )= 0(0  y a> (é<8>)= —<r> <e<*)) =  —00) =  

0<4>. o sea. <l» ^  (12) (34) =  a. Análogamente se obtienen ios automorfismos 
(13) (24) ^  x y (14) (23) =  ax.

Palta agregar a lo dicho, que el subgrupo cíclico (a) deja, de a un ele» 
monto, inmóvil el subcampo intermedio Q (V2) y (o>es el grupo G (F/(D 0^2)) 
de todos los automorfismos (grupo do Galois) del campo F respecto alsuhcampo 
c  <v%- Oe un modo simllaT, como campos de invariantes para M  y (ox) 
sirven, respectivamente <Q (V^3) y ^) (^(T), °u tanto, los grupos de Gaioi9
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G{F/Q G (Fl(Q O^Sj) serán, a su vez, <x> y <<rt). En un ejemplo parti
cular, hemos comprobado la veracidad de la correspondencia biycctiva de 
Galois entro los subcampos del campo normal F y los sube-ampos de sus grupos 
de autoinoríismos.

2. Isomorfismo de los campos do descomposición. En el § 3, cap. 
6, donde so definió y construyó el campo do descomposición F sobre 
P del polinomio unitario /  (X) — X n HjXn-1 4- an £
£ P [XI, se observó, quo en su formulación hay elementos do arbi
trariedad. Repitiendo ahora esta construcción, podríamos solamente 
decir, que U'T : P\ n\ (trate de comprender por qué). Pero, de 
hecho, todos los campos de descomposición sobre P doi polinomio / 
dado, son isomorfos. A fin de precisar esta declaración, examinemos 
una situación un poco más general.

De acuerdo con el teorema 3, § 2, cap. 5, qualquier aplicación
isomería <p del campo P eu el campo P se continúa do un modo
único hasta el isomorfismo P 1X1 en P [A'I, así quo

1 U ) X *  +  « i* " -1 +  . . .  +  «» —  T ( X )  =  t a /  -
“  x " -I- <P («i) -Y” ' 1 I • - • T <| («»)• 

t e o r e m a  3. Sea y: P >—> P un isomorfismo de campos; f  £ P 1X1 
un polinomio unitario de grado n :> 0; /  — cp f su imagen para el 
isomorfismo q>x : 1<\ P los campos de descomposición de los polinomios% 
/, /, sobre P y 1\ respectivamente. Entonces, <p se continúa hasta el
isomorfismo <£> : F F por k ^  ¡F : P] procedimientos, además, k 
— [i7 : PJ, si todas las raíces del polinomio f  (X) son diferentes. 

d e m o s t r a c i ó n ,  e t a p a  i. Primeramente c o n s i d e r e m o s  el c a s o  d e

ampliaciones arbitrarias K n> P, K  => P. Sea 0 £ K un elemento 
algebraico con polinomios mínimo g — gQ £ P [X]. Se afirma que
el isomorfismo <p: P -► P se continúa basta el monomorfismo p: 
P (0) K  exactamente cuando g tiene raíz en X, además, el núme
ro de continuaciones coincido con el número He diferentes raíces % 
en K.

Efectivamente, de la existencia de p se deduce que el elemento
p (0) debe ser raíz g: g (0) — 0 =*- g (p (0)) • p (g (!))) 0. Recí
procamente, si g (co) ^  0, entonces, Jver i|> z> g (X) P [X]. donde
ij?: P [XI —*- K es un homomorfismo, determinado por la correspon
dencia u (X) u (cú). Como eu el caso de los grupos, i|? induce el 
homomorfismo if: P [XI¡g (X ^IX ) K (u (X) -\- g (X) P [XI «-*•

u (co): sí esto no es del lodo claro, entonces, hay «pie dirigirse a
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los resultados del siguiente § 2). Notemos, que on virtud de la irre- 
ducibilídad de g (X), el anillo cociente P [X\!g QL) P[X\  es un 
campo, así quo i|> resulta un monoinorftsmo. Exactamente del mismo 
modo se determina el isomorfismo de los campos a :  P lX]lg(X)  X 
X P [X| V (0) (u (X ) -|- g (X) P [X] u (0)). La composición
p — o cr l es inononiorfismo de la aplicación P (0) en K (p (u (0)) =
— u (o>)). Como P (0) es engendrado sobre P por el ole monto 0, 
entonces, p es la única continuación de <p, que traslada 0 a o). Esto 
significa precisamente que el número do isomorfisinos distintos p 
con Jim ilación p [P =  cp es igual al número de ralees diferentes
í(X )cn  K.

e t a p a  ii. El campo do descomposición se construyó mediante la 
adjunción sucesiva do las raíces de polinomios irreducibles. Utili
cemos a continuación La inducción sobre la dimensión de IF : PJ.

Para IF : P\ =  1, el polinomio /  se descompone en factores linea
les ya en P IX] : f  (X) ;= (X — ct) . . . ^X — cn). En tal caso,
f (X)  =  {X) = (X — c2) . . .  (X — cn). Las raíces cn
«lei polinomio / están contenidas cii P, y, por cuanto F es engendra
do por ellas sobre P, entonces, F — P , así que O =  cp* es la única 
continuación.

Para [F : PI >  1 descompongamos /  (X) sobre P en factores 
irreducibles unitarios, entre los cuales debe hacer por lo menos un 
polinomio de grado m >  1. Designémoslo por g (X). Puesto que

/ (X) -  g (X) h (X) (X) -  (cp*/) ( x)  = g (X) h (X),

entonces, sobre los campos de descomposición F y F tienen lugar 
las descomposiciones de los polinomios

* (X) -  (X -  0,) . . .  (X -  6»),
f  (X) =  (X — (0,) . . . (X — Cúj, m <  n.

En virtud de su irredneibiiidad, g (X) es el polinomio mínimo del 
elemento 0, sobre P y lP (0i) : PI =* m.

Si entro o,, . . . .  com se tienen l distintos, entonces, de acuerdo 
roa la etapa 1, existirán l aplicaciones monomorfas p¿, . . pj de
la ampliación L =  P (0x) en F con p* Ip *= <p. La estructura del 
campo do deseomposición os tal, quo F puedo ser considerado campo
de descomposición sobre L  del polinomio /  C L [XI, y F se puede 
interpretar como campo de descomposición sobre p* (L ) del polino
mio /(X )i para cualquier i — 1, 2, . . ., I. Según el teorema 2, 
tenemos la desigualdad [F : L\ =  [P : P]/m <Z [F : P], así que, 
por presupuesto de la inducción, cada uno de los so puede conti-
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nuar hasta el isomorfismo F P ,  además, el número de
tales continuaciones (de índices /) no supera 17'' : L\, siendo igual a
este límite superior, si todas las raíces en F del polinomio /  son dife
rentes. Como | L  —  p f ,  1 ^  j I P  : ¿ 1 ,  y f>j | P  ™ q . enton
ces, <bi'j es la continuación de <p, además, p< ¥= p# => j ¥= o 
cuando i s. Por consiguiente, en total se obtienen k ^ . m [ F  : L\ —
— [F : Pj continuaciones del isomorfismo <p. Esta desigualdad pasa
a ser igualdad, si todas las raíces de /  son distintas.

e t a p a  m . Sea, finalmente, : F F una continuación arbi
traria de q>. Al aigual que en la otapa II, la limitación <P |L, al ser
aplicación monomorfa de L  en P, coincide con uno do los p¿, y, en 
tal caso, O coincide con uno de los /. g

c o r o l a r i o  i . Cualesquiera dos campos de descomposición F , F sobre 
P del polinomio f  £ P [X] son isomorfos,

En efecto, es suficiente hacer P =  P en el teorema 3 y tomar en 
calidad de q> la aplicación unitaria de P en sí mismo, g

corolario 2. El grupo de aulomorfismos Aut (F/P) de cualquier 
campo de descomposición F sobre P del polinomio f  £ P [XI es finito 
y de orden ^ [ F  : Pl, S i todas las raíces del polinomio f  (X) son dife
rentes, entonces, | Aut (F/P) I =  [F : Pl.

La demostración se deduce inmediatamente del teorema 3. 
observación. Aunque el campo de descomposición F sobre Q. 

(o sobre cualquier otro campo numérico) del polinomio f  IX) se 
puede considerar incluido en el campo C de los números complejos, 
y por lo tanto, determinado unívocamente, el corolario 2 muestra, 
que en este caso, tendría sentido analizar la poco agradable demostra
ción del teorema 3.

3. Campos finitos. Además de Z * =  2./p2i, nos hemos encon
trado con otros ejemplos de campos finitos (véase el § 4, cap. 4). 
Ha llegado el momento de incluirlos en la teoría general.

La primera observación ovidente, se refiere a la ampliación arbi
traria finita K zd F del campo finito F: si \ F \ — q y IK : Fi *= n, 
entonces, | K [ =  gn. Efectivamente, después de elegir la base del 
espacio vectorial KfF,  el último se identifica con el espacio P" de 
las filas (alf . . ., an) de longitud n. Todas las coordenadas a¡, 
independientemente unas de otras, toman q valores de F. Por lo 
lauto, | K | =  | F11 | =  gn. |

La segunda observación* vinculada con la primera, consiste en 
que, cualquier campo finito F tiene una característica finita p {p es 
un número primo) y | F \ es la potencia de p. En efecto, el subcampo 
simple P c f ,  en virtud de la finitud de P, debe ser isomorfo a 
cierto campo Zp =  Z//?Z. De acuerdo con la primera observación,
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la ampliación finita F 'n  P con | p | = p ,  tiene una potencia
\F \  =  P n -

t e o r e m a  '«. P ara cada campo finito F y para cada número entero 
positivo n, existe una, y , con exactitud hasta el isomorfismo, sólo una 
ampliación K "=> F de grado \K : F\ =  ;¿.

demostración a) unicidad- Sea K zd F , una ampliación degrado 
«• Como sabemos, |X| =  q=>q — pn , p es primo y |JÍ"| =  qn. En 
consecuencia, el grupo multiplicativo K* = K \  {0} tiene el orden 
g” — 1, y el orden do cada uno de sus elementos, según el teorema 
de Lagrange, divido a qn — 1 —1, V/ 0. Esto significa,
que todos los elementos del campo K  (incluyendo t =  0) son raíces 
diferentes del polinomio X^n — X, y tiene lngar la descomposición

X i n - X  =  fl ( X - t ) .
tZK

Sobro ningún subcampo propio del canino K con un número de ele
mentos < q n una descomposición así en factores lineales es posible, 
por eso, K  es el campo de descomposición del polinomio Xq1t — X. 
Recurriendo al corolario 1 del teorema 3, llegamos a la conclusión 
requerida.

B> existencia. Los razonamientos de la parte a), dictan el ca
mino posible Ule construcción de K. Tomemos como K  el campo de 
descomposición sobre l\Gé Z p del polinomio / (X) =  X*" — X. 
Como q — pn\  entonces, (7*1 — 0 en K . Por esta razón, f  (X) =  
— <7W*1*X'*n-1 — .1 =  —1 y, por el criterio conocido (teorema 4, 
§ 1, cap. 6), f (X) no tiene raíces múltiples. Esto quiere decir, que el 
subconjunlo K f c: K do las raíces del polinomio /(X ) tiene una 
potencia | Kf \ — qn.

Como Í / C  A' y chai- K  — p, entonces, conforme al ejercicio 8, 
§ 4, cap. 4, [(a- -f y)v* — x?' +  yP3, para cualesquiera x, y g 
6 Kf (F cz Kf) y .? =  (), 1, 2, . . .  En particular,

y 6 X/ =*- {x áz i/)«" =  xfin ±  y«tt x ±  y => x ±  y € K r
Además,

1 6 Ks\ (xy)** = x*ny*n =  xy =*■ xy £ Kt; 

i > =¿- z  £ Kf =>- (a;-1) qn =  x~l =>■ x~l £ K f.

Do osle modo,} K  es un sube ampo en Á', contenedor de F y de todas 
las raíces del polinomio / (X). En correspondencia con la definición 
de campo de descomposición deberá cumplirse la igualdad Kf — K. 
El grado de lA' : F I es igual a n, por cuanto qiK ^  — 1X1 =

I Kf | -  qn. |
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corolario. Para cada número primo p y para cada número entero 
positivo n, existe un, y , con exactitud kasta el isomorfismo, sólo un 
campo con un número de elementos pn.

La demostración consiste en aplicar el teorema 4 al caso particu
lar de | F | =  p. |

Como ya fue señalado en el § 4, cap. 4, el campo finito con q =  
=  pn elementos, es habitual designarlo con el símbolo F7 o, en ho
nor de E. Galois, con el símbolo GF (pn). Establezcamos una serio 
de propiedades do los campos finitos.

tfx>rema 5. Son correctas las afirmaciones siguientes.
(i) El grupo multiplicativo FJ del campo finito Fq, es un grupo 

cíclico de orden q — 1.
(ii) El grupo de autornorfismos Aut (F„) del campo finito Fq con 

un número de elementos q =  pn, es cíclico de orden n, además,
Aut (F*) =  {O |<D (i) => tp, Vi 6 Fff>.

(iii) Si Fpd es un subcampo del campo Fp«, entonces, d | n. Recípro
camente, a cada divisor d del número n, le corresponde exactamente un 
subcampo {t £ Fpn | O*1 (i) =  í} =  Fpt*. Los autornorfismos que defatt 
este subcampo inmóvil de a un elemento, generan el grupo Aut 
(Fpn/Fpd) =  (GW>. De este modo, se tiene una correspondencia biyectiva 
entre los subcampos del campo finito Fq y los subgrupos de su grupo 
de autornorfismos (correspondencia de Galois).

(iv) Si q — pn y F* =  (0), entonces, 0 es elemento primitivo del 
campo con polinomio mínimo h (X ) de grado n. Fq es el campo de des
composición sobre Fp del polinomio h (X).

(y) Para cualquier número natural m, existe por lo menos un poli
nomio irreducible de grado m, sobre Fq.

demostración, (i) Demostremos una afirmación más general. 
Sean, F un campo arbitrario y A un subgrupo finito del grupo mul
tiplicativo F*. Al grupo abeliano finito A le son aplicables los re
sultados del § 5, cap. 7. En particular, sabemos que el carácter cíclico 
de A es equivalente a la coincidencia del orden | A j con el Indice 
m del grupo A , el menor número natural para el cual am =  1, 
V a € A. Para m <  | A |, el polinomio Xm — 1 tendría en F más 
de m raíces, lo que es imposible. En consecuencia, el grupo A es 
cíclico.

(ii) Consideraremos a Fff como si fuera una ampliación finita 
Fq^  Fp de grado n do su subcampo .simple Fp ^  Zv. Como Fq es 
el campo de descomposición del polinomio X q — X, que tiene todas 
Jas raíces diferentes, entonces, de acuerdo con ol corolario 2 del 
teorema 3, | Aut (Fq) | =  n. De las relaciones (x -f y)p =  xv +  yp, 
(xy)v =  xpyv, i p =  1, señaladas en el transcurso de la demostración 
del teorema 4, se observa, que la aplicación t *-+ tp es automor- 
fismo del campo F7 (la finitud de es esencial). Si <!»': t »-* tp* es
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©l autoinorfismo unidad, entonces, — t =— 0 para todo t  € Fo, 
de donde se deduce la desigualdad n. Pero, cuando s =  n, real
mente obtenemos el automorfisrao anidad, así que | (<D) | =  n y 
<d>> =  Aut (Fq).

(ni) De acuerdo con la primera observación sobre los campos 
finitos (véase ol principio del punto), pn =  (pá)r, donde r es el grado 
de la ampliación Fpn=> Fpd. Por eso, n =  dr. Recíprocamente, 
para cualquier d \ n introduzcamos el subconjunto F =  {* 6 
€ Fpn | tPA -  t}. Como n =  dr =*- p n -  1 =  Qod)r -  1 =  (pd -  1) s, 
entonces

A'"" _  1 =  .Y<pí-1) * - 1  =  (X**-' - 1 )  g (X ),

Xpn- X  =  {Xpd- X ) g ( X ) .
Gomo iFp» as el campo de descomposición del polinomio Xpn — X, 
entonces, exactamente pd elementos de (F’p« serán raíces del polino
mio XPd — X . Precisamente, de ellas se compone el subconjunto F, 
que ahora so puede identificar con (ppd- Con este razonamiento dual 
al teorema 4, también se establece la unicidad del subcampo con 
p d elementos.

Observemos, que, por construcción,
V  -  {* e i ^  «  =  *>

es el conjunto de todos los elementos que quedan en su lugar, con la 
operación (4^). Como ol grupo Aut (Fpn/Fp) =  (O) es cíclico, in
mediatamente se ve, que cualquier automorfismo O*, no pertenecien
te a (O*), opera en Kpd de varios modos (es suficiente aplicar O1 al 
generador del grupo Esto significa, que el grupo de automor- 
fisrnos relativos Aut (FpnfFp<t) coincide con <<Pd>. En la afirmación
(iii), la frase final tiene el mismo sentido que en el ejemplo del punto 1.

(iv) Es completamente evidente, que Fq =  Fp (0), q — pn. Sea
h (X) =  X n +  ^ X 7*”1 +  . . . +  an el polinomio mínimo ael ele
mento primitivo 6. Como los elementos del subcampo simple Fp son 
inmóviles para todos los automorfismos, y a¡ 6 Fp, entonces, por 
lo tanto, 0, 0*, 0pl, . . 0pn“ l , son las raíces de h (X). Todas ellas 
están coutonidas en nuestro campo y F- (0, . . 0p*~l) =  Fp (0) =
— Fpn os el campo de descomposición del polinomio h (X) sobre Fp.

(v) Apoyándonos en el teorema 4, construyamos la ampliación 
Kzd de grado tn. Según (i), K* es un grupo cíclico. Si K* — 
=  <0) y h (X) el polinomio mínimo del elemento primitivo 0, 
entonces, K  =  ?q (0) y deg h (X) =  IF<¡ (0): Fa 1 =  [K : F j  m. 
El polinomio mínimo, por definición, os irreducible (sobre F^), 
por eso, tenemos todo lo necesario. J
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Luego de sencillas preparaciones teórico-numéricas, obtendremos 
una fórmula exacta para el número de polinomios irreducibles de 
grado m, sobre IP9.

4. Fórmula de revolución de Mobius y sus usos. La función 
teórico-numérica p, definida por las reglas

{1, s¡ n ■=■ 1,
(—1)*, si n = />i . . .  pk, p t son primos diferentes,

0, si n se divide por un cuadrado> 1 ,

se llama junción de Mobius. Es claro, que p es una función multipli
cativa, en el sentido, que p no es idénticamente igual a cero, y que 
p (nm) — p (fl) p (w) para cualesquiera n y m primos entre sí. 
También es claro, que si n — p?1 . . . p™r, entonces, 2  Ia (¿) —

din
“ S i 1 («0» donde n0 =  py . . . pr es el divisor máximo de n, 

d|no
libre de cuadrados. A su vez, el número de divisores d =  p<t . . .
. . . pi8 del número nQ con s fijo, es igual a ^  j . De este modo 
para n > 1 ,  tenemos

r

2  n (d )=  2  M <*>=2 ( ' ) ( - i ) ' H 1- » r - o
é i n d i tu *=0

(la suma en la parte izquierda se efectúa por todos ios divisores 
1 del número entero n). Definitivamente, obtenemos la fórmula

_  f 1, si n =  1,
2  o, si »>i. <!)d i n

Es también útil su modificación

2 .  • > ( ! ■ ) - {
d i n i m

1, si d — m\
0, si d\m, d < m (2)

(se suma con respecto a n, divisor de m y divisible por d). Haciendo 
m = dt, n =* di y obligando a l recorrer los divisores del número t, 
fácilmento pasamos de (2) a (1) y vicevorsa.

La fórmula (1) (o la (2)) se podía haber tomado como definición 
de la función de Mobius por inducción. Para nosotros, su valor con
siste en la siguiente afirmación. Sean f  y g dos funciones arbitrarias 
de foJ en M (M =  E, 01, F IX ], etc.), vinculadas por la relación

/ (n ) - 2  Sid).
d in

(3)
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Entonces t

? (« )=  2  Ia ( t )  f W '  O)
d  r n

En efecto, teniendo en cuenta (2), la suma inmediata con respecto 
a n, divisor de m, de ambos miembros de (3) multiplicados por

► ( í ) - d*

n l m n i m  ri i ?i

- 2  *(<*)• 2 n (-^-)*=&("*)-
d  i vi d i n i m

Un scucilJo cambio de designaciones lleva a )a fórmula (4), lla
mada fórmula de revolución de Móbius. Análogamente se realiza el 
paso de (4) a (3). g

También se tiene un análogo multiplicativo d e la fórmula de 
revolución de Mobins. Si

/(» )=  lí G (d),
d  i n

entonces,

380

£ (« )=  H (5)
d  i n

Para la demostración es necesario realizar los mismos cálculos 
formales:

n  ri n  n t f W -
n i tt» n i m d i n

II [Jn m ' W -  fl " =g ( m ) ,
d i m d i n l m d i m

y luego modificar levemente las designaciones.
Pongamos tres ejemplos de uso de la fórmula de revolución de 

Móbius.
ejemplo i junción q>de Euler). Por definición, q> (n) es el nú

mero de magnitudes primas entre sí con n números de la serie 0, 1, . . . 
. . ., n — 1, o, lo que es equivalente, <p (n) =  | U (Zn) | es el orden 
del grupo do los elementos invertibles del anillo Zn =  Z/nZ. Del 
ejercicio 5, § 1, cap. 8 conocemos la relación

# - 2  <pW-d i n ( 6 )
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Inmediatamente, según la fórmula (4), obtenemos

d i n  d i n  d i n

Si =  p™' . . .  pmr% entonces

y  £«l = i _ y  _L.¡.y _i—  + (~ i) '------■ -—=
¿ I d  1 ¿ J  p t r  ¿ I  p , p ,  • • •  ' '  1;  P t Pt  . . . P r

d in  « i<)

De este modo,

es la fórmula que ya mostramos en el ejercicio 3, § 8, cap. 1, y de 
la cual se deduce inmediatamente la multiplicatividad do la fun
ción <p.

e j e m p l o  2 {polinomios circulares). El campo de descomposición 
Tn sobre Q del polinomio X n — 1, se llama circular o ciclotómtco. 
Como todas las raíces de potencia n de 1 forman un grupo cíclico de 
orden n, entonces, el campo circular tiene la forma Fn *= (£),
donde € es una do las raíces primitivas (C 6 C). Desearíamos hallar 
el grado de lTn : Q] y el polinomio mínimo del elemento £ sobre Q.

Designemos con el símbolo Pn el conjunto de potoncia | Pn | =  
=  <p (n) de raíces primitivas de potencia n de 1. Los snbgrupos del 
grupo cíclico de orden n se encuentran en relación biyectiva con los 
divisores d del número n (teorema 6, § 3, cap. 4), y cada raíz £* se 
encuentra en algún conjunto Pd. Por eso, tiene lugar la participación 
en las clases disjuntas:

{1, £.    £"-*} »  U Pa (?)
(¿ln

(pasando a potencias do conjuntos, llegaríamos de nuevo a la rela
ción (6)). El polinomio

n  (Y -e )

de grado <p (n), se llama polinomio circular que corresponde a Fn. 
De acuerdo con la partición (7), llegamos a la descomposición

* n- l =  ID ( * - ; * -  n  { tí  ( * - • ) ! -  II (8)
i « 0  d \ n egPd d  i n

Empleando en (8) la fórmula multiplicativa de revolución de Móbius 
(5), obtenemos una expresión explícita para <Dn

d i re (9)
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Para valores pequeños de n, tenemos
O, (X) * A ' - 1 ,  O, (X) =  X +  1, <t>3 (X) =  X +  X +  1,
<D4 (X ) -= X* +  1, Oe (X) -  X8 -  X +  1, Ofi (X) -  X* +  1,
0>9 (X) =  X« 4- X* +  1, O10 (X) =  X4 -  Xa 4- X8 -  X +  1, 

<1>12 (X) -  X4 -  X8 4- 1.
Observemos, que

On (X )6 Z(X} y On (0) =  1. (JO)
Para llegar a (10) se puede, obviando (9), operar por inducción. 

Para n pequeños esto está comprobado, y más adelante razonamos 
del modo siguiente. Considerando que

* ( * ) -  ud O n,
es un polinomio unitario con coeficientes numéricos enteros, y utili
zando el algoritmo de división con resto (teorema 5, § 2, cap. 5), 
obtenemos los polinomios unívocamente determinados q> r £ Z [X) 
tales, que X" — 1 — q (X) g (X) H- r (X), deg r (X) <  deg g (X). 
Pero, X u — 1 — 4>n (X) g (X) en Q IX], y vemos, que (X) =
•*» q (X) £ Z 1X1, además, la uoitariedad de g (X) implica la do
*>n <*)-

Es correcto ©l teorema acerca de que <J>n (X) es un polinomio irre
ducible sobre Q y, por lo tanto, Tn =  Q (£) es una ampliación de grado 
q> (n) con polinomio mínimo <!>„ (X) para £. No demostraremos esto, 
sólo recordaremos, que al final del § 3, cap. 5 fue establecida la irre- 
ducibilidad d>p (X) =  (X* -  1)/(X -  1) =  X*-1 4- X*>-8 +  . . . 
. . . 4-1» donde p  es un número primo arbitrario.

Cabe señalar, que los campos circulares, que desempeñaron un 
papel importante en la historia del desarrollo do la teoría de los 
números algebraicos, aún hoy llaman la atención de los investiga
dores.

e je m p lo  o (polinomios irreducibles sobre ¡Fg). Sea (g) el número 
total de polinomios unitarios irreducibles de grado d sobre Fd, q — 
=  pnt y sea /(X) uno de estos polinomios. Su campo de descomposi
ción sobre IF7 es isomorfo al anillo cociente [X]//(X) Fq [X], y 
al campo de descomposición del polinomio X'Jd — X  (corolario 
del teorema 4). La existencia de la raíz común 0 en los polinomios 
X*d — X y /  (X) conllevo, en virtud de la irreducibilidad de /  (X), 
la divisibilidad de Xid — X por f  (X). Como X«d — X es divisor
dol polinomio X q — X  para cualquier m — rd, y como X q — X 
no tiene raíces múltiples, entonces, llegamos a la conclusión, de que
en la descomposición de X q — X sobre entran todos los polino
mios unitarios irreducibles

/<í,i(X), /d ,2 (X), . . . ,  fd%W4o(X)
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de cualquier grado d \m ,  además, exactamente una vez cada uno:

xí" -x =  n i n /d.fcw}. (idcí l m A=1
El cálculo de los grados de los polinomios que se encuentran en 

ambos miembros de la igualdad (11), nos conduce a la relación

Sd » m

de la que, con el empleo directo de la fórmula de revolución de 
Mobius (4), se obtiene la expresión para (g):

v m < f f ) = 4 - 2 i * ( - 7 - R .  (12)«í 1
Sea, por ejemplo, ? =  2. Entonces,

V¿(2) =  { ( 2 2 - 2 )  =  l,  V, (2) =  i - (2* — 2) — 2,

(2) =  (2‘ “  22) =  3' <2) =  T (2S"  2) “  6’

Y, (2) =  — (28- 2 * —2* +  2) =  9

(comparar con el ejercicio 10, § 1, cap. 6). La fórmula (12) muestra 
que, con probabilidad cercana a 1/m, el polinomio unitario de grado 
m sobre FQ1 elegido arbitrariamente, resulta irreducible. Sin embar* 
go, no hay criterios satisfactorios de irreducibilidad de un polinomio 
concretamente tomado. ¿Qué se puede decir, por ejemplo, sobre 
la irreducibilidad del trinomio X m 4- X h ■+- 1 sobre Fa? Cuestiones 
de tal género constantemente surgen en la teoría algebraico de codi
ficación (problema 3, § 2, cap. 1) y al construir sucesiones seudoalea- 
torias.

e j e m p l o  4 (construcciones con regla y compás). Sea Pez CS 
(véase el ejemplo 2, § 1, cap. 5) un campo numérico constructivo, que 
es una ampliación finita del campo <Q. Supongamos inicialmente 
que P es sólo real, es decir, todos sus elementos son números reales. 
En particular, el elemento primitivo 0 6 P es un número real (véase 
el ejercicio 13), que puede ser construido (como longitud de un seg
mento) en un número finito de pasos con ayuda do la regla y el com
pás. Esto significa que 0 es elemento del campo

Q (0x, O*,-----   0r)> además, [Q (0„ . . .»  0k) : (6lf . . .
. . . .  e*-x)K 2.

Esto último es comprensible, por cuanto 0* es solución de las ecua
ciones con coeficientes en Q (0„ . . ., 0*_i) para dos rectas, para
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una recta y una circunferencia, o para dos circunferencias. Los resul
tados del punto 1 sobre las potencias de las ampliaciones algebraicas, 
muestran que l© (0lt . . ., 0r) ©] =  2m, donde r. Gomo
©(0)c:©(UA, . . 0r), entonces, por el teorema 2 tenemos
l© (0) ©] =  potencia de dos.

Regresando al P arbitrario (no necesariamente real), también 
lo escribimos en forma de P =  © (0). Ahora el elemento primitivo 
0 =  a +  ib es un número complejo con componentes constructivos 
reales b. Si /  (X) es el polinomio mínimo (con coeficientes racio
nales) para 0, entonces, /  (0) — 0 y /  (S) =  0, donde 0 =  a — ib- 
Esté claro que Q (0, ü) es una ampliación algebraica finita del campo 
©. Sus elementos a (0 +  0)/2 e ib =* (0 — 0)/2 son algebraicos 
sobre ©; también es algebraico el elemento b — ib!2 (véase el coro
lario del teorema 2), por cuanto i2 +  1 =  0.

De este modo, ó  (a, b) es una ampliación algebraica finita real 
del campo © con elementos constructivos a, b. De acuerdo con lo 
precedente [© (a, b) : ©1 =  2m. La irreducibilidad de x2 +  1 sobre 
© (a, b )c  R, significa que [© (a, b) (i) : © (a, t)l =  2 y [© (a, b) 
(0 : ©I =  2m+\  Gomo P — © (0)ci © (a, b, i), entonces [© (0) ©1: 
divide a 2m+1. Hemos demostrado la siguiente afirmación importante.

Si el campo numérico constructivo P es una ampliación algebraica 
final del campo ©, entonces [P : ©) =  2n, para un cierto número entero 
no negativo n.

Este resultado permite responder a algunas cuestiones, planteadas 
incluso por los matemáticos de la antigüedad.

a) ¿Se puede construir (con ayuda de regla y compás) la arista 
de un cubo cuyo volumen es igual a 2 (problema hindú sobre la du
plicación del cubo)? Se supone que nos es dado el cubo de volumen uni
tario. El polinomio xs — 2, cuya raíz es la magnitud de la arista 
buscada, es irreducible sobre ©, puesto que [© (¡!/2) ©] =  3 ñh 2n. 
El problema planteado tiene respuesta negativa.

b) ¿Cualquier ángulo puede ser dividido, con ayuda de la regla 
y el compás, en tres partes iguales (problema sobre la trisección del 
ángulo)? La respuesta es negativa, incluso para el ángulo concreto 
de 60°, por cuanto la constructividad de q> =  20° significaría la cons- 
tructividad de eos q> y de 2 eos <p, y esto no es así. En efecto, según 
el teorema de Moivre, 1/2 =  eos 60° =  eos 3q) — 4 eos aq> — 3 eos q>, 
de modo que 0 =  2 eos q> es la raíz del polinomio f  (x) =  x* — 
— 3x — 1 [XI. Puesto que ± 1  no son raíces de /  (x), entonces 
el polinomio /  (x) es irreducible sobre © (véase el ejercicio 8, § 4, 
cap.6) y, en consecuencia, [© (0) : ©1 =  3 ^  2n.

c) Razonamientos análogos muestran que el compás y la regla 
son insuficientes para la construcción de un polígono regular de n 
lados, para cualquier n natural. Por ejemplo, para n =  7 no es di
fícil convencerse de que la magnitud que debe sor construida 0 =
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360° *=  2 eos—-— es una raíz irreducible sobre Q del polinomio x*-\-x2 —
-  2x -  i !

El genial Gauss , en el comienzo de su actividad como matemático, 
halló las condiciones necesarias y suficientes para n, con las cuales 
la construcción de un polígono regular de n lados es posible. El des
cubrió, en particular, que el número primo n debe ser un número do 
Fermal; n *= 22* 4* 1. La resolución completa de estas cuestiones 
se halla vinculada a las investigaciones del grupo de Galois del campo 
circular (véase el ejemplo 2).

EJERCICIOS
1. Mostrar, quo lo ampliación F P do grado simple, no tiene subcampo

propios P, F). _  _
2. Hallar el elemento primitivo de la ampliación Q (V^P* V í̂)» donde 

p y q son números primos.
3. Hallar la dimensión sobre Q del campo de descomposición del poli

nomio X p — 2.
4. Mostrar, que sobre oi campo P do característica p >  0 para el polinomio 

Xp -  a, se tienen sólo dos posibilidados: ser irreducible, o ser polinomio lineal 
do grado p. (Indicación. Examinar el campo do descomposición F del polinomio 
X p — a. Sea 0 £ F una de las raíces, tal que a ■■ 0p y Xv  — a =* (X — 0)p. 
Si ahora XP -  a «= u (X) y (X), donde u (X) os un polinomio unitario sobre P 
do grado positivo m c  p, entonces, en virtud de la factor!abilidad de F [X] 
se debe cumplir la igualdad u (X) — (X — 0)m. En particular, 0m, 0P £ P 
= *0  € P-)

5. Sea Zp  (Y), el campo de fraccioues racionales de car&cloríslica p. Mostrar, 
que Xp — y  es un polinomio irreducible sobTe Zp (Y), con todas sus raíces 
coincidentes. (Indicación. De acuerdo con el ejercicio anterior, es suficiente
convencerse do que la igualdad X p — Y  — ^X — con ^ |Y],
es imposible.)

6. Demostrar que para cualquier d | n% d <  », tiene lugar la relación 
Xn — 1 =  (Xd — 1) <I>n <X) h j (X). donde hd £ 7. ÍXl- (Indicación. De acuerdo 
con (8), X<* — 1 =  J"] (X). Por eso

e\d
X "_ 1 = (X < f-1 ) [} =  (X) ] | <I>, (X).

a i n*. rfd d n ;  x*Tri;
Queda por referirse a (10),)

7. Sea q un número entero positivo > 1 . Conforme a (10), <1>u (q) 6 %. Mostrar 
que <l>n (4) | (í — 1) =£ n =  i .  (Indicación. Como íbn (X) — [1 (X — e), don
de e recorro las raíces primitivas, entonces, cuando n > 1, todo e #  1 , y, por 
eso, lo distancia, en el plano complejo, del punto q a cualqnior e os mayor que 
la distancia de q a 1 . P o t lo tanto, | <I>n (q) 1 =  n (q — e) >  q — 1 , y q — 1 
do ningún modo es divisible por <DR (?).)

8. Comprobar, que el polinomio circular <Di* (X) — X® — X* 4  X* —
— X4 4  X® — X 4  1, examinado sobre el campo F-, es el producto de dos 
polinomios irreducibles X® — Xa 4  1 y X4 4  X 4  1. Aprovechando esta 
circunstancia demostrar la irreducibilidad de <I>t» (3f) sobre Q, (r-omparar con 
el ejercicio 11 § 1 , cap. 6).
2 S -0 3 9 2



IT .O R I \  FUS LO S C A M P O S  nN H .L O S  Y  M O D U L O S [CA1V 03%

U. Partiendo do la cadena rio inclusiones naturales 
tiP (y) cC P  {//•!) clGF (p:i|) 

introducir el llamado campo límite Qv ~  GK (px>' ), haciendo a 6 ü ; > 0  {a 6 
6 T.K (/;"! I para un « suficientemente grande). Apoyándose en Ifts propiedades 
principales do loj> c a m p o s  l*inilosr d e m o s t r a r ,  q u e  es un campo algebraica
mente cerrado. De oslo modo se obtienen, conyideruuoo el campo de los número» 
complejos C, ejemplos de campos algebraicamente cerrados, rio cualquier enrac- 
loiíslh a.

10. Sea a ,*u . Mostrar, que cuando y  ~ 2, lodos los elementos del campo 
r,; ¿>un cuadra Jes. y para p 7> 2 , los cuadrados del grupo l tI* generan on el el 
siiligni|H) f :;*2 de índice 2, además. — Ker (/, «—»> M ”1)-8).

11. (Al̂  Asililnicberj. Sea T(i un campo finito r ,>u un número impar q — p n
úe <1 tinentos. Si </ 3 ó ,r>. entonce*. «en la circunferencial» x* 4- y* ~  1» n.cibttrfi
un fftthtn n<n coordenadas j \  y cf,,*. Demostrar cstH afirinacióu pura p  >• 5. 
(htflicarión Pasar a la ecuación x2 -\ y'1 — z1 -- 0 , ron x, y, z € i v - Según 
eJ teorema de Clievaiiei (véase el ejercicio A. § 1. cap. 0) el número total .V 
soluciones rio osla ecuación se divide por /;. Hna que no existen soluciones con 
xrtz 0. Calcular enLnires jV. consirieranrio dos casos por separado. Si no 
existe a C ¡, con a- 1 - 0 , entonces, sólo serán soluciones (0, 0 , 0),
(0, n. rfcn), (o, 0, ± n ) ,  n - i ,  2, . . ., j> — l .  y. por eso, AT =  4p — 3 se 
bb 0 (mód /• — 3. si -j- 1 — 0 para algún a £ r p. entonces, N =  
~  \Sp ó r= 0 (mori p) =*> p — ó).

12. ¿Torio elemento priinilivo del c a m p o  es generador riel grupo multi
plicativo F^*? ifttspuesiu: baldando en general, no.)

13. {Teorema sobre H elemento primitivo.)  Sen /*’ =  P  (0|, 8a...........ür>
una ampliación algebraica finita del campo P de característica nula. Mostrar, 
que F = P (0) para cierto (demento algebraico# sobre P. (./ndicnclón. La induc
ción con r e s p e c to  a r reduce el examen al caso do F =  P (a , p), donde a  y P 
son elementos algebraicos sobre P con distintos polinomios mínimos / (a ) 
y g (X).  Sea K el campo de descomposición del polinomio / (X) g (X), tal que

/ (.V) — (A' — ai)  (X — a*) . - . (X  — «„), ce, € X (ai “  a)
g (X ) *  (Ar -  p/1 (X -  pa) . . .  (X -  pmh P; 6 K  (p, -  P).

La irrediicibilidad de f (X)  y rio g (Ar), así como Ja condición chnr P  — U, nos
garantizan (véase el j>. A. § 1. cap. 0 ). que los eloinentos a , ,  pj  difieren de par

Fig. 23
on p a r .  y q u e  le ñ e m o s  In p o s ib i l id a d  d e  c o n s t r u i r  lo s  e l e m e n to s  (P; —  p)'(a — 
— a ,\l f. A'. < -/ 1 . T o m a m o s  u n  n ú m e ro  r a c io n a l  a r b i t r a r i o  c ^  0 , q u e  d i f i e r a  
d e  e s to s  id c m c u lo s  (jn  « u v a  m o n te  la  c o n d ic ió n  c b a r  P =  01) y  h a c e m o s

0 — P T C<X.

Se comprendo, <|ue P  (0) cr P  (a. p t — F .  Los polinomios /  (A") y h  (X) — 
=  g (0 — rA ) £ P  (0) |Ar | tienen la raíz común a . Si a , es también raíz común 
de los mismo* en K t para cierto i Z> 1, entonces 0 — h (a,) =  g (# — m ,), 
i!»- donde 0 — «a, p /  para cierto / ^  1. Poro esto significa, que bien
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c (a  — a^) =  0, o que bien e c- (0 a — p)/(<x — af).  Ain 1»;»?* posibilidades <i? 
descartan en vjrlud de la ob-cción de c y. por lo lauto, .V - a  es el máximo 
romún divisor de los polinomios /. h 6 K  IX). .Pero, de- hecho. /, h £ P (0) [ATI, 
y por eso (véase el p. 3, § 3, cap. 5) m.c.d. (/, h) C P (0) |<Y|. Por Ir» visto, 
X — a  6 P (6 ) 1X1. es decir, a  € P (B) y 6 -  tf - occ € K  (0 ). Kn esU* caso, 
P  (a, P )  P  (  )  y, p o t  consiguiente, P  (  ,  )  ~  P  ( ) .

14. El diluí jo (íig. 23) ilusiva mm de los métodos de trisección de un ángulo. 
0 —■ ip/3. T.ns segmentos OB y CB tienen una longitud igual a I .-Cómo construir 
el punto A si el punto C está dado?

15. Mcdiaute la íonnulación del campo numérico conslniclivn concreto P  
mostrar, que el grado de (CS : Q | es iminito.

§ 2. RESULTADOS PARCIALES SOBRE ANILLOS

Este parágrafo puede considerarse nn pequeño pero útil comple
mento do los capítulos 4 y 5.

1. Nuevos ejemplos de anillos factoriales. En el § 3. cap. «j. 
fue demostrada la factoriabilidad de los anillos euclídeos, a los 
ejemplos conocidos de los cuales se refieren los anillos t  y P |Xl. 
Más abajo se brinda otro ejemplo más de anillo euelídeo, así como 
de anillo factorial no euelídeo.

ejkmpjx) t (anillo de los números gaussianos enteros). Se tiene en 
cuenta el anillo numérico

% m {m +  in I m, /t £ T}, 
contenido en el campo cuadrático (0 ( 0 ^  C, i* +  1 =  0, y geomé
tricamente identificable con el conjunto de nudos (puntos) de lina 
rejilla numérica entera en el plano complejo C. Es claro, que 7 U1 es 
un anillo entero. Definemos en Z Ul* =  7 U ]\ (0) la aplicación Ó: 
1 DI* -vM U {O}, suponiendo ó (m 4  ¿n) — | m. 4  in |2 — m2 4  n* 
(en otras palabras, ó (a) =  N (a) es la norma dol número a en (p (¿); 
véaso ol punto 5, § 1, cap. 5). Como se sabe, ó (ab) — ó (o.) Ó (b)^> 

ó (a) para todo a, b £ 1. DI*, así quo la propiedad (El) de la defi
nición do anillo euelídeo (véase el punto 3, § 3, cap. ñ) se cumple au
tomáticamente. A fin do convencerse de la veracidad de (E2)t escriba
mos la fracción aó“l con 6 ^ 0 ,  en la forma ab~l -- a 4  ¿(i, con a, 
P 6 Q y tomemos los números enteros A*, /, más cercanos a a, p tales,
que a =  fc-1-v, p = Z -h p T | p | ^ ~ .  En loncos

a = b |(& 4  v) 4  i (l 4  ,u))l =  bq 4  r,
donde q =  k 4  ib 6 1 DI, y r =  b (v 4  ¿n). Como r — a — bq, 
también r £ l, DI, además

6 ( r ) = | r P = [ t | * ( v í + |*2) < 6 ( f t ) ( 4 -  +  x ) = T 6 <6>< 6 (6)-
Vor lo tanto, 1. Ul es un anillo euelídeo. |

El anillo de los números enteros de Causa 2 DI es cómodo para la 
demostración, en miniatura, de los métodos de la leoría de ios nú-
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meros algebraicos. Por eso, nos detendremos en las propiedades de 
Z [i] un poco más detalladamente. Al principio, hagamos algunas 
observaciones generales.

1) El anillo íntegro AT, cuyos Ideales son todos principales, o sea,
tienen la forma xK, se llama anillo de ideales principales. Todo anillo 
euclídeo es un anillo de ideales principales. Para Z y P IX], esto fue 
establecido antes (véase el corolario del teorema 5, § 2, cap. 5), 
y para leí caso general la demostración es totalmente análoga si j  
es un ideal del anillo euclídeo K y entonces, /  =  aKt en cuanto 
a 6 J y para todo / .  |

2) Sean, K un anillo euclídeo arbitrario con función ó (véase el 
punto 3, § 3, cap. 5) y U (K) el grupo de sus elementos reducibles. 
Entonces,

u £ U  Ó (¿i) — Ó (1) <=> ó (uz) =  Ó (x), Vx 6 K \  (1)
Efectivamente, de acuerdo con (El), 6 (x) =  ó (l-x)!>  8 (1) para 
todo }x £ K*y y, si u £ (J (K)y entonces, 8 (1) =  ó (u*u~1) '^  8 (u), 
así que 8 (u) =  8 (1). Recíprocamente, en correspondencia con la 
observación 1), 8 (ux) =■ 8 (x), Vx £ K* =$>- uxK =  xK  => x =  uzv 
=>uv = l= $ - u £ U  (K).

El empleo del criterio (1) con respecto al anillo Z [i] significa 
que tn +  In 6 U (Z Ü\) +  n* =  1. Por lo tanto, £/ (Z [i]) —
=  (O, es un grupo cíclico de orden 4.

3) El ideal /  del anillo K  se llama máximo, si /  ^  AT y todo ideal 
T, contenedor ríe / ,  coincide coa K o J. En el anillo euclídeo K 
la propiedad del elemento p £ K de ser primo, ¿s equivalente a la con
dición de que el ideal pK sea máximo.

En efecto, sean, p un elemento primo, y pKcz T a  K t donde T 
es un ideal en K. De acuerdo con 1) T =  aKy y, como p £ 7\ enton
ces, p — aft, donde uno de los elementos a, ó, es invertible. Si 
a £ U (K), entonces, T =« aff ** AT. Sí ó 6 f/ (AT)* entonces, T — 
=  aK =  abAi — pAC. Recíprocamente, sea el ideal pAT máximo y 
p =  con a $ U (AT). En este caso aK ^  K y pAT c: oAl =► pK  =  
=• #/£ a — pu ■=* aóu =>- bu ^  i. ^  b £ U (K) =&• p es un ele
mento primo.

Veamos ahora que pasa con el número primo p £ Z en el anillo 
Z DI. No se exluye, que p quede como elemento primo en Z DI, pero si

r

esto no es así, entonces, sea p =  fl p* su descomposición única (se-

gún el teorema 4, § 3, cap. 5) en r factores primos p* (r >  1). Con
forme a 2), 8 (p*) > 1 ,  así que, de p* — 8 (p) -  118 (p*) y de la 
factor labilidad de Z se deducen, necesariamente, las igualdades 
r =  2, p =  piPa, 8 (pj) =*» 6 (p*) — p. Si pj =  /n +  lny entonces, 
p =  8 (pt) =  /na 4- =  (m H- in) (m — ¿n) =>- p« =  m — in. Y
bien, si el numero primo p £ Z permite una descomposición no trivial en
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Z  [íl, e n to n c e s
p =  (m -f in) (m — ín) =  ma +  » \  (2)

donde m 4* m, m — m v fon elementos primos en Z (íl. J
En particular, 2 =  (1 +  i) (1 — ¿) no es elemento primo en

2. [i]. Observemos, más adelanto, que í1 =  0 6 1 (mod 4) para cual
quier t £ 1 . Por eso, para un número primo impar p t que no es primo 
en Z [il, el criterio (2) lleva a la conclusión:

p  =  m* +  n1 s O ,  1 6 2 (mod 4) =►■ p  »  4k -f 1.
Cuando p 4A: +  1, hagamos í =  (2fc)l. Como, evidentemente, 

t =  (-1)** (2*)! =  ( -1 )  (—2) . . . ( - 2 k) ^ ( p  -  1) X 
x (p -  2) . . . (p -  2*) * ( ( p  +  l)/2) . . . (p -  2) (p -  1) x  
X (mod p), entonces

ía s (2 * )I  ((p +  l)/2) . . .  (p -  2) (p -  1) s=(p -  1)! (mod p), 
o, teniendo en cuenta el teorema dé Wilson (véase el final del § 1, 
cap. 6), í8 +  1 = 0  (mod p). Si ahora p es un elemento primo en 
£ [íl, entonces, de la igualdad (t -f* 0 (í — i) — ía -f 1 =  2p, í €Z» 
según el teorema 1, § 3, cap. 5, se deduce la divisibilidad por p  de uno 
de los elementos t +  i, i  — i. Pero, í ±  i »= p (m +  in) ±  1 -  
=  pnt n g  Z, lo que es claramente imposible. Hemos demostrado la 
afirm ación siguiente.

El número primo p £ 2  queda como primo en Z [í], $1, y sólo stt 
p = 4 A - l .

Cualquier número primo p =  4/r +  1 es expresadle en la forma 
p =  m* -H n2, donde m, n € Z. |

Do aquí, con relativa facilidad, se extrae el teorema teórico- 
numérico general.

t e o r e m a  i. El número t £ Z ee expresadle en forma de suma de 
cuadrados de dos números m, n £ Z si, y sólo si, en la descomposición 
canónica de t en sus factores primos, coda divisor primo p 4& — 1 
figura con exponente par.

En efecto, como agregado a los hechos quo conocemos, es sufi
ciente mostrar, que el m.c.d. (m, n) =  1 p p | (m* +  na), entonces, 
p =  4/c +  1. Esto es suficientemente claro: m.c.d. (m, n) =  1, 
m9 +  na b  0 (mod p) mn 0 (mod p) mp”5 es 1 (mod p), 
n2 a— — m* (mod p) => (77ip“2n)t =  s  — m*p’2 s  —
—1 (mod p). De este modo, existe un número entero s £ I, tal, que f f e  
ss — 1 (mod p), s4 s i  (mod p). Por lo tanto, el grupo multipli

cativo Zp do orden p — 1 se divide por 4 y p 4& 4- 1. |
De acuerdo con la observación 3), que p Ak — 1 sea primo en 

Z U) es equivalente a que sea máximo el ideal p Z [i], lo que, a su 
vez, se expresa mediante la propiedad del anillo cociente 2 [illpZ (i] 
de ser un campo de p 2 elementos (véase, en relación con esto, el ejer
cicio 14, § 4, cap. 4, y los teoremas sobre el i&omorfismo para 
ios anillos en el punto 2). Esto no es sorprendente, si se toma en
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consideración, que cuando p =  Ak — 1, ol polinomio X2 -f i, exa
minado sobre Zp, es irreducible.

KJit tii 'U) ‘¿ (ampliaciones polinámicas de anillos factoriales)* A h o r a  
se  m o s t r a r á ,  q u e  lo s  a n i l l o s  d o  l o s  p o l i n o m i o s  ¿  [XA, . . X „ ]  y
P  [ X x, . . . ,  X „ !  ( P  e s  u n  c a m p o )  .son f a c t o r i a l e s  p a r a  c u a l q u i e r  n .  
E s t a  i m p o r t a n t e  a f i r m a c i ó n ,  s u r g e  i n m e d i a t a m e n t e  d e l  t e o r e m a  
s i g u i e n t e ,

ri-.oiu.MA a Si el anillo K es factorial, también lo será el anillo 
de los polinomios K IX l.

nwMosTitACiuN L a  d e m o s t r a c i ó n  s e  b a s a  e n  l o s  p r o p i e d a d e s  d e  l o s  
a n i l l o s  de los p o l i n o m i o s ,  a d j u n t a s  a l  l e m a  d e  G a u s s  ( v é a s e  § 3, 
c a p .  5 ) ,  P r e c i s a m e n t e ,  n o s  s o n  n e c e s a r i a s  l a s  d o s  p r o p i e d a d e s  s i 
g o  i c n l e s .

a) Los polinomios primitivos L g £ K IX], asociados en Q (K) íXI 
(Q (X), que es el campo de relaciones del anillo factorial K), son 
asociados en K |.VI (un ejercicio fácil).

h) El polinomio i £ X |Xl de grado positivo, irreducible sobre K , 
también es irreducible sobre Q (K) (la demostración en ol § 3, cap. 5 
para K ?\ sirve para el caso general).

Pasando inmediatamente a la demostración del teorema, escriba
mos el polinomio / 6 K (XI do grado positivo, en la forma /  =

d (/) / 0, donde d (!) es el contenido de f, y / 0 es el polinomio pri
mitivo. Por inducción con respecto al grado de los polinomios pri
mitivos, obtenemos la descomposición de /„ en ol producto f Q —
— /j . . . /j, de los polinomios primitivas /lf . . ., irreducibles 
sobro K. Sea /„ •-= gx . . . gt otra descomposición semejante más. 
Entonces, de acuerdo con b), j t y gj son irreducibles sobre Q (K), 
y, por cuanto el anillo Q (K) IX \ es factorial (corolario del teorema 4, 
§ 3, cap. 5), s -- t, y, paro un ordenamiento debido del polinomio 1} 
asociado con en Q(f<)\X], y, por consiguióme (sogiui a)), cri 
Á' (XI. En lo que respecto al polinomio / con contenido d (f) irredu
cible en K , entonces, tomando también la descomposición de d (f) —
— Pi • • • Pi en factores primos £ K, llegaremos a la descomposi
ción do /. La unicidad do tal descomposición (en su concepción 
habitual) se deduce de ln recientemente establecida unicidad do la 
descomposición /„ y de la factorizabiJidad de que responde a la 
unicidad de la descomposición d (f) — p, . . .  p r. g

Tienen lagar las inclusiones rigurosas

f anillas  ̂ í  anillas de idea-  ̂ ( anillos 'I
l eui lidfos / \  les principales / l factoriales ’

La primera inclusión nos es conocida (véase ha observación (1)). 
Existen ejemplos (que no ponemos), que indican su rigurosidad. Para 
demostrar la sogunda inclusión, examinemos en el anillo de ideales 
principales K, la sucesión creciente, do ideales (dA)c: (d^)c: . . .
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Se comprueba inmodiaUmenla, que D = IJ (.*/,■) es mi ideal en K.
Por consiguiente, D — (d), d £ D. Por definición, d <F i//.,,) para 
cierto w, de donde, (d,tt) ~  (d,„ 11) *" • • • La eslalnli/.acióii, en el 
paso Final de la cadena creciente de ideales conlleva la ruptura de 
la cadena de divisores no invertibles d*y d :,, . . . con d¡ \ d y,
por lo tanto, la existencia do la descomposición en K en elementos 
indescomponibles. La unicidad de la descomposición en i< o-s con se- 
cuejicia do las mismas causas (a, b) &aaK -| bK ~ dK ■— (d) =>• 
=>- d =  m.c.d. (a, b) =  ax by, Los razonamientos posteriores 
repiten la demostración del teorema 3 (ii), § 3. cap. 5.

Los ideales (2, X) en ¿ 1X1 y (A'. Y) en R IX, VI nu son princi
pales (véase el ejemplo en el punto 3, § 2, cap, ó). Al misino tiempo, 
do acuerdo con el teorema 2, los anillos T |Arl y IR |A\ V'l son facto
riales. Con esto, la veracidad de la cadena (3) queda establecida.

Los anillos de ideales principales, son interesantes desde un punto 
de vista puramente algebraico, por cuanto ellos so caracterizan por 
las propiedades do talos objetos naturales, como los nádeos de homo- 
morfismos. Por otra parte, los anillos enelídeos son rnás cómodos 
para la investigación, en virtud de que on ellos .se encuentra el 
algoritmo de división con resto.

2. Estructuras teórico-anulares. Ya disponemos de un arsenal 
considerable de tipos de anillos y de medios que permiten construir 
nuevos anillos, a partir de un cúmulo dado de ellos. Sirven de ejem
plos. las estructuras dol anillo de las matrices M n (X), del campo de 
relaciones Q (K) y del anillo de los polinomios K |A’,. . . ., Xnj, 
donde K  es un anillo conmutativo (entero, cuando Q (X)). Es útil 
considerar también, aunque sea brevemente, los análogos teórico- 
anulares de los hechos comunes sobre los hoinomorfismo.s, que fue
ron establecidos para los grupos en el cap. 7. Las demostraciones, 
por regla, no se diferencian en nada del caso de los grupos, y se 
dejan al lector en calidad do ejercicios.

Al teorema fundamental sobre Los homomorfismos para Jos ani
llos (teorema 2, § 4, cap. 4), lo complementaremos con dos teoremas 
sobre el isomorfisnio.

t e o r e m a  3. Sean, K un anillo: L un subanillo: J un ideal en K. 
Entonces, L  -+- J  — {x 4- y I z  € L, y £ /}  es un subanillo en X, 
contenedor de J  en calidad de ideal, L f| /  e$ un ideal en L. La apli
cación

<p: x + J  x -i- L f| x £ L,

realiza el isomorfismo de los anillos:
(L 4- J)¡J ** LiL f|

d e m o s t r a c i ó n 1. Las dos primeras afirmaciones son totalmente evi
dentes. En lo que respecta a la última, es necesario examinar la Jim i-
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tación 7í0 =  n | L del epimorfismo natural jc: K -*■ KIL. Su imagen 
Im n0 se compone de las clases adjuntas x +  A o sea,
Im =  (L +  J)/J. El núcleo Ker n0 del epimorfismo ji0; L 

(L +  J)fJ está integrado por los elementos L, para los cuales 
x -f /  — / .  En consecuencia, Ker ji0 =  L fl / .  Según el teorema 
fundamental sobre ios homomorfismos, la correspondencia ji0:x + 
+ L fl /  -*■ «o (*) =  * +  /  establece el isomorfismo LIL ( ] J zé 
sé (L + J)U.  Queda por observar, que q) — I

Hemos efectuado este razonamiento, copiado de la demostración 
del teorema 2, § 3, cap. 7, a fin de subrayar el paralelismo total con 
la teoría de grupos.

teorem a 4. Sean, K un anillo; J y L subanillos del mismo, ademásy 
J  es un ideal en K y Jcz L. Entonces, L =  LfJ es un subanillo en 
KU y ji*: L-+  L es una aplicación biyectiva del conjunto Q (Ky / )  
de los subanillos en K t contenedores de / ,  en el conjunto £2 (K) de 
todos los subanillos del anillo K. Si L (Ky J), entonces, L es un 
ideal en K si, y sólo $iy L es un ideal en K y además

K/L ££ KIL = (KIJ)I(LÍJ).

d e m o s t r a c i ó n . Este es un ejercicio sencillo (véase la demostración 
del teorema 3, § 3, cap. 7). |

corolario. Sea K un anillo conmutativo con unidad 1. El ideal J  
es máximo en K si, y sólo si, el anillo cociente KU es un campo.

En el conjunto de ideales del anillo K están definidas las opera
ciones siguientes

suma: A  +  A  =  +  x2 [ x* 6 A}>
intersección: J x f) A  “  {x | x fj A* x £ AK
producto: A A  =» { ¡̂ xu x2i\xhi £ J h] <= Afl A-

También se puede hablar sobre la suma, intersección y producto 
de cualquier número finito de ideales, siendo legitima la afirmación 
siguiente.

proposición Si en el anillo K con unidad, tienen lugar las igual
dades

J  +  J k =  K, h =  1, . . ny

para los ideales J % J x, . . ., Jn, entonces, también son correctas las 
igualdades

j  +  A  n a  n - • • n a  =  ^  ^  +  a  a  ■ • • A*
DEMOSTRACION Gomo A A  . . . A  CZ J y  f) A  fl • • - fl A *

consecuencia, es suficiente establecer la igualdad / - f  A A  • * • A  ■* 
=  K. Para n =  1, ella es exacta por condición. Para n =  2, te-
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nemos
1 =  i* =  (Xl +  Ui) (x2 +  Vt) =  x +  \jly1%

donde xlf x2x 6 / •  í/i € /i-  Por lo tanto, 1 £ J  -i- J XJ 2 y K =  /  +  
+  J \ J f  Luego es evidente la inducción con respecto al núme
ro n. ■

Sean, Ai» • - .» An, una familia finita de anillos, K  =  Kx X . . .  
. . .  X Kn, el producto cartesiano de los conjuntos. Introduzcamos 
en K la estructura de anillo, definiendo la operación de suma y mul
tiplicación por componentes:

(*i. . . ., zn) +  (ya, . . yn) = (*i +  ifi..........xn +  yn);
<*i» - . xn) • (|flt . . y„) =  • • •» xnyn).

Llegamos a la suma directa exterior K — Aj© . . . 0  An de los 
anillos Cada uno de los componentes de K t es una imagen para 
el epimorfismo it|: K  -► A/, jij: (¿ti, . . ., X») x i7 1 ^  n. 
Si, luego, / |  =* {(0, . . x iy . . 0) | x¡ g Áf), entonces, qé
es. A*, J t es un ideal en A, y A — J x •+• • . • +  /«-

Sea ahora K  un anillo con ideales / a, . . ., además, A 
=  / !  +  . . .  +  A  y A  f l ( 2  A) =  0, 1 <  k ^  n. En esto caso»
A =  . . .  0  / n, es la suma directa interna de sus ideales J h.
Al igual que en la teoría de los grupos, la diferencia entre las sumas 
directas internas y externas de los anillos es puramente teórica-de con' 
junto y no tiene sentido reflejarla en las designaciones.

3. Aplicaciones teórico-numéricas. La propiedad universal de 
las sumas directas, consiste en que, si S — Aa0  . . . ©An y K es 
un anillo cualquiera con los homomorjismos dados q>t: A K¡, existirá 
un único homomorfismo q> =  (q>A, . . . .  <pR): K S, con núcleo 
Ker 9 =* D Ker <p¿, que hace conmutativos los diagramas triangulares

S

&

K V *~ Kl
para i — 1, . . ., n . Apliquemos esta afirmación evidente al anillo 
A con 1 y con ideales J l9 . . .»  / n, y a la suma directa

S *  AV/j© . . . ©A//*.
Haciendo 9*: K~-+K¡Ji =  A|, obtendremos el homomorfismo

9 í í ^ ( i  +  ; 1, . 1 . , i  +  Jn) (4)
del anillo A en S  con núcleo Ker 9 =  J x f| • * • íl

t e o r e m a  5 (teorema chino sobre los restos). Si en las condiciones 
indicad más arriba, K es un anillo con unidad y J t -f =* K paro
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I t =?*= / $T /i, entonces, la aplicación ip (vóasc (ó)) es un eptmor- 
! tinto.

dí-mosti! \(,n¡\. Necesitamos convencernos de que para cuales
quiera elementos a:,, . . . .  xn £ K dados, exis tirá  un  x  £ K> para 
el m a l  cf 4  J , — x -i- o sea. x — xi £ i — 1, 2, . . n.
Para a •= I esto es evidente, y paro n — 2 tom amos Jos elementos 
u, a¿ £./.», pftrn los que ~r a.2 " 1, y hacemos je ^  \
| Entonces,

x -  r, -  (r ,tf2 | ./y/,) - J J j  (a, -|- <'/a) =- (x2 - * , )  al £ J 
x x.¿ -  iii'ia.» jy / i )  — x¡ (Ai -■ a*) -  (>, — ^ 2) a¿ £ /*•

Lítelo, razonamos por ¡mi acción con respecto a n. Sea que ya lia lla
mos ol elemento y , para oJ cual y — o?/ 6 ^ ’i. ¿ — 1, 2 ,  . . . .  n — 1. 
Como, por condición, J ¿ -|- / „  — K s 1 i n — l T entonces, de 
acuerdo con la proposición del punto 2, f| . . • fl Jn-i +  Jn =  -K. 
Aplicando el caso analizado n — 2 a los ideales J\ f) • . . fl Jn-u 
/ ;i1 y a los elementos y, lia liaremos x £ K . con x — y £ J y fl
n • • • n ^ - ■*„ z Jn. Pero, X -  y 6 fl • . • fl / « - i  => x  -■ 
— y £ Ji* 1 ^  / CÍ n - 1. Tomando en cuenta la elección de y,
0 Id encino?

x -  x, - (.r — y) -t- (y — u /) 6 / o 1 ^  i <  n — 1.

Por lo tanto , el elemento x satisface todas las condiciones requeri
das. |

lili el teorema 5 asi como en lodos los razonam ientos que lo pro
ceden, eJ anillo K no se suponía conmutativo . Sea, luego, K un 
anillo integro, y a ,,  . . a„, sus n de elementos primos entre  sí de
dos en dos, o sea, atK } ajK — K para i ^  ] {on el anillo factorial 
A\ osla definición concuerda con la do imlivis ihil idad, ob tenida de 
la descomposición do a¡ en sus Tactores primos). Escribiendo la inclu
sión x ~x¡ £ a¡K cu forma de comparación con respecto al módulo 
del ideal principal atf \ , como de costumbre, uti lizamos la notación 
x a s  x¡ (mod a¡).

couoii \k io i Sean. K. un anillo integro. y a , , . . , ,  a,n aun ele
mentan primos entre ni de dos en dos. Entonces, para cualesquiera,

. . ., xl; £ A\ existirá un elemento x C K tal. que x s  x t (mod a¿),
1 - 1............«. |

ooitoi.Aitfo L* «Vea n un mi mero natural, con la descomposición canó
nica n p"'' . . . ¡>‘"r Zjv — Lfn'l, el anillo de la clase de restos 
respecto al módulo n , y / (Zn) el f>rupo multiplicativo de sus elementos 
invvrl ib les. Entonces:

(i) ZT1 =  Z TUl í )  . . . ®  Z tH (suma directa de anillos);i> v r
(ii) i ' (Z„) (■ (Z TOj  x  . . .  X U (7* m ) (jjroduclo directo de gra-

p  p Tpos).



* -1 R E S U L T A D O S  1J A IU ,J A L E S  S O B R E  A N IL L O S m

DFMosTRAcroN. (i) SuslHuyendo en (\) n por r. haciendo K —
Ji — p™1 í: y S  — Zj/pi 0  . . .  0  llegaremos al homomorfisino
<j>: V, —* S y con núcleo Kcr <f« — f| J i ~  n í . Que «p sea epimorío se 
«lodiico riel teorema 5, por r-naulo el in.c.ri. (///, />,) — 1, para i =/= j .

(ii) Gomo on la suma directa arbitraria K - A", 0  . . .  0  A r los 
componentes Kt se anulan cutre sí: K J<¡ 0, i /, entonces, inme
dial amonte de la definición de elementos inverlíbles se deriva que 
U (K) — U (K{) X . . . X f/ (Ar). Queda por aplicar esto a la 
descomposición (i). |

Observación. De la afirmación (¡i) se aprecia inmediatamente
r

que cp (n) =- F| <p (//"*)• y» como q> (//") — pm~x (p — i), se obtiene
<=i

de nuevo la fórmula para los valores do la función de Moler (véase 
el ejemplo 1» punto 4, § 1). Mi orden rio un elemento de un grupo 
finito, os divisor del orden del grupo, por eso

^  \ (inori ti)

para cualquier número entero o, primo éntre sí con n (generalización 
del pequeño teorema de Mormat, conocido bajo el nombre do teorema 
de Eulor).

A fin de comprender definitivamente la estructura del grupo 
/ ’ (ZUK on virtud del corolario 2, nos es suficiente aclarar el caso 
/* — />*'*.

teo rem a  o Sea m un número entero positivo.
(i) Si p es un número primo impar, entonces. ü  [Zrm) es un grupo 

cíclico.
(¡i) Los grupos U (Z¿) y U (Z4) son cíclicos de orden \ y 2, res per t i- 

vuiuenle, al mismo tiempo que t T (Z.,m), m ^  3, es el ptoduclo directo 
de un grupo cíclico de orden 2W"2 por un grupo cíe tico de orden 2.

dem ostrac ión, (i) Por definición, el número entero t , primo 
entro sí con n , tiene el orden r con respecto al módulo //, si | < i 
| n i )  | — r, o sea, lr =  1 (ntod /?), th ^  1 (mnri n) para k <C r. 

Cuando r  =  <p (/t) se bable sobro la raíz primiUoa (o prototipo) l 
respecto al módulo n. Habitualmenle t se toma de un sistema de ros- 
ios 0, 1, . . n — 1 respecto al módulo n, expuesto, poro noso
tros no fijamos ningún sistema de restos.

De acuerdo con el teorema 5, § 1, el grupo Z* // (Z;j  es cí
clica, o sea, existo la raíz primitiva an rospecto al módulo p. Como 

Uq (niod />), entonces, también el número entero a 
será raíz primitiva respecto al módulo p. Por otra parte, «p“1 — 
— 1 (rnod />w). En consecuencia, la clase ad

junta a — a -b pm Z engendra en V  (Z7,m) uu «ubgrupo cíclico de 
orden p — 1.
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Luego,

(l + p)*“ 2  ( f ) p , =  l + Pz + T < P - i )Pa+ ' Z  ( t )?'•
<=~0 i>3

Como p >  2, entonces, (14- p)p h  14- pz (mod p3). Presuponiendo 
por inducción, que (1 +  p)*3 = 1  +  P*+l(mod p,+2)l hallamos

(1 +  p)v’*' =  II +  (1 +  sp) pi t i )r =  s  ( f ) í1 •+■ */>)* P<i+I>i =
i=0

=  1 -i- (1 +  sp) P>+* +  ~  (p - 1 )  (1 +  sp)* p«>+*>+‘ +  ..  •

de donde, (1 +  p)pj 1̂ *  1 +  (mod pi+3). En particular, (1 +  
+  p)pm~l «  1 (mod pm), poro, (i_+ p)pm-2a=l -f- pm_1 =  1 (mod pm) 
y, por lo tanto, la clase adjunta b =  1 *f P +  PmZ con representante 
b = 1 ~  P, engendra en U (Zpm) un grupo cíclico de orden p"1*1. 
De acuerdo con Ja proposición del punto 3, § 2, cap 4, los elemen
tos^, b primos entre sí de órdenes p — 1, pm”1, engendran el grupo
cíclico Cab) de orden pm~x (p — 1) =  q> (pm) — | U (Zpm) |.

(ti) Con los grupos U (ZJ y U (Z4) está todo claro. Cuando m >  2, 
partiendo de la comparación trivial 5 sa 1 +  2a (mod 2*), por induc
ción con respecto a /', se comprueba fácilmente, que

5** as 1 +  #♦* (mod &**).
En particular,

5,*-3 k 1  +  2™-1 qk 1 (mod 2m), 5*m'* 1 (mod 2m ),
así que 5 tiene orden 2m~a respecto al módulo 2m y la clase adjunta 
5 -j- 2T*% engendra en U (Zam) un subgrupo cíclico de índice 2. 
Observemos, que —1 +  2mZ í  <5 -f 2m X ), por cuanto 5' =® 
b  —1 (mod 2m)=£- 5* s  —1 (mod 4) =>* 1 =  —1 (mod 4), es una 
contradicción. Como | {—1 +  2mZ ) | =  2, entonces,

ü  (Z ¡2”%) =  (5 +  2”% > X <— 1 4- 2mZ ) 
es un 2-grupo abeliano del tipo 2) (véase el § 5, cap. 7). |

c o r o l a r i o . Él grupo U (Zn) ea cíclico (o, /o es equivalente, existe 
la raíz primitiva respecto al módulo n si, y sólo si, el número entero 
n >■ 1 tiene la forma 2, 4, pm o 2pm, donde p es un número primo im
par.

EJERCICIOS
1. Demostrar, que el elemento no nulo p del anillo factorial K resulta 

primo si, y sólo si, KlpK  es im anillo integro.
2. Demostrar, que si el anillo íntegro K no es un campo, entonces, K IXJ 

no es anillo do los ideales principales.
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3. Mostrar, que los elementos x +  conx, y £ 7 , <> x — ■*»,
2/4-1— , *, Z^E. componen ol anillo íntegro K. Comprobar, que él es

euclídeo con función (norme en (Q ( Y —3)). Mostrar, que el suba
nillo 1 [Y -~% ]czK  no es siquiera facrorial.

4. Hallar todos los elementos primos del anillo de los números enteros de 
Gauss.

5. Perfeccionar el corolario del teorema 5 en el caso del anillo factorial A', 
para lo cual, Junto con los elementos primos entro sí de dos on dos aXi
introducir los elementos a¿~  f í  aj- Hallar los 6 A, para los cuales bt a  

_  i&i
•s 1 (mod a¿), b¡ s  0 (mod a¿), 1 <  i <  a. Sean aq, . . xrt 6 A. Introducir 
el elemento &i*í y comprobar, que x as x¡ (mod at), 1 i <; n (una
comodidad, apreciable en aquellos casos, cuando se trata de un número grande 
de colecciones xL, . . xn).

6 . Aplicar el ejercicio anterior a los módulos a, =  5 , a« — 9 y a Jos pares 
x •) =  (2,5), (3,2), (3,5). ¿Que se puodo deciT sobre el orden x respecto

al módulo 45?
7. Sea p un número primo impar. Si La comparación x* =• a (mod p) tione 

solución, entonces, el número entero a se llama resto cuadrática respecto al módu
lo p% en caso contrario, no resto cuadrdttco. E i símbolo de Legendre J so define 
por la relación

Í 0 t si <i^ 0  (mod p),
t, si (mod p), es resto cundrálico,

— 1 , si a ^ O  (mod p), es no resto ruadr;ítico.
Mostrar, pue ( - ^  ) =  1 <?=> a +  pZ £7*2 !/ ( - j )  =  a (,„„(! íA_

Luego, ( $ ) « ( ! )  ( | ) y e l  número do restos cuadráticos en el sistema
reducido 1, 2, . . p — 1, coLncide con el número do no restos. Comprobar, 
para los pequeños números primos impares p y 7, oí cumplimiento de la ley 
cuadrática de reciprocidad

p - i  *7-1

demostrado en general (de muchos maneras) por Gauss. Extraer del ejemplo
p-j

l en el punto 1 , U relación =  (—1) 2 .
P¿-1

8 . Demostrar (en términos del ejercicio anterior), que ( —) — (—-J) a ,
o sea, 2 resulta cuadrado respecto al módlou p exactamente entonces, cuando

fi — ± 1  (mod 8). (Indicación. Haciendo hincapié en el ejercicio 9, § 1, examinar 
a raíz primitiva a  do potencia 8  de 1 en el cierre algebraico Qp do) campo Fp. 
Como a 4 =  —i, entonces, a 4 +  a *2 =  0; además, a® =  —a, a ”& =  —a -1.
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de donde. rC' \ — (a - -  a " ') .  Haciendo {) - a  | a -1, lendivmos:
P2 — a 'i ; «-2  2 - 2 , n>í que ^  ± \  (mod 8) [V/J =  op ■+■ a"í» — a  -{

ji-1  f '- i
.■a-' f ) ~ l  pp-‘ ■ (p4) 2 — ¿ 2 *■ > ( ^ )  - 1- Análogamente. P x

r  zfc ó (m oil *> ai*  -  a - *' — a ft I- a -fi — — ( a - f -  a -1 ) — -

\) (compliMiuMiUi del punto 5, § 2 , cap. d). Sea / (.V) — /  (. . x tJ. . . ) 
ijii |.iuJjíioiiiM> un nulo con coeficientes on o en algún campo, (lo «2 variables 
independiente:'» f  A‘, I ^  i, > ^  i». considerado como función de la matriz 
A í)oiiMsirai. (pío si /  (XV) -- f (X ) I (Y) para lodos los A’ , Y £
£ M ti (A'), oiiliiuiro*. i (Ai - (det A)m. donde /«. os algún número entero lio 
negativo. !•-«• p .u ló u la r , i (A’i del A, ¿i y (diag (a*, 1, . . . .  1)) =  x. (I ndica-

m
ción. Si n -■ 1 v / (./) - V  tifX*. =*= 0, cu lonco?

.¡~"l
m

i  i-ry) =- T  — / {*) I Uf) =  (ar) ( V  a )
r  i íu=i

donde j-, //, son variables iiidc|xmdiutries. La igualdad do Jos coeficientes de y m 
muestra. que ahtxm -■ / (r) «m y, por lo lauto, / U) — -rm. Si ulioru, en el c>.iso 
general se hace g (r) — j  ( s -E)  enlom es, g (su) — g (.*) g (y). De aquí y <lo 
íu legitimidad de la afirmación cuando n -  1 se deduce, que g (a*) — xs. Como 
X ‘\  ' — (det X\-Í¿.  entonce?.

I (Y) / ( Y •) «  / ((det X) E) -  g (del A) -  (del A)4.
Toro, / (A'). /  (A ‘ ) y dot A*, son polinomios (k»,r,y, 1 ^  i, j  n, además, dol A 
es irreducible (véase el ejercicio 7, § 3, cap. 5). Sogún el teorema 2 sobre la 
íiictonznbilidad dol anillo de los polinomios de cualquier número do variables 
/ (A) =  r (del X)m. c os 1í\ constante, además, f (X Y) =  f (X)  /  (V) r* -  c 
y como c ^  0 , ou toncos. c 1.1

10. Mostrar que td aulló  Qyi (?) de lodos los números racionales a;b con 
no divisible por un número primo dado p (véase el ejercicio 0 , § 4, cap. 5), 
contiene el ideal máximo único

J — (a-b € Qm  (?.) \ f> divide a «}.

Todo anillo tpi<‘ pos<‘a un ideal máximo único, se denomina anillo local. (Indi  
ración. Ks evidente, que J  es ideal propio en (?). Si c'd entonces c £ //7, 
y en consecuencia, rf c (S). Esto significa, que cualquier ideal L, obteni
do de J  medíanlo el agrifado  de por Jo menos un elemento c/tf, contieno \  -  
— cfd 0  d e y. por lo visto, coincide con (S).

11T Mostrar que en cualquier anillo local K  con ideal máximo it>. Jos ele
mentos que no pertenecen a ¡n son reversibles.

12. El ideal ft del anillo K  con unidad se llama primo, si el fnctoraiiillo 
K:l{ es de integridad. I odo ideal máximo es primo. El complemento M  — K  I lt 
n H en el anillo A', es un sulvccnijtito im iltiplicalivo Jim monolde que no con
tieno 0 ) -El  anillo <?jV (A) en estas condiciones también se designa por medio 
del símbolo M 'A' i», soncillámenle, K R . Moslrar, ipio el anillo K p  es siempre 
local y que su ideal máximo tnH se compone tic primos del lipo de a !b. domb 
n 6 H y h £ K \ li. Moslrar también, que ntfi H K  =  H.

í.aOperación del paso de K  al anillo local ATj? se llama localiuuiún del anilla 
A* con respecto al ideal primo R.
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§ 3. MODULOS

El concepto de módulo sirve de portador do un principio funda
mental, elaborado en el álgebra hace medio -iglo. Este principio 
consisto 011 que, objeto de estudio do cualquier sistema algebra ico 
debe sor no sólo las propiedades internas de este sistema, sino tam
bién todas sus representaciones (en ol sentido más amplio de osla 
palabra).

1. Informaciones iniciales sobre módulos, romaneemos con la 
definición clásica. Sean, A', im anillo asociativo con unidad, y I , 
un grupo abeliano escrito aditivamente. Sea, luego, dada la aplica
ción (r, r)»—► x v  de K x  Ven V, que cumple las condiciones:

(Mi) x iu -h v) ^  jcu — ai\
íM2) (a -| //) v — yr?
|M8) (xy) v ^  j  (///'),
ÍM4) \-i> = v

para todos los x> y £ Á\ w, v £ V. Entonces V se llama K-módulo por 
la izquierda (o módulo por la izquierda sobre el anillo A). Análoga
mente se define el A'-módulo por la derecha. En adelante, hablaremos 
.sencillamente sobre ol Á'-módulo, aunque en algunas situaciones am
bas variedades de módulos aparecen juntas.

El axioma (M4) (condición de la unitariedad del módulo), evi
dentemente, es superfino, si el anillo K  no tiene unidad. Resulta 
más esencial el hecho de que son posibles modificaciones del axioma 
(M3), adaptadas a algunos anillos no asociativos. Un ejemplo de 
módulo sobro un anillo no asociativo se da al final del parágrafo 
siguiente. Por e) momento, partiremos de la definición dada más 
arriba.

Sea V un A-módulo. El subgrupo ( r c : V se llama subtnódulv 
en E, si xu £ U para todos los x £ K, L\

Sean, luego, i r y V dos A'-módidos arbitrarios. Se llama homomor- 
ftsina del K-módulo (o, sencillamente, K-homomoijLsmo) de l en Y. 
ía aplicación cr: C V, tal, que

a  (ux |- «-a'l =  cr («i) r  G íu.¿). 
a (xu) — xa (u)

para todos los u.!, u £ l \  v £ K. Se comprueba fácilmente, que 
Kcr a =  {u f  U \ a (u) =  0} es K módulo en i \  y la imagen Im o 
es A'-uiódido en V.

Con lodo submódulo U c” V sobre A, se asocia el módulo cociente 
V'U  =  {u 4- V | v £ T7} (grupo cociente de un grupo abeliano adi
tivo) con la operación K % definida según la regla

x (v — (7) =  tu -j- ? .
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L'l teorema fundamental sobre los homomorfismos y ios dos teore
mas gobrc los isomorfisinos, que demostramos para los grupos (§ 3, 
cap. 7), y luego para Los anillos, se trasladan literalmente, con pe
queños cambios en las demostraciones, a los módulos.

Luego do) § 2, cap. 7, donde se examinaron los axiomas del tipo 
(M3), (JVI4), y luego del fundamental cap. 8 sobre las representaciones 
de grupos (axiomas (MI), (M3), (M4)), los ejemplos de AT-módulos 
que expondremos, es poco probable que provoquen la sensación 
de novedad. No obstante, vale la pena considerarlos y compararlos 
entre sí.

1) Todo grupo abeliano A es ¿--módulo. Precisamente, la apli
cación (n, o) >—»> na do T x A en A , satisface todos los axiomas 
(MI) — (M4). Mirar los grupos abolíanos como módulos sobre 2 
rosulta muy útil.

2) lodo grupo aboliano A es módulo sobre su anillo de endotnor- 
fismos End /I. Por definición, End A so compone de todas las aplica
ciones <p: A ->■ A que cumplen la condición cp (a -f a') =  <p (a) +  
-r cp (of). Las operaciones de suma y multiplicación, se introducen en 
End A ele un modo natural: (<p +  i|?) (a) — <p (a) -f (a), (q>\|>) (a) =  
— cp (i|: (a)), 1 (r) =  x, 0 (x) =  0. La aplicación (<p, a) qj (a) de 
End A X A en A dota, evidentemente, a A de la estructura de End A- 
módulo.

3) El espacio vectorial V  sobre el campo P es, sin duda, P-módu- 
lo. Si además nos es dado el operador lineal Jt: V  —* V, entonces, 
le otorgamos a V  una estructura de módulo V sobre el anillo de 
los polinomios P IX], haciendo,

/  (A ) v =  /  (A)  v =* rx,Qv -b a^A v  +  akA hv
para cualquier v £ V  y cualquier polinomio /  £ P IX], Los axiomas 
(MI) — (M4) se cumplen, por cuanto, juntamente con A  el opera
dor j  (A) también será lineal, y

(te)W ) =  / W ) í M )
(propiedad universal do los anillos de los polinomios; véase § 2, 
cap. f>). Los subespacios invariantes servirán do submódulos en 
Y A diferentes operadores lineales de un mismo espacio V les 
corresponden, hablando en general, distintos (no isomorfos) P [Xl- 
módulos.

4) Un ideal por la izquierda, arbitrario, J  del anillo K, está 
provisto de Ja estructura natural de Á'-módulo con operación (x, y) »-♦ 
—*• xijy x 6 K, y E / ,  inducida por la multiplicación en K. Guando 
J =  Ky el anillo K  se considera como el módulo K  sobre sí mis
mo. Esta concepción de K lleva a resultados fructíferos.

5) Volviendo al ejemplo anterior, construimos el módulo cociente 
KfJ =  {// — ./ | y £ K). De acuerdo con la definición general,
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(x, y -1- / )  >-► xy +  7, es la operación K en K/J. Observemos, que 
el epimorfismo canónico ji: K KIJ% siendo homomorfisrao de 
AT-raódulos, cumple la relación n (xy) «= xy +  ./ =  x (y -f- J) = 
=  xn (y). Si J  es un ideal por ambos lados, entonces, KÍJ es un 
anillo y j i  resulta ser homomorfismo do los anillos: t í  ( x y )  =  t í  (x) X  
X n (y). -

La intersección (]V¡ de cualquier familia de submódulos F/ cr V
i

sobre K , es submódulo en 7. En particular, la intersección de todos 
los submódulos, contenedores del conjunto dado T c= 7, leva al 
submódulo (T), engendrado por el conjunto T y compuesto de todos 
los elementos posibles del tipo x ltl +  . . . xkth, donde x¡ £ K, 
ti £ 7*. Observamos, a propósito, que los elementos no nulos t1% . . .
- • •» h  6 V se llaman linealmente dependientes sobre K, si xxtx
. . .  -i- xfcíh =  0, donde no todos los x¿ =  0. El submódulo, en
gendrado por la familia {71( . . M Vm} de submódulos Vu se llama 
suma de los mismos y se designa del modo habitual: 2  Vi =  Vx -f*. . .
- . • +  v m .

El módulo 7  sobre K , engendrado por un elemento único i\ se 
llama cíclico. El tiene la forma 7  — Kv = {xv | x £ K}> donde 
v € 7, y es análogo del grupo cíclico. En particular, el módulo cíclico 
XK K 'l  (véase el ejemplo 4) es análogo del grupo (£, -f).

Si V — Kv* +  . . . +  Kuñ, es la suma de un número finito de 
módulos cíclicos, entonces, el módulo 7  se llama engendrado finitot 
o K-módulo de tipo finito.

Se comprueba fácilmente, que la aplicación x »  x v es homomor- 
fismo de los módulos k K Kv. Su núcloo Ann (v) =  Ann (u)
=  {x 6 K  | xv ** 0} os un ideal por la izquierda en K  llamado 
anulador (o torsión) del elemento v. De este modo, Kv Á7Ann (u). 
El elemento v 6 7, con Ann (v) ^  0, se llama periódico. El módulo, 
todos los elementos del cual son periódicos, también se llama perió
dico. Si el módulo 7  no contiene ningún elemento periódico no nulo, 
entonces, se dice que 7  es módulo sin torsión.

Se denomina anulador (o torsión) del AT-módulo 7, el conjunto
A nn(7)=a{a€^ I aV — 0} =  fl Ann(v).

Se dice que un módulo exacto, si Ann (7) — 0.
A estos mismos conceptos podemos llegar por otro camino. Sea 

7  (x) el conjunto de lo§ elementos v g 7  anulados por ol elemento 
x 6 K. Si K  es un anillo íntegro, entonces, 7  (x) 4- V (y) cz 7  (xy), 
y tiene sentido el concepto de submódulo de torsión Tor (V)
=  2 v  (*)• En el caso de la igualdad Tor (7) =  7, se dice que 7  

*ejc
es módulo de torsión. Si Tor (7) =  0, entonces, nuevamente llegamos 
al concepto de módulo sin torsión.

8 :»1

2 6 - 0 3 9 2
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Ejemplos característicos de módulos periódicos: a) todo grupo 
abeliano finito (módulo periódico de tipo finito sobre X; torsión 
m2, o, simplemente, índice del grupo m); b) el módulo V A  sobre 
P \X]y asociado con el operador lineal A  (véase el ejemplo 3; la 
torsión, es el ideal principal, engendrado por el polinomio mínimo 
del operador A)*

p r o p o s i c i ó n  i. Ann (V) siempre es un ideal por ambos lados del 
anillo K. Haciendo (x +  Ann (F)) v = xv% le proporcionamos a V 
la estructura de (Af/Ann (V))-m6duío exacto.

D e m o s t r a c i ó n . Hagamos A — Ann (V). Es claro, que A es un 
subgrupo aditivo en K. Luego (xax ) v =  xa (x'v) =  (xa) v' =  
=  x (av') =  z*0 =* 0 para cualesquiera x, x' £ Al- a 6 A, v 6 F, de 
donde so deduce, que KAK  ^  A , o sea, A es un ideal por ambos la
dos en K. Si abora, x  +  A =  x' A, entonces, x  — ¿r £ A, de don
de, (x — x') v =  0, ó xv =* x'v . Por lo tanto, (x +  A) v =  (xf -f- A) v 
o sea, la operación del anillo cociente KfA en V está definida correc
tamente. Es fácil comprobar, que respecto a esta operación, V es 
ATA-módulo. Finalmente,

(x +  A )V =  0 =>- x +  A e Anu*/A (V) =>- xV  -  0 =>* x  g A.
En consecuencia, sólo el elemento nulo en KlA anula F. |

De la proposición 1 se deduce, que el anillo cociente AT/Ann (F) 
es isomorfo al subanillo del anillo End (F) (véase el ejemplo 2).

Si F, Wy son dos A’-módulos, entonces, el conjunto Hom* (V, W) 
de todos los homomorfismos Af-lineales o: F W, resulta ser 
grupo abeliano respecto a la operación de suma corriente de los ho
momorfismos:

(a +  t )  ( x v )  =  o (xi>) -h t  (xv) =  xo (o) xx (v) =
=  * (a (v) +  x (i>)) = x ((a + t) (t;)).

Para los módulos F, W , sobre el anillo conmutativo K , el conjunto 
Hom* (F, VF) resulta ser K-módulo, si, como xa, z £ AT, o £
6 Hom* (F, W) se entiende la aplicación y ^ a ; ( a  (y)):

(xo) (yv) =  z* o (yv) *= x (yo (y)) =  (xy) (o (i/)) =
(yx) (<* (”)) * y (xo (v)) y ((xo) (v)).

Cuando W — F, el conjunto End* (F) — Hom* (F, F) es un 
anillo; sirve de multiplicación la composición natural de AC-ho- 
momorfismos cp *» i|) (<p o ip) (su) =  <p (t|) (si/)) =  <p (zi|) (i/)) =  x<p X 
X (i|> (y)) =  x ((<p « \|>) (i/)). Hay que tener en cuenta, que al consi
derar V como grupo abeliano aditivo, escribimos End^ (F) y, hablan
do en general, End* (F) es subanillo propio en Endj (F). En caso 
de espacio vectorial V sobre el campo Af, habitualmente se escribe 
X  (F) =  End* (F), llamándolo anillo (o álgebra) de operadores 
lineales.
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El anillo Eml* (F) de A>ondomorfismos del módulo V también 
es llamado centratizador del anillo K en V. Su papel es especialmente 
destacado en el caso de módulos irreducibles (o primos). El módulo V 
sobre el anillo K se denomina irreducible, sir a) F 0; b) 0, V, 
son los únicos submódulos en F, y c) KV ^  0 (esta condición se cum
ple automáticamente, si K contiene la unidad). Es claro, que el 
K-módulo V 0 es irreducible s í ,  y sólo sit V =  Kv es módulo cíclico 
para cualquier v 0 de V.

p r o p o s i c i ó n  2 (lema de Schur). Sí F, W, son dos K-módulos 
irreducibles, y o es K-komomorfismo no nulo de V en W, entonces y 
o es isomorfismo. Luego, End* (V) es un anillo con división (cuerpo) 
para cualquier K-módulo V irreducible.

d e m o s t r a c ió n . Véase el § 4 del cap. 8, donde este mismo lema 
de Schur (teorema 1) está demostrado para los (r-espacios irredu
cibles. |

2. Módulos libres. Llamamos -módulo V (interno), la suma
directa de sus submódulos FlT . . ., Fn, si V =  Vl -j- . . . -f Fn y 
Vi n £  F, =  0, para i == 1, . . n. En otras palabras, V —
=  F| © . . . © Vn (notación do la suma directa de submódulos), 
sí cualquier elemento v £ V se escribe de un modo único en forma de 
combinación lineal v =  v1 +  . . . -h vny vi £ Vt. La suma directa 
exterior de K-módulos vu . . ., vn se determina evidentemente (como 
en el caso de anillos) con la operación x (i^, . . ., vn) »  (xvly . . .
. . xvn) del elemento x £ K en la fila (y„ . . ., un), vi £ F/.

Sean, luego, F, un K módnlo, y {v1? . . ., un), un subconjunto
finito en F. Se dice, que {i;lt . . ., i>n} engendra V libremente, si
F =  Kvx +  . . . +  Kvny y cada aplicación <p del conjunto {i?x, . . .
. . un} en algún 2£-módulo 1F, se continúa hasta el ¿-homomorfis- 
mo ¡p: V ->■ W , de modo tal, que ¡p (u¿) =  <p (n,*), 1 <  i <  n.

El módulo F sobre K y libremente engendrado por cierto subcon- 
junto {uj, . . ., i>n}, se llama módulo libre, y vn}y os su
base (libre) sobre K .

proposición 3. Son equivalentes las afirmaciones:
(i) el conjunto {i>tl . . ., vn} engendra V libremente;
(ii) el conjunto {i ,̂ . . ., i>n) es línealmentc independiente 

y (uj, . . ., vn) — V;
(iii) cada elemento v € V se escribe unívocamente en la forma v —.

=
(iv) V =  Kvj © . . .  © Kvn es una suma directa, y Ann (uj) — 0^
(v) V & kK  © . . .  © kK es la suma directa de n ejemplares 

k K (de este modo, el K-módulo libre de rango n en relación a la base 
{i>i, . . i/n) es isomorfo al módulo Kn de las filas (jclt . . ., xn) de 
longitud n con componentes x t 6 K).

demostración. Esta es cercana a los razonamientos expuestos em
2e*
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el capítulo 2 para los espacios lineales sobre un campo, pero hay que 
tener cierto cuidado, ya sea en relación con la no conmutatividad 
del anillo ¿ ,  o bien con la existencia de elementos no invertibles 
en K. |

Se tienen ejemplos suficientemente complejos de anillos no con
mutativos con KV* Kn para m ^  nt pero los anillos conmutativos 
en este sentido se comportan bien.

proposición 4. El rango de un módulo finito engendrado sobre el 
anillo íntegro K , está determinado unívocamente.

d e m o s t r a c i ó n . Sean, {i ,̂ . . vn}> {ult . . um) dos bases del 
módulo libre V sobre K . Entonces

m n
2  ui “v S  bkivk'l—l *—1

En virtud de la conmutatividad de K , para las matrices A — (au) y 
B — (bhi) de dimensiones m X n y n X m respectivamente, se ob
tienen las relaciones

AB  =  Ejn* BA =  En.
Incluyendo K en el campo de relaciones Q (K)} obtendremos, median
te el teorema 4, § 4, cap. 2, (cierto para cualquier campo y no sólo 
para Pl), que min fj», m) ^  m, min (n, m) >  n , de donde, m — n. 
Agreguemos, que el caso m <  «>, n =  oo es imposible, por cuanto 
en las expresiones de u( sólo hay un número finito de elementos 
básicos vhy que engendran libremente todo el módulo V. |

O b s e r v a c i ó n . En caso de un anillo conmutativo arbitrario K 
-con unidad, se obtendrá el mismo efecto si se elige en K  cierto id 
máximo /  y se pasa al campo KM. Obviamos los detalles.

Observemos que, a diferencia de la situación en los espacios vectoriales, 
el conjunto engendrador del K-módulo libre, tomado arbitrariamente, no 
contieno necesariamente la base del módulo Por ejemplo, dos números primos 
distintos siempre engendran ^Z, por cuanto up +  vq — 1 para algunos
u, v 6 Z. Pero, (p, q) no es la base, puesto que p*q — q-p —= 0, y Zp, 
%q son submódulos propios en _ zA •

El papel de los módulos libres está programado en la definición 
de Los mismos.

teorema i. Cada K-m6dulo de tipo finito, es imagen homomorfa de 
un K-módulo Ubre de ttpo finito.

n
demostración. Sea Í/=*2J jRTU|, un ¿-módulo engendrado por

n elementos uu . . ., un. Tomemos un ¿-módulo libre V con base

Í?ii • • •> Pn}- Su existencia está garantizada por la proposición 3 (v). 
¿a aplicación q>: v¡ >-*- ut es continuada, en correspondencia con la

definición de módulo Ubre, ha9ta el ¿-homomorfismo tps V ->- £/.
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La imagen Im cp contiene el conjunto eogredrador de módulo U y, 
por lo tanto, todo el módulo U. |

N o  s ie m p r e  e l  s u b m ó d u lo  d e  u n  m ó d u l o  l i b r e  e s  t a m b ié n  U b r e , in c l u s o  r i  
e s  u n  s u m a n d o  d ir e c t o  d e l  m ó d u l o .  H e  a q u í  u n  e j e m p l o  s e n c i l l o .  S e a n  K  *=» 
=  Z « , U  =  K  ( 2  4  6Z ) ,  V  =  K  (3  +  6 Z ) .  E n t o n c e s ,  K  =  ü  0  V  e s  s u m a  
d ir e c t a  d e  l o s  J T -m ó d u lo s  V ,  V t n in g u n o  d e  l o s  c u a le s  e s  l ib r e :  l K  | —  6 ,  a l  
m is m o  t i e m p o  q u e  | ü  l 3 ,  | V  | ** 2 .

teorem a 2. Sea V =  Kv1 0  . . .  0  Kvn un módulo libre de rango 
n sobre el anillo K de los ideales principales. Entonces, cada uno de 
sus submódulos U resulta de rango libre m ^  n.

demostración. Sea al principio n =  1, o sea, V ^  K. Cualquier 
submódulo U c  V es isomorfo al ideal en K , y, en consecuencia, 
U (u) =  Si u =  0, entonces, U =  0 (el submódulo nulo 
puede considerarse módulo libre de rango nulo). Si u 0, entonces, 
au=£ 0 para todo 0 ^  o f  i[, por cuanto K es un anillo íntegro. 
Por lo tanto, U es un módulo libre (cíclico) de rango 1. Cuando n >  1, 
razonamos por inducción. Consideremos en V el submódulo libre 
F# =  Kv2 0  . . .  0  Kvn de rango n — 1. El módulo cociente 
F =  F/F' es libre, con generador cíclico ¿i =  i>x 4- F \  El contiene 
el submódulo C/ =  (tf +  F ')/F '. Si Í7 =  0, entonces, U a  F' y, 
por lo tanto, la afirmación del teorema ©9 cierta por presupuesto de 
la inducción. Pero, si Í7 ^  0, el razonamiento expuesto más arriba 
para el caso n =  1, muestra, que U posee el generador cíclico üx = 
=  Uj 4  F ', donde Ui 6 C/. Si además U fl F ' =  0, entonces, u £ 
6 *=u +  F ' 6 í 7 = ^ a  =  aiült a1 £ K u ~  axUj 6 F' =>*

u =  AjUj ^  U = Kul7 es un módulo libre de rango 1.
Sea, finalmente, U fl V* 0. Por inducción, el submódulo 

[/ f|V ' del módulo libre F' de rango n — 1, posee la base libre 
. . 4  wm}, donde 0 C  m — 1 — 1, Repitiendo casi lite

ralmente los razonamientos efectuados más arriba, nos convencemos, 
de que (u1? u*, . . ., um) es AT-base libre para U. Efectivamente, 
u € U = > ü = u + V ' £ U b> ü =  aYüly fli í  /£ =s* u — a ^ j €
6 Í7 f| V' => ü — — a3u2 4* . . . 4- amum => u ^  aYux 4
4  a2u2 4  • • • +  amum< m ^  n. De acuerdo con la proposición 3 
(ii), es necesario convencernos de la independencia lineal de los
generadores u(y . . . ,  um. Pero, 7¡ x iui =  0=>2;U, =* — 2  = 0

_  _ i>0
en F. En consecuencia, =  0, por cuanto ut es base en F, y, como 
{u*, um} es base libre en U fl V \ entonces, xa ua+ . . .  
. . .  4  xmum =  0 =>■ xt =  . . . =  xm =  0. |

c o r o l a r io . Cada submódulo de un módulo de tipo finito sobre el 
anille de los ideales principales, es módulo de tipo finito.
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d e m o s t r a c i ó n . Se deduce de los teoremas 1, 2 y del segundo teo
rema sobre el isomorfismo (teorema sobro la correspondsucia entre 
los submódulos). g

N o  e s  t a n  d i f í c i l  o b t e n e r  la  d e s c r i p c ió n  c o m p l e t a  d e  l o s  m ó d u l o s  d e  t i p o  
f i n i t o  s o b r e  e l  a n i l l o  K  d e  l o s  i d e a l e s  p r i n c i p a l e s .  S i n  e m b a r g o ,  l o s  p r in c i p a l e s  
f a c t o r e s  q u e  h a b i t u a l r a e n t e  e s t i m u l a n  t a l  d e s c r i p c ió n  ( m ó d u l o s  p e r i ó d i c o s  
s o b r e  Z  y  s o b r e  P  [ X ] ;  v é a n s e l o s  e j e m p l o s  1 y  3 ) ,  h a n  c a í d o  ( v é a n s e ,  § 5 ,  c a p .  7  
y  e l  C o m p l e m e n t o ) ,  y  l a  d e m o s t r a c ió n  d e  l a  ú n i c a  c o n c e p c ió n  m o d u l a r  d e  d i s t i n t o s  
g é n e r o s  d e  p r o b lo m a a , p u e d o  h a l l a r s e  e n  e l  l i s t a d o  d e  l i t e r a t u r a  c o m p le m e n t a r ia .

3, Elementos enteros de un anillo. Sea K  un anillo íntegro. El 
elemento t £ K se llama entero (entero sobre Z), si t es raíz del poli
nomio unitario X n +  ^ X 7*-1 4- . . . 4- an £ 1[X\. En el caso 
cuando K  es una ampliación algebraica finita del campo Q, o K  es 
un campo, engendrado por todos los números algebraicos complejos, 
se babla sobre números algebraicos enteros, referiendo a olios, natu
ralmente, todos los elementos de I .  El ejercicio 9, § 4, cap. 6, 
muestra, que el número racional l es algebraico entero si, y sólo si, 
t € %. Si, luogo, a()un 4- axun^1 4- . . - 4- a» — 0, ftf 6 Z, entonces, 
(a()u)w4- a0a2 (a0u)n‘*1 4  . . .  4- a¡Jan 0, y esto significa, que cual
quier número algebraico, multiplicado por el elemento adecuado a0 6 Z, 
se transforma en número algebraico entero.

Recurriendo al caso general, observemos, pue K es cómodo inter
pretarlo como Z-módulo. Cualesquiera elementos tlt í2, . . í„ 6 K 
engendran en K el submódulo Ktx -i- Kt2 4- • • ■ +  Ktn de tipo 
finito. Si, en particular, íes un elemento entero, y ín +  +  . . .
. . . 4- an - 0, a f £ Z, entonces, el subanillo Z [t]cz K resulta 
Z-módulo do tipo finito, por cuanto Z [í) =  Z1 4- Z t +  . . .
. . . 4 -Z í” ' 1. Recíprocamente, sea E [íl un Z-módnlo de tipo 
finito con goncradores vx, . . ., vn € K. Entonces, las relaciones

Wi nflr, 4- al2vt 4- . . .  4- «i»*,,, 1 <  i <  n,
con matriz A -  (atj) £ A/» (Z) llevan a la conclusión, que el sistema 
lineal homogéneo

(í — au) xx — aLlx2 — . . .  — alnxn =  0,
^ n l ^ l  —  —  « • • +  ( l  G nn ) 5=3 0*

examinado sobre el campo de relaciones Q (X), tiene solución no 
nula (xly . . xn) — {vx, . . ., vn) (no todos los vt =■ 0, por cuanto 
1 6Z [ti). Esto significa, que el determinante del sistema es igual 
a cero (véase ol cap. 3) y t es raíz del polinomio unitario f  (T) — 
=  det {TE — .4). Hemos demostrado, que el elemento t £ K es entero 
si, y sólo si, el subanillo % U le  K es Z-módulo de tipo finito.

teorema 3. Los elementos enteros del anillo K, forman en K un 
subanillo.
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d e m o s t r a c ió n . Sean u, i> 6 elementos enteros, timonees,
Z Ju, £>] = 2  Z«V es Z-módulo de tipo finito. Gomo Z es un

anillo de ideales principales, el corolario del teorema 2 (o una com
probación inmediata) muestra, que los submódulos Z [u — i>], 
Z [uv] también son Z-módulos de tipo finito. Do acuerdo con el 
criterio expuesto más arriba, los elementos u — i\ uv, deben ser 
enteros. |

ejemplo. La raíz e de cualquier potencia de 1 es, evidentemente, 
un número algebraico ontero. Según el teorema 3. las combinaciones 
lineales de números enteros de las raíces de 1 también serón números 
algebraicos enteros. En particular (véase la demostración de la 
proposición del § 4, cap. 8), los valores (£)» 6 O, del carácter
%<& de cualquier representación lineal O sobre C del grupo finilo Gy son 
números algebraicos enteros.

4. Sucesiones unimodulares de polinomios. Sea K —
. . Xn] un anillo de polinomios de n variables sobre el campo P. 
La sucesión [/t1 . . /rJ de r polinomios /j 6 K se denomina unimo- 
dular, si Kfv -f Kf2 -f . . . +  Kfr =  K> es decir,

Ul/l +  »*/* +  - • •  +  «r/r ^  1 (1)
para ciertos ut £ K, 1 ^  i ^  r. Sea, luego, V un módulo de tipo 
finito sobre K. En relación con ciertas cuestiones delicadas de la 
geometría algebraica, el matemático francés J. P. Serre (ano 1955) 
formuló la hipótesis:

{V e  K ' a  K"*} ^  V £« K
a la que se le otorgó la siguiente forma elegante: «toda relación (1) 
puede ser escrita en forma de igualdad

fí . fr
•**1 *2% • • • “ ir =  1 (2)

Wri un  . . ,. Urr
para los uu g K adecuados».

Esta afirmación, pese a su aparente sencillez, fue demostrada 
recién en el año 1970, en forma independiente por A. A. Suslin (URSS) 
y D. Quillen (EE.UU.), aunque el caso particular n i  se le adju
dica a Ch. Hermite (1848). El caso general es más justo.

t e o r e m a  4. Sean. a lf a r (r ^  2 ) lo s  elementos distintos
de cero del anillo K de los ideales principales, y d = m.c.d. (oj, . . ., 
. . ., ar). Entonces, existe la matriz A 6 -Wr W  fluya primera fila 
es (at, a2t . . . »  ar) y su det A = d.

d e m o s t r a c ió n . Nos basamos en los resultados, formulados al final 
del p. 1 del § 2 .  Para r =  2, escribiendo d en f o r m a  d — uiat -f-



4- . . . -f- u2a2 ron £ A, inmediatarnento hallamos la matriz 
requerida:

a - I I  “  fl*| .
II —“2 a, I

Utilizando ahora la inducción con respecto a r, representamos a d' =  
- m.c.d. (A,. . . ar. j) (en la forma d! — d e t A\  donde A* £ 

£ ü/r_! (Á') es una matriz con primera fila (oj, . . a,.-!). Como
d ~  m.c.d. (d\ ar)t entonces, d' = ud‘ -j- i?ar. Introducimos la 
matriz
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* r

A '
0

ó
—  v a i 4— v a r - i ti

d  * d u

De primera fila de la matriz A £ Mr (K) sirve {a1% a2, . . ar)* 
Descomponiendo el det A por los elementos de la última columna, 
hallamos
det A = u det A ' 4- (—l)r+Iar det A" -  ud' 4- aT ( - l ) f+l det A \  (3)
donde A" es la matriz qvie se obtiene de A eliminado en ésta la pri
mera fila y la última columna.

Por otra parte, si se multiplica la primera fila de la matriz A* 
por —v> y se coloca el producto en el último lugar en A \  conservan
do el orden de las restantes filas (16 que se logra mediante permuta
ciones sucesivas), entonces se obtiene la matriz A " \  que aparece en 
el caso en que multiplicamos la última fila de A m por d'. Esto significa 
que,

d’ det A ” =  det A 0' =  ( - i ) ' - 1 v det A '  ~  (—i / - 1 vd*.
Reemplazamos con esta expresión en la relación obtenida de (3) 
al multiplicar ambos miembros de ella por d': 
d* det A =  u {d y  4* OrT ( - l ) r -1 d' det A m -

-  u (d')2 +  ar (—l)r+l (—1)?-1 d!v =  df (ud' +  var), 
y, simplificando d \  llegamos a la representación requerida 

d = ud* +  va, =  det A . g
Para n > 1  la idea fundamental consiste en el estudio de la acción 

del grupo GL (r, P [Xlf . . Xn. t]) en el conjunto de las sucesiones 
unimodulares y en los razonamientos que utilizan la inducción se
gún n. La demostración puede encontrarse en el artículo original 
(CycJinu A. A., íipoeKTHBHue MOAynn h&a kojilaom MBoronjorenoB cbo- 
óoflHbi, JXAH CCCP, 229, A&5 (1976), 1063-1066) (Suslin A. A.,
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Módulos proyectivos libros sobro ol auillo do los poliuoinios) o por la 
intervención en el seminario de N. Bourbaki (Ferrand D., Sém. 
N. Bourbaki, 28 órne année, 197S/76, Juin 1970). La exposición 
es muy sencilla. Acerca de las dificultades para lograr esta demos
tración, se puede juzgar por una intervención anterior en el semina
rio de N. Bourbaki (Bass H., N. Bourbaki, 26 eme année, 1973/74, 
Juin, 1974). En la literatura indicada se encuentran planteos de 
problemas no resueltos. Todo este círculo de cuestiones es muy inte
resante para las discusiones en los seminarios especializados.

§ 4. ALGEBRAS SOBRE UN CAMPO

1. Definición y ejemplos de álgebras. Hasta ahora no (limos gran 
importancia al hecho de que casi todos los anillos que conocemos 
tienen a un mismo tiempo estructura de espacio vectorial sobre un 
campo.

DKPiNicioN. Se llama álgebra (o álgebra lineal) sobre el campo P , 
al par constituido por el anillo (A, - f , •) y el espacio vectorial A 
sobre P (el conjunto básico A del anillo y el espacio vectorial, es lo 
mismo; también son idénticas las operaciones de suma y el ele
mento nulo 0). Además,

X (xy) — (Xx) y *= x (Xy)

para todo X 6 P, x, y 6 A . El álgebra se llama asociativa, si es aso
ciativo el anillo (A, +  , •). La dimensión del espacio vectorial A 
sobre P , también se llama dimensión del álgebra A .

A las álgebras se trasladan, con puntualizaciones insignifican
tes, los principales conceptos de la teoría de anillos. Así, se consi
dera subálgebra del álgebra A, cualquier subanillo B a  A , que sea 
a un mismo tiempo subespacio del espacio vectorial A. Si T es un 
subconjunto en A, entonces, la subálgebra P [7) engendrada por él, 
es la intersección de todas las subálgebras en A , contenedoras de 7. 
Análogamente se definen los ideales y las álgebras cocientes respecto 
a ellos. De homomorfismos de álgebras sirven los homo morí ismos de 
anillos que, a un mismo tiempo, son aplicaciones /Mínenles.

El centro Z (A) del álgebra asociativa A se define como el conjunto 
de todos los elementos a € A, permutados con cada elemento de Ai 
a 6 Z (A) <=> ax = xa, Va: € A. Evidentemente, (a — a') x = ax — 
— a'x — xa — xa' — x (a — a ), (aa!) x =  a (ax) — a (xar) =
=n (ax) a' s= x (aa'), (Xa) x  =  X (ax) — X (xa) — x (Xa), para todos 
los a, £ 2  (A), X £ P. Por eso, el centro Z (4) es subálgebra en A. 
La igualdad Z (A) A tiene lugar si, y sólo si, A es un álgebra con
mutativa.

Si A es un álgebra asociativa con unidad 1, entonces, inmediata
mente se comprueba, que X*1 £ Z (A), además, la correspondencia
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A »  >.-1, VA 6 P, determina la aplicación monomoría de P en A.  
En este sentido, se puede entender como álgebra A,  el anillo A junto 
con ol subcampo separado, contenido en el centro Z (4).

Pongamos algunos ejemplos de álgebras.
1) La ampliación Fp> P de grado finito [F : P 1 del campo P 

es, eviden tomen te, un álgebra asociativa y conmutativa (con uni
dad) de dimensión finita dimP F = [F : P I. Hemos utilizado ya 
este hecho en el § 1.

2) El anillo de los polinomios K «= P [XlT . . XnI con coefi
cientes en ol campo P tiene la estructura natural de un álgebra aso
ciativa, conmutativa, infiniladimonsional, sobre el campo P . Obser
vemos, que

K — K0 ® Ki ® K z ® . . .
es la suma directa do subespacios vectoriales finí lo dimensionales K m 
de polinomios homogéneos de grado m (Kñ =  P), siendo KiKjCZ 

cz Ki + u Las álgebras de tipo semejante, se llaman graduadas.
3) El álgebra conmutativa Xc  (G) con unidad %u engendrada 

sobre C por todos los caracteres del grupo finito G, tiene la dimen
sión r, igual al número de clases de los elementos conjugados en G 
(teorema 2, § 7, cap. 8).

4) El anillo Mn (P) de las matrices cuadradas de orden n con 
coeficientes en el campo P, es un álgebra de dimensión ri¿ sobre P. 
Los elementos básicos {Et¡ | i, ; =  1, 2, . . n} del álgebra 
Mn (P) se multiplican de acuerdo con la regla EihEu =  ÓmPij. 
De acuerdo con el teorema 3, § 3, cap. 2, el centro Z (P)) — 
=  (AE) sé P.

El álgebra asociativa A con unidad, se denomina simple central 
sobre el campo P, sí Z (A) sé P y en A no hay ideales por ambos la
dos, distintos de 0 y A.

p ro p o sic ió n  i. (P ) es un álgebra central simple.
Sea J  un ideal en Mn (P) diferente del nulo, y sea

0*fc a - 2
S» ctfei^O, entonces, E9t =  a ílE %h*a*Eit 6 /  para cualesquiera 
*\ l =  1, . . n y, por lo tanto, J — Mn (P).

Una afirmiición análoga es legítima para el álgebra matricial 
completa Mn (D) sobre el cuerpo arbitrario D. El extraordinariamen
te importante teorema de Vedderbarn (en un contexto más amplio, 
teorema de Vedderbarn—Artin) enuncia que, recíprocamente, todo 
álgebra simple, asociativa y finitadimensional sobre el campo P, es 
isomorfa a Mn (D), donde el número natural n está determinado unívoca
mente, y el cuerpo D (que es un álgebra de dimensión finita sobre P) con 
exactitud }uisla el isomorfismo.

El álgebra matricial (P) posee también la propiedad univer-
sal siguiente.
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proposición 2. Todo álgebra asociativa n-dimensional /I ,  sobre el 
campo P, es isomorfa a cierta subálgebra en Mh (P), donde k n 4-1.

d e m o s t r a c i ó n . Consideraremos que A es un álgebra con 1 y la 
incluimos en Mn (P). Con este fin, a cada elemento a £ A lo pone
mos en correspondencia el operador lineal L a: x —► ax en el espacio 
vectorial A . La linealidad de L a os consecuencia de la bilinealidnd 
de la operación de multiplicación en A. Como, evidentemente, 
¿Va =  ¿a+b =  ¿a  +  ¿ht ¿ ab =“ (lasociatividadl) y
¿i =  £, entonces, la aplicación ip: a L a os un homomorfismo.
Su inyectividad se asegura debido a la existencia del elemento unidad: 
a =?= 0 =>■ L a*i =  a*l — a, L a 0.

Soa ahora A un álgobra sin unidad. Incluyamos <m la considera-
ción el espacio vectorial A =  P 0  A y definemos sobre el mismo la 
multiplicación, haciendo (X, a) (V, a') — (XV, aa‘ -í- Xa' +  X'a).
Se comprueba fácilmente, que cou esta ley de multiplicación A re
sulta álgebra sobre P con elemento unitario (1, 0).

Como dimp A =* dimP A -f- \ — n H- 1, entonces, el rozamiento
anterior permite incluir A, y, con juntamente, A en A/n+1 (P).

No es difícil observar una similitud total en las demostraciones de 
la proposición 2 y del teorema de Cayley para los grupos finitos. En 
ambos casos se utiliza una representación regular. En forma más ge
neral, se entiende como representación del álgebra A sobre P, cualquier 
homomorfismo A -* S  (K) =  EndP (V), donde P z> P es cierta 
ampliación dol campo P. En otras palabras, el espacio vectorial 
V sobre F es abastecido de una estructura de A -módulo por la izquier
da, en el sentido de las definiciones del § 3, además,

(X#)- v =  x* (Xy), VX £ P, x 6 A, v £ V.

Eligiendo en V alguna base, llegaremos, como en el caso de los gru
pos, a la representación matricial A M r (P), donde r — dinv (K).

2. Algebras con división (cuerpos). Como muestra el teorema de 
Vedderbam, formulado más arriba, el estudio de las álgebras con 
división es una parte constitutiva importante de la teoría estructural 
general de las álgebras asociativas. El lema de Schur (proposición 3, 
§ 3) también confirma esta consideración. Antes de exponer algunos 
resultados sobre las álgebras con división, nos detenemos en una 
afirmación auxiliar.

proposición 3. En el álgebra asociativa A (con elemento unidad 1) 
de dimensión n sobre el campo P, cada elemento a£A  es raíz del poli- 
nomio f a€P  Í-X1 de g rad o ^  n. El elemento a £ A  os invortible con 
exactitud, cuando f a (0) (0). Si en A no hay divisores de cero, en
tonces, A es un álgebra con división. Si el campo P es algebraicamente 
cerrado, entonce,s, n =  1, A *= P.
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demostración. En virtud de que A  es finitadimensional, los 
elementos 1, a% a*, . . . no pueden ser todos linealmente indepen
dientes sobre P. Por lo tanto, existe un polinomio unitario / 0 (X) =  
=  X m 4  axX m~l 4  . . . 4  a m 0 del menor grado n, con 
coeficientes ai 6 P» taj, que f a (a) =  0. Si a m ^  0, entonces, la 
relación /„ (a) =  0, reescrita en la forma [ — a« (aro“l 4  aiam~* 4  
4- . . .  4- ocm-i)l « =  1, muestra, que a es un elemento invertible. 
Recíprocamente, supongamos, que a no es divisor de cero, pero 
ccm =  0. Entonces,

(a*1' 1 4  axam~9 +  a m_x) a = 0 => a"*”1 4  4
. . .  4  CLm-i =  0» 

lo que contradice la minimalidad de f a (X). En consecuencia, a m 
=5¿= 0. En particular, todos los elementos en A , que no son divisores 
de cero, son invertibles.

Si el campo P  es algebraicamente cerrado, entonces, f a (X) =* 
=  (X — c ,). . . (X — cm), ci € P, de donde, (a — cx) b =  0, b  =  
= (a — c2) . . .(a — cro) 0. La ausencia de divisores de cero en 
A deja una sola posibilidad: m =  l y a  — ^ * = 0 , a=» cx£P. Como 
esto es cierto para cualquier elemento a£A,  entonces, A =  P.  |  

Vemos, que las propiedades de las álgebras con división depen
den fundamentalmente del campo básico P. Naturalmente, en todo 
tiempo las álgebras con división sobre el campo de los números reales 
R despertaron un ínteres especial. La existencia del campo C =• 
=  IR 4  i R daba motivo para la búsqueda de otros « sistemas hiper- 
complejos ». Estas búsquedas culminaron triunfalmente en el año 
1843, cuando Hamilton formuló su famosa álgebra de cuaterniones 
reales.

fejEMPLO (ólgebrafld© los cuaterniones H). Formalmente, ,r̂
H = R - M R 4 / K 4 * R ,

don 'e / ,  fresón magnitudes que se multiplican de acuerdo^ con fa regla
* i^ = i y» =* =  _ 1 ,  i j  =  k  «= —ji*  j k  — i  -=  — * 7 ,1  Jfci —  /  = ¡ J ~  i k .

El elemento x =  a p 4  «i» 4  a * /4  «a* € H se llama euaternión. Se comprueba, 
inmediatamente, que H es un álgebra asociativa con centro Z (H) =* R. Pero, 
es más conveniente examinar primero el modelo del álgebra M-conjunto C

OI (K).
a b 

— b a a, b, c~ C c: (C).

El ejercicio elemental de las operaciones con matrices muestra que O (W) es 
un anillo con división. Un ejercicio análogo se analizó en el 1 1, cap. 5 cuando 
se introdujo el campo C . Sólo es necesario recordar, que la multiplicación O (H) 
no es conmutativa. Do acuerdo con las reglas de calculo de la matriz inversa
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donde

A propósito, de aquí se deduce, que el grupo multiplicativo d> (H)* 
contiene un subgrupo, isomorío a SU (2) (véase § 1, cap. 7).

*  (K)\{0)
Haciendo

y
observamos, que
í l  =  —ío ; * 9* 0’» ? iía  =  4» — —4i4i. íifls  “  9i =

=* —9i9a* 9*4t — 9a *  —0i4s«
Se comprende, que la aplicación G> : H (H), definida por la relación 

1 *-► i h-*- 9», /  *-► 9s» * 98, es una representación bidimensional sobre C
del álgebra de los cuatomiones H. Con esto, al cuaternión x  le corresponde la 
matriz

donde a =  x 9 +  ía lt b =  a t +  faj, i « f ' ’—1. Las unidades cuaterntones
1, / ,  fr, engendran en H* el grupo, conocido por nosotros de los cuatomiones 
Q9t de orden 8 , y la limitación O | ^  nos brinda su representación bidimensional 
irreducible (véase el final del § 3, cap. 7),

Para cada cuaternión x *=* a0 4- <M 4- +  a9k está definido el cuator-
nión conjugado x* =  a 0 — « ii — — a^e (análogo dol m'imero complejo
conjugado).

La operación de conjugación tiene las evidentes propiedades siguientes:

(x +  y)* ■» x* +  ** 6 Rf] ** -* =  0

ixjes un"cuatemión>puramente imaginarios). El producto xx* =  iV (j) se 
llama norma del cuaternión x. Con ayuda de )a correspondencia O se hace inme
diatamente claro, que (xy)* =  y*x* y N  (xy) *  N (* )N  (y), además» N  (x) =  

det O (x) =■ ocj 4* « H +  «} 4-

El lugar ocupado por los cuaterniones, se revela bien por el teo
rema siguiente de Frobenius. Sobre el campo R existen solamente tres 
álgebras asociativas finitadimensionales con división: IR, C y H. Para 
la demostración (en la que no nos detendremos) es esencial, que el 
polinomio mínimo }t (X ) de cualquier/elemento 0 i £ R del álgebra
con división D sobre R debe ser cuadrático (véase la proposición 3 
y el teorema 1, § 4, cap. 6).

Hace relativamente poco, en ba9e a razonamientos topológicos 
profundos, fue demostrado, que sobre R todo álgebra finitadimenslo- 
nal con división {no necesariamente asociativa) tiene una dimensión 1,
2, 4 u 8. Todas las posibilidades se realizan.

Hace más de 70 años, un buen resultado sobre cuerpos finitos fuo 
obtenido por Vedderbarn, el mismo tiene un significado fundamental 
para la geomotría. Este teorema, directamente relacionado con ol 
contenido del § 1, lo demostraremos ahora.

— b a
a b

™ ®ú0od“,<*i,4i4‘, a a4 i“h a t4*#
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t e o r e m a  i (Vcdderbarn). Cada anillo finito asociativo con división 
es conmutativo.

d e m o s t r a c i ó n  Sea D un anillo finito con división, Z su centro. 
Evidentemente, Z es un campo y D un espacio vectorial de dimensio
nes finitas sobre Z:

D =  Zei -V Z<?2 +  • • • +  Zfn.
De acuerdo con los resultados del § 1, Z para cierto q =  pmt 
así que | D | =  gn. Sea, luego, x £ D \2 .  Los elementos permutados 
con x forman el conjunto C (x) = {y 6 O | yx =  xy}, cerrado con 
respecto a las operaciones de suma y multiplicación. Con otras pala
bras, C (.r) es una snbálgebra con división en Z>, contenedora do Z. 
Si <f es el número de elementos en C (x), entonces, d =  d (x) es divi
sor de n, d <  n. por cuanto, interpretando D como espacio vectorial 
por la izquierda

O =  C (x) A +  . . . -{- C (x) U
sobre C (*), tenernos qn =  | C (*) f  ~  <fT. Observemos ahora, qu*> 
Z* es el centro del grupo multiplicativo Z>*, y que (g* — 1 )!(<f — 1) = 
=• (D* : C (¿r)*) es el número de elementos conjugados con x en D*> 
Por eso, la fórmula (2'), § 2, cap. 7, toma la forma

„ 9* - 1
donde d recorre cierto conjunto de divisores de menores que n. 
Las propiedades del polinomio circular 4>n (X), establecidas en el 
§ 1, muestran (véase el ejercicio 6, § 1), que el número entero <Dn (q) 
divide tanto qn — 1, como también (<f* — 1 )/(gd — 1), para d | «, 
d <L n. En este caso, según (*), On (g) | (g — 1), y esto implica la 
igualdad n — 1 (véase el ejercicio 7, § 1) y por lo tanto, la conmu^ 
tatividad D =  Z. J

3. Algebras grupa les y módulos sobre ellas. En relación con la 
representación regular del grupo finito G en el § 1, del cap. 8 se in
trodujo un espacio vectorial (eg \g£G)K sobre el campo K. Transfor
mamos ahora al mismo en /^-álgebra, haciendo egeh = egh y exten
diendo esta regla respecto a la linealidad, a los « vectores » arbitra
rios ctp- 6 Para simplificar, habitualmente se reemplaza la
escritura de eg por g y se examina el conjunto K [G] de todas las sumas 
formales posibles J]agg, ag £ K. Por definición,
<=£* au 1 P*» V £ G. Las operaciones sobre las sumas formales

S  ««* +  2  Pí* =  2  (a« +  Pc)8 8 8
 ̂( 2  a gS) =  2

e
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(2! agg) ( 2  P*&) =  2  a $ hgh= 2  Tb“.
* A '•* (i)

donde Vb =  2  ag$g~íu 
8

don en K  1(71 una estructura de álgebra asociativa. Es aceptado deno
minar K \G) álgebra grupal del grupo finito G sobre el campo K. Los 
elementos básicos del espacio K IG] sirven de sumas fórmalos l*g, 
g 6 G, identifícables con los elementos g £ G; dimK K [G] =  | G 1 . 
Así pues, el grupo G se considera incluido en el algebro K [Gl. El 
elemento unidad e 6 G es unidad en K [G], En el caso cuando K  
es anillo asociativo conmutativo con unidad, se obtiene el anillo 
grupal K IG1 del grupo G sobre K.

Además, una estructura análoga es aplicable ai grupo arbitrario 
G, no necesariamente finito, si se conviene en considerar solamente 
la suma 2 a gg con un número finito de coeficientes distintos de cero. 
Es también cómodo, interpretar a A =  2 a gg como una función en 
el grupo G (con valores A (g) =  ag en K), igual a coro en casi todos 
los lugares (o sea, con un número finito de valores diferentes de cero). 
Con esto, a las fórmulas (1) les responden las operaciones de suma 
corrientes

y el paquete de funciones
A9t  Ai* A2, A„ (u) — 2  Ai (ff) (g-'u).

8

La teoría de los anillos grupa les, es una extensa parte del álgebra, 
que tiene problemática propia, pero, para nosotros, K [G1 es sólo 
una ilustración de conceptos generales, introducidos en los últimos 
dos capítulos.

teorema 2. Existe correspondencia biunívoca entre los K [Gi
ra que son subespacios vectoriales de dimensiones finitas sobre el
campo K , y las representaciones lineales del grupo G.

d e m o s t r a c i ó n .  Sea (tf>, V) una representación del grupo G. Con
tinuamos O respecto a la linealidad en los elementos de K [Gl, de
finiendo

, ® ( 2  <*eg) = 2  (?)»
y hacemos

Q] af i )  ° v =  2  «V1* ( * ) Vu 6 V.
La operación o introduce en V la estructura K (Gl — módulo en la 
acepción corriente de esta palabra. Observemos, que

( 2  agg) • (*») =  2  a,®  (g) (Xv) — 2  a»*® (e)v =
=  X. ( 2  a,®  (g) i>) =  X ( (2  <*t g) • »).
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a sea, la multiplicación por escalares en F y en K \G\ están coordi
nadas. El par (tf>, V) es natural denominarlo representante lineal 
del álgebra K [Gl.

Recíprocamente, si V es un espacio voctorial sobre K% que resulta 
ser módulo sobre K IG\ con la operación v) ( 2 a rff)oi;»
entóneos, haciendo

® (2  «*í) v =  ( 2  «*«) * y. 
definimos el homomorfismo <b:K [G\ -*Endjr(F) (osea, la repre- 
sentación del álgebra K [G\), cuya limitación =  3> | o sobre G, 
nos brinda la representación del grupo G. |

En correspondencia con el teorema 1, el espacio de la representa
ción V del grupo G frecuentemente es llamado módulo de la represen
tación del grupo G o, brevemente, G-módulo. Cambios terminológicos 
correspondientes, afectan a otros conceptos de la teoría de represen
taciones.

Sean, luego, G un grupo finito, K =* C, el campo de los ndmeros 
complejos. De acuerdo con los resultados del cap. 8, cada G-módulo 
irreducible sobro C (o soa, C [Gl =* módulo) con carácter %t isomorfo 
a cierto ideal por la izquierda J\ del álgebra C [Gl (véase, en rela
ción con esto, el ejomplo 4, § 3). Si dira c m % entonces, C IG1
contiene la suma directa Ai =* . . . ®/¿, ni de n< ideales
por la izquierda, de C [Gl-isomorfos J¡ =  / | fl. Eligiendo un repre
sentante J t en cada clase de ideales isomorfos por la izquerda, 
podemos escribir la descomposición

C IG1 =  A & A i®  . . . 0 .4 r, (2)
correspondiente a la descomposición de la representación regular del 
grupo G. Observemos, que cada uno de los componentes A i está 
determinado unívocamente.

Si ahora J  es el ideal mínimo por la izquierda del álgebra C [G] 
y t g C [Gl, entonces, Jt también es un ideal mínimo por la izquierda 
(posiblemente, nulo). Por lo tanto, la aplicación q>: J  defi
nida por la relación v —*ut  (pg /) ,  o es nula, o bien C IG] — isomor- 
fismo, por cuanto x v ^ J  para cualquier xgC [Gl y <p (,xv) =  (arp) t =  
— x  (i/f) =  xy (u). Por esta causa, J c z A i ^ J t a A i ,  Vf gC [Gl, 
y, en consecuencia, A i es un ideal por ambos lados en C (Gl. La des
composición (2) es directa, así que

i =>■ A t A f t ^ A i  czAi  f) Aj  =» 0.
Nos disponemos a obtener una información más exacta sobre la 

descomposición (2), apoyándonos en la teoría de caracteres, desarro
llada en el cap. 8. Primeramente, hallemos el centro.Z (CIGI) del 
álgebra grupa] C IGI. Por definición,

z g Z (C [G]) <=> zg =  gz, Vg g G.
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Si z — 2  entonces,
h £ G

S  t r ' t t  -  g ( 2  Y*fc) =  ( 2  Y/¿) g =  2  Y«*-«.<€G A A I6G
de donde, yg~it ~  Yt*->» V¿£G. Haciendo í — gA, obtendremos 
Y/» ^  Yí/»''1' Esto significa, que

Z (C [GJ) =  (zj, za, . . zr) C,
donde

2I =  2  gy i==1» 2» • ••> T (3)
t u f

(glt ga, . . ., gr, son representantes de las clases de elementos conju
gados del grupo G). Se entiende, que Zj, za, . . zri son elementos 
linoalmente independientes y, por lo tanto, dime Z (C ÍGl) — r.

A cada elemento a £ A t Je ponemos en correspondiencia el opera
dor lineal L1?, que opera en el ideal mínimo por la izquierda J t *= 
=  según la regla £#> (a) =  ai;, v£Jt .  Como, evidentemente, 
L t f  -  UC«f = £#> 4- ¿ t” , ¿<Í> -  entonces, q>: a
-* L<*> es homomorfísmo del álgebra A / en el álgebra de los endomor- 
fismos Ende Jt Afni (C). Supongamos, que 0 ^ a ^ K e r  <p, o sea, 
aJi =  0. Todos los ideales por la izquierda J t j  son C IGl — iso- 
morios, y, si q>j: J\ J it j es un isomorfismo, entonces,

a Jh j  =  a<pj (/*) =  ayj (eJ¿) «  <py (a*eJi) =  cpj (0) «  0.
En consecuencia, o¿4¿ =  aJ¡fl -f- . . . 4- aJh ni =  0, y en tal caso, 
también a C IG] =  0, por cuanto a£At=s~aAj — 0 para todo 
J i. Sin embargo, ae=a 0. La contradicción obtenida muestra, 
que Ker «p =  0. Por lo tanto, (p es un monom orfismo, y, como

9
áimAi  =  nj =  dimAfni (C), entonces, Ai Mni (C). Tomando en 
cuenta la proposición 2, llegamos al teorema siguiente sobre la 
conformación del álgebra ClGI.

teorema 3. El álgebra grupal C [G1 del grupo finito G sobre el 
campo de los números complejos C se descompone en una suma directa 
(2) de ideales simples por ambos ladosy isomorfos a las álgebras matriciales 
completas:

C [G] ®  Mnt (C) 0  Mn% (C) 0  . . .0 Afnr (C).
En particular, el álgebra grupal de un grupo abeltano de orden n sobre 
C es isomorfa a la suma directa de r ejemplares del campo C. |

C O R O LA R IO , ( t e o r e m a  d e  B e r n s a i d ) .  Sea 0  una representación ma-  
tricial irreducible de grado n sobre C, del grupo finito G. Entonces y en
tre las matrices g£G, se tienen n% linealmente independientes, o sea, 
< I * €  G  >c  -  M n (C). |

La conformación del centro Z ( C ÍG1) como una 9ubálgebra con
mutativa en C ÍGJ se determina totalmente con las constantes estruc- 
v* 27-oaw

» 41
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turales, que son los números enteros /ijj de las relaciones
r

2  rtí f̂c- (*)
Teniendo en cuenta la expresión (3) para las zit es fácil comprender, 
que n{¡ es el número de pares (g,h)}g£ g*], ^ g f i  P®ra los cuales gk =
— Su-

Tomemos en Z (C) IGl) otra base
r

e*=-ifr 2xT^*»=T£r 2Ml)s. *<*<»■• <5)
h- 1 f€G

Aquí, al igual que en el § 5 / cap. 8, Xn- • .» Xr so*1 los caracteres de 
las representaciones irreducibles; nlf . . nr, sus grados. El*paso 
contrario se realiza por la'fjfórmula

S  “ i r ' . -
1»1

Para convencerse do esto, es necesario utilizar la relación (4), § 5, 
cap. 8. Esta relación muestra, que

r
2 *«“ 751 2 i 2 nái M“T5T 2 s S Xi Wxi (e) =•
i « í  *€<? i

Luego, empleando la relación generalizada de ortogonalidad del 
ejercicio 1, §4 , cap. 8, hallamos

=  2 X| (B) Xj(t)
feo

De este modo, Jos olomentos centrales calculados por la fórmula 
(5), satisfacen las rolaciones

e =  ei +  ** • • • +  ert (6)
¿f =  ei, e\e¡ — O, i /,

y se llaman, por esta razón (y por tradición), Idempotentes ortogona
les centrales del álgebra gmpal C [GJ. La relación e =» e1 -f- . . . 
. . . +  er os la condición para que este sistema resulte completo.
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HaciendoJ/?i — e¡C [Gl, revelamos inmediatamente, que B t es un 
ideal por "ambos lados en C [G] con elemento unidad eiy y que tiene 
lugar la descomposición en la suma directa

C IG] =  # i© £ a0  • . .0 t f r, (7)
De (5) se deduce inmediatamente, que

X j(««) =  «I J 5 J - 2  *T(F) Xj(*) - ni6u-
£

Por eso, B¡ contiene el ideal mínimo por la izquierda J cz A it que 
responde al carácter Como Ai y Bt son ideales por ambos lados, 
entonces, AtczBt .  Comparando las descomposiciones (2) y (7), con
cluimos, que>l¿ =  B ¡. Y bien, lia quedado demostrada una variante 
más perfecta del teorema 3.

teorema 4. Los elementos eiy r, calculados según la fór
mula (5), generan un sistema completo de idempotentes ortogonales 
centrales del álgebra grupal C [G] del grupo finito G. El componente 
primo e¿C IG1 de la descomposición directa

C [G] a  etC (<?]©*,C IG1© . . 0 *fC IGU
es isomorfo al álgebra matricial completa /Tf„. (C), y contiene todos los 
ideales mínimos por la izquierda, que responden al carácter x< |

Toda la teoría de representaciones de grupos se puede desarrollar 
a partir del teorema de Vedderbarn-Artin (véase el p. 1) y de la teo
ría estructural general de las álgebras grupales (su conclusión final 
para los grupos finitos se formuló en el teorema 3). Hemos ido en sen
tido opuesto, apoyándonos, en esencia, sólo en el lema de Schur.

Por último, demostremos una afirmación útil sobre los grados de 
las representaciones.

teorema 5. El grado n de la representación irreducible (<I>, V) sobre 
C del grupo finito Gy divide el orden | G \ .

demostración. Sea <X> la representación correspondiente al álgebra 
grupa! C tGl. Según el lema de Schur (proposición 3, § 3), el ope
rador lineal O (zj) es permutable con todos los O (g), g£G, y, por 
eso, pertenece a EndcIG1 (V)y y debe ser múltiplo del operador uní-

<v * 1
dad: <I> (zj) =  w¡$. Tenemos

!»«, =  tr  <ú(g =* tr ® (z,) =  2  tr (rf) =  | gf I (<í¡). 
de donde

I Si lX<D <gt)

27*
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Empleando (D en las relaciones (4), obtenemos,
r

Por lo tanto, Z lo>¿l es submódulo del Z - módulo Z Wdí,. . ., airl 
de tipo finito y, de acuerdo con los resultados del punto 3, § 3, coi
es un número algebraico entero. Según los mismos resultados 

Oto. *»)c =  7  2 »  <*> O T )  =
r

“ ■jr S  I e ?  I -x®(í»)x® (*<)=■ S  ®»x®(*i)
i=l

es un número algebraico entero. En consecuencia, I
4. Algebras no asociativas. Sea A un álgebra cualquiera (o sea, 

no necesariamente asociativa) de dimensión arbitraria sobre el campo 
P. A cada tres elementos x , y, z£ A  les ponemos en correspondencia 
la expresión (x, y, z) =  (xy) z — x (yz) denominada asociador de lo9 
mismos. En dependencia de las relaciones idénticas, que vinculan a 
los asociadores o a otras expresionos, se obtienen distintos tipos 
(o, como también se dice, clases primitivas, diversidades) do álgebras. 
Sirven de ejemplos

1) las álgebras asociativas: (x, y , z) =  0;
2) las álgebras elásticas: (x, y, x) =  0;
3) las álgebras alternativas: (x, x, y) =  (y, x, x) =  0;
4) las álgebras de Jordán: (x, y, xa) =  0; xy — yx — 0.
Por este camino axiomático es posible, evidentemente, andar 

ilimitadamente. Es notable, sin embargo, que muchas ciases de 
álgebras no asociativas aparecieron de un modo natural en ramas 
lejanas del álgebra como ciencia. En calidad de ejemplos más ilus
trativos correspondo nombrar las álgebras de Jordán que llegaron 
a las matemáticas de la mecánica cuántica (de la física de Jordán), 
y las álgobras de Lie, utilizadas incialmente en forma exclusiva 
para la descripción (en determinadas condiciones) de la estructura 
local de los grupos lopológicos (Sofus Lie, matemático del siglo 
XIX). Sobre las álgebras de Lie se hicieron menciones breves en las 
páginas del libro, por eso a ellas les destinamos un lugar aparte.

En el álgebra de Lie L sobre el campo P, el producto de los ele
mentos x, y £ L se acostumbra anotarlo Ixyl. Por definición de las 
álgebras de Lie, la oporación bilinea! (x, y)*** Ixyl satisface dos con
diciones:

(i) \xx] =  0 (Ixyl =  — \yx\ es anticonmutatividad):
(ii) [(xyl zl -H (lyzl xl 4- Uzx] y] ~  0 (identidad de Jacobi).
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ejemplo i. Soa A un álgebra asociativa sobre el campo P. En el campo 
vectorial A damos una estructura de álgebra de Lie L (A), haciendo lrt/) =  
=  xy — yx. Es claro» que [xx\ =  0. Luego»

íí^f/l «1 =  (xy — yx) z — 2 {xy — yx) =  xyz — yxz — zxy 4*//*,
¡(ysl x\ = {yz — zy) x ~  z {yz — ttj) = yzx — zyx — xyz 4  xzy,
|(fcr] y] =  (zx — xz) y — y {tx —  jti) =  zxy — xzy — yzr yxx, 

como resultado de una suma sencilla obtenemos la idenlidud do Jacob!.
Sea* en particular, A =  Endp (V) =  £ (V), el álgabra de todos 

los operadores lineales del espacio vectorial finitodimensional V 
sobre P . Cualquier homomorfismo 9 : L-*-L  (£ (V))) se llama repre
sentación del álgebra de Lie L. El espacio de representaciones V 
también se denomina L-rnódulo (o módulo sobre el álgebra de Lie L). 
Formalmente, el ¿-módulo se da mediante tres axiomas:

( L l )  x  ( a z i  4  fin) =  axu 4  Prri?;
(L2) (olx 4  py) v =  axv 4* Pyv\
(L3) [xy] v x (jjv) — y (xv).

EJEMPLO 2 . So l la m a  d i fe ren c ia c ió n  de l  á lg eb ra  a r b i t r a r ia  K  (no n ecesa ria  
m e n te  a s o c ia tiv a )  so b re  e l oam po P , la  d ife ren c iac ió n  2b d e l a n il lo  K  (véase 
l a  d e fin ic ió n  en  e l p . 3 , § i ,  c a p . 6 ) p e rm u ta b le  con  la  o p e rac ió n  de u n a  cons
ta n te  de  p : X  (X-a) =  XJ2 (o), X € P» a  £ K .  E l  e jem p lo  1 y  e l e je rc ic io  8 » 
§ i ,  c a p . 6  m u e s tra n , q ue  la  m u ltip lic a c ió n  S t i Z *  — 2>%&i p ro p o r
c io n a  a l c o n ju n to  D e r (A ), q u e  e s  un  e s p a c io  v e c to r ia l  so b ra  P , e s tru c tu ra  de 
á lg e b ra  do L ie . S i, en  p a r t ic u la r ,  K  — P  [X l es u n  á lg eb ra  do lo s  p o lin o m io s , 
en to n ces , D e r (A ) e s tá  co m p u es to  de la s  d ife re n c ia c io n e s  % u , u  6  K. q u e  op eran

de acu e rd o  con  la  reg la ; X u ( / ) =  u - ^ L - ^ u f .  P o r  d e fin ic ió n ; \ X U% V\ (J) =

= 2 u  <3y> -  2 0 (2u/> =  Z u W ) - ~ 3 9 {uf 
4  v j r ) — v  ( u 7  4  ufm) — (uu ' — u'o) f . P o r  c

) «= u {vt'Y — v (ury = u(i>74
, , co n s ig u ie n te , —5 ^ u o , - u o

y  vemos, q ue  e l á lg e b ra  D er ( K )  es isomoTfa a l á lg e b ra  infimladimonsional de 
L ie  (A , [ )) con e l espacio base K  y  la  m u ltip lic a c ió n  [we) =  u v  — u 'v .  H ac ien 
do  /C(D s» (X *+ l)C , obtenemos l a  descomposición do K  en la  suma directa

K  ■= 0  4  íT(|) 0  K { 2) 0  ■ • •»

q u e  tie n e  la  p ro p ie d a d  d e l á lg eb ra  g r a d u a d a  d e  L ie :  (üT/j)A(f)J z> K { i+ f )  (com 
p a ra r  con  e l e jem p lo  2 d e l  p u n to  11. E á lb e b ra  de Lio ( a , | J) o pera  en el e sp a 
c io  v e c to r ia l  K  d e  dos m an e ra s ; l ) ( a f / )» —»  af' {operació n  na tu ra l) ;  2)  (a , f ) ►
i—*- a f  — a ff  (op e ra c ió n  con endom orfie m os  a d ju n to s ) .  C om o re su lta d o , se o b tie n e n  
d o s (JC, l ])-m ó d u lo s  no  isom orfos.

e j e m p l o  3 . L as  m a tr ic e s  a n tis im é tr ic a s  con  t r a z a  n u la  K i ,  K %¡ /C a , co n s
tru id a s  en  e l e je rc ic io  3 , § 1, c ap . 7, re sp ec to  a l g ru p o  SU (2 ), sa tis fa c e n  la s  
re la c io n es

1 * 1* * ]  =  *3. [ * a * 3l =  * 1  [ K M  =  K it
q u e  r e p i te n  con  e x a c t i tu d  la  reg la  d e l p ro d u c to  v e c to r ia l  de  v ec to res en R* 
( l * , A f |  ■■ K g K ¡  — K t K & que son «conm utadores»  de la s  m a tr ic e s  en  M t  (C ); 
v éase  el e je m p lo  1). P o r  eso, e l esp ac io  re a l t r id im c u s io n a l <Xi, /¡T*. a $) r  
e s tá  d o ta d o  de l a  e s tru c tu ra  d e l á lg eb ra  de  L ie .

De la teoría general de representaciones de grupos compactos se 
deduce, que entre las representaciones irreducibles del grupo SU (2) 
y sus álgebras de Lie su (2) =  (Kly J í2l ¿T3)r se tiene corresponden
cia biunívoca. Esto se puede comprender intuitivamente, tomando en
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cuenta Ja continuidad de la representación del grupo y examinando 
on la envoltura lineal de los operadores O (gt) (donde g{ es un 
elomento dependiente de un modo diferenciare del í g R del grupo
SU (2); gQ — e) ol operador lineal lími<l> (gf)t ya contenido en elt-*o 1
álgebra su (2). A fin de confirmar el listado completo de las repre
sentaciones irreducibles del grupo SU (2), que fueron obtenidas en el 
§ 6, cap. 8, nos es necesario convencernos de que, para cualquier n 
natural se tiene, con exactitud hasta el isomorfismo, exactamente un 
bu (2)-módulo irreducible de dimensión n sobre C. Con este fin, es 
cómodo pasar desde el principio del álgebra real de Lie su (2) a su 
«complejificación», que coincide con el álgebra de Lie 

L  =  si (2) =  su (2) <$r C
de todas las 2 x 2-matrices complejas con traza nula. Los elementos 
básicos

^-i “  —tK\ ~r eü =  — ¿i =  — iK\ —
del álgebra L se multiplican de acuerdo con la regla

[e^ej *= co> =  2^ . (8>
Olvidando por un momento el origen de puede considerarse, que 
L =  e0t Ci)C es un álgebra tridimensional abstracta de Lie 
sobre C con tabla de multiplicación (8). Es fácil comprobar que L  
es un álgebra prima de Lie. Por lo tanto, cualquier módulo irredu
cible suyo de dimensión ;>1, será exacto.

Sea, inicialmente, V 0, un L-módulo arbitrario de dimensión 
finita sobre C, y sean, E_ly £ 0» operadores lineales en F, propia
mente correspondientes a los elementos e_lf e0, elt En la teoría de 
las representaciones de las álgebras de Lie, se ha establecido su pro
pia terminología, que observaremos. El subespacio propio Fx =  
=  {y f  F | E0u =  Xi;} del operador Z¿'0 en F con el valor propio 
X g C está compuesto por vectores, sobro los cuaics es aceptado decir, 
que tienen un peso X. La dimensión dim Fx se llama multiplicidad 
del peso X.

lema i . Si v 6 F \  entonces, Exv £ Fx+8, E ^v  6 Fx"2 {Ex es 
operador «aumentativo», y E_t «diminutivo»).

d e m o s t r a c i ó n . En concordancia con el axioma (L3) tenemos 
Eq (E\v) — f£'J£'1] v Ey (E^v) =  2£r1i> -f- Ex (Xu) *= (X 2) E^vy 
así que, por definición, Eyv 6 Fx*a. Análogamente, E0 (E^v) = 
= (X -2) R_xv.

Del curso del álgebra lineal se sabe, que los vectores que respon
den a distintos valores propios, son linealmente independientes.
Por eso, la suma PV =  2  Fx cz F es directa. Del lema 1, también se 

deduce, que W =  Fx es L-submódulo en F. Como W  0, enton-
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oes» en caso de un L-módulo irreducible Vt debe cumplirse la 
igualdad W  =  V.

Llamemos al vector v0 £ V vector mayor de peso X, si u0 #  0 y 
EiPa *=* 0, fi0i>0 — fo>o-

l e m a  2 . Cualquier L-módulo V finitodimensional, f i e n *  i> e ¿ í o r  

mayor.
d e m o s t r a c i ó n . Tomemos un vector z; arbitrario (=?*= 0) de peso jx 

y compongamos la sucesión de vectores o, Exv% E\v, . . . »  con pesos p, 
fi -}- 2, [i +  4, . . . (véase el lema 1). Como dim V C o o ,  entonces» 
£m+\v — q para algún m. Tomando m el mínimo, podemos hacer 
v0 =  £?vf X =  p +  2m.

fin calidad de ejemplo examinemos el espacio vectorial Vn de 
dimensión n +  1 sobre C con base fijada oLl . . t/n. Los opera* 
dores fi_l7 fi0, Ely los determinamos mediante las fórmulas

E-iVm =  (m +  1) vm+u
Vm *= (n — 2/tí) umy (9)

E\Vm =  (n — m +  1) vm-i»
haciendo v^x =  0 =  un+1. La comprobación directa muestra, que se 
han cumplido las relaciones

(E -iV m) —  E ^ L(E ^vm) =  ^ m i  

^0 (f^-i^m) — ^-1 (fio^m) ”  " 2fi_il>m,
(^l*>m) —  ^ 1  (fioVm) — 2E\Vmt 

que están en correspondencia con la tabla de multiplicación (8) y 
con los axiomas del L-módulo. Como ELv0 =  (n -} 1) i>-i — 0, 
fi0t>0 =  rwo, entonces, v0 es el vector de peso ny y todo el espacio Vn 
se escribe en forma de la suma directa

Vn =  F» © V»'a 0  . . . 0  V~n (10)
de espacios unidimensionales de «pesos» Vn~2m — {vm) (cada peso 
tiene la multiplicidad 1). Suponiendo la existencia del submódulo 
U 0 en Fn, tomamos cualquier vector propio u £ U dol operador 

De acuerdo con la descomposición (10), u =  Xvm para algún m. 
El empleo sucesivo del operador «aumentativo» Ex (véase la fór
mula (9)) nos da las inclusiones z>m-i 6 Uj . . z>0 £ V, y mediante
el operador «disminutivo» E„x obtenemos del vector mayor v0 los 
restantes vectores. Por lo tanto, U ■=■ Vn y Vn es un L-módulo irre
ducible.

Observemos, que F 0 es un módulo trivial (unidimensional), y Vx 
es el módulo correspondiente a la definición natural del ¿álgebra L: 
en la base {u0> u j  los operadores fi_l7 fi0> Eít tienen como sus matrices

0 0 111 0 1 0 1
1 0 1o | » 0 0
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El teorema siguiente resuelve el problema que d o s  ocupa. 
t e o r e m a  i;. Todo L-módulo V irreducible de dimensión «4- 1 sobre 

C es isomorfo a Vn.
d e m o s t r a c i ó n . Según el loma 2, nuestro módulo V posee cierto

vector mayor de peso X. Hagamos i>_t =  0 y vm =  =

(. . .(E-tv) . . .) para 0. Se afirma, que para cual
quier m ^ O  son legítimas las fórmulas

=  ( w + l )  vm+l1
=  (^ — 2m) vmt (10)

Evvm (X — m +  1) vm̂

Efectivamente, cuando m =  0, las fórmulas (10') se reducen a la 
determinación dol vector mayor v0 y del vector vu a continuación, 
operamos por inducción respecto a m: a) por la fórmula E ^vm =  
=  (i» 4 - 1) vm+1 se determina el vector i>m+i; b) la formula E0vm =  
=  (X — 2m) vm se deduce del lerna 1; c) si ya se sabe, que ExV^i =  
— (X — m 4-2) um„t , entonces después de simplificar por m ambas 
partes de la igualdad

vm — vm-i 4" ^-1 =■
“  ^o^m-1 4* — m 2) î m-2 “

=» {[?. — 2m -f- 2) 4- (X — m 4- 2) (ni — 1)} =
=  m (X — m 4- 1)

so obtiene la última de Jas fórmulas (10').
Si los vectores n„» i'lt . . vr, para algún r son diferentes de cero, 

entonces, teniendo distintos pesos, ellos deben ser linealmente inde
pendíenles. Por otro lado, on virtud de la irreducibilidad de F, el 
submódulo, engendrado por el vector u0, coincide con F, y, como 
dim V = ri 4  1, entonces, F — <u0, ou . . i>rt> y ylt+1 *= vR+2 =■ 
■ = . . . =  0. En particular,

0 =s =  (Ai n) vn — 0 ^  X =  n

(prestemos atención a la curiosa implicación dim V <  oo =>• X £ Z,
X > 0) .

Sustituyendo ol valor A =  n en las fórmulas (10'), de hecho lle
gamos, tomando en cuenta las designaciones elegidas, a las fórmulas 
(9), mediante las que se determina el L-módulo F„. En con
secuencia. F ^  Fn.
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EJERCICIOS
1* ¿Cuántas resoluciones en el álgebra de los cualernionos H tiene la ecua

ción * * 4 - 1 — 0?
2. Algebra de euaterniones generalizados sobre Q. Mostrar, quo con la tablH 

de multiplicación

§ 4]

11 1 *1 *2 U

1 1 *1 *2 «2

«1 *1 n el n e %

*1 «2 - « i m —  m * x

e 9 *9 —ne% me i — n m

con r ,  m 6 2 , nm 0, en el espacio vectorial tetradimonsional H («» ro) =  
=  (1, ifj, ; t, o9)q sobre se introduce la estructura del álgebra asociativa
con unidad. Utilizar para este íin la representación 

Axwm

* ,+ * ! / ñ  xt Y  nm II
i j  *, V'tor x0— V̂ ñ

El determinante det Ax »■ *J — *{* — xfm 4- x |r /r  — N  (z) se llama norma 
del elemento *. Comprobar, que cuando se cumple la condición * € H (n, m), 
* el espacio M (n, m) es un álgebra con división (á/gabra
generalizada de los euaterniones). Utilizando los conceptos y resultados del 
ejercicio 7, § 2, mostrar, que para p m  ± 3  (mod 8) primo, el álgebra II (2, p) 
será álgebra con división.

3. Examinar F2& como espacio vectorial V de dimensión n sobre Fs. Junto 
con la operación de suma, heredada de Ir 2®, introducir en V la operación de 
multiplicación (*, y) ►-*> x o y — Y XV- Aquí, *i—+ Y eutomorfiamo en F2°f 
Inverso de * *—► **, asi que Y xJtrU — Y *  +  Yt¡- Mostrar que (V, 4-, o) 
es un álgebra conmutativa (no asociativa) sobre F*, poseedora de las propieda
des: a) on V no hay divisores de cero ni unidad; b) la ecuación a o x b con a ^  
i f  Ose resuelve unívocamente; c) ol grupo de los automoríismos Aut (1/) opera 
en K \{0} transítivamento.

4. En cualquier álgebra so cumple la identidad
* (x, y. *) +  (*. y) * ca> (*x, v, *) — (*. *y. *) +  (*t xt yz).

Convencerse de esto mediante la comprobación y mostrar, que si el algebra A 
con unidad 1 sobre el campo P para todos los asociadores tione lugar la inclusión 
(*, y, z) C 1M , entonces, A es uu álgebra asociativa.

28-0392



Complemento

FORMA NORMAL DE JORDAN DE MATRICES

Esla «isla» del álgebra lineal se trata brevemente aquí, sólo para 
subrayar su parecido con el § 5, cap. 7, donde se da la clasificación 
de los grupos abolíanos finitos. No consideramos necesario insistir, 
en el § 3, cap. 9, en el papel asociativo que desempeñan en esta 
cuestión los módulos sobre anillos de ideales principales, por cuanto 
para distintas categorías de lectores, posiblemente, será más cómodo 
tener demostraciones directas de los hechos correspondientes sobre 
los grupos y acerca de los operadores lineales.

1. Tratando (le interpretar la operación del operador lineal dado 
A: V V, es natural proponerse como meta el hallar la base en F, 
que concuerde del mejor modo con^í?. Con otras palabras, en la clase 
de matrices semejantes C~YAC, que responden al operador A ,  se 
requiere hallar la matriz que tenga la forma más sencilla posible. 
Por razones comprensibles, esta tarca está esencialmente ligada con 
el campo básico P, sobre el cual está definido el espacio vectorial F. 
En adelante, consideraremos que P — C es el campo de los números 
complejos o cualquier campo algebraicamente cerrado.

Sea n =  dim F y X,, . . las raíces características del poli
nomio

71

f j t  <0 =  (*> -= del. (IE -  A) -  ¿" +  a , l - ‘ +  . . . + » „ =  0( ( í - U

Q\ =  —tr A *= —(Xt +  • • • +  r̂*)i 
On -  (— 1)" det A =  (-1)»  Aa . . . A*.

Los números complejos XA son también valores propios del operador 
lineal A '  los subospacios

V*i =  {u g V | A v  »  A,*}
diferentes de cero y sus vectores no nulos se llaman vectores propios 
del operador A . El conjunto Spec (A )  de todos los distintos valores 
propios (raíces características) de dos en dos del operador A  so 
llama espectro del operador A . Análogamente so d ico sobre el espectro 
Spec (>1) de la matriz A.

Señalemos los hechos siguientes:
(i) Los vectores propios, pertenecientes a distintos valores propios, 

son llnealmente independientes. La suma 2  F* es directa, (lia-
Spec (/t)

blando en general, 2 ^ *  no coincide con F).
(ii) La matriz del operador lineal A  siempre puede ser reducida 

(en el sentido de semejanza) a la forma triangular.
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La forma más fácil de convencerse de esto es razonando por in
ducción. Es necesario tomar un subespacio {ex) (j$et == X^), «^-in
variable unidimensional, pasar al espacio cociente V =  Vi (ex) =  
=  [v ==_ v+_  tei) J_p 6 V) de dimonsión n — 1 y operador co
ciente A ’ A  v — Av,  elegir en V la base e2, . . e„, que lleva a A
la forma triangular, y regresar al espacio V:

X, *

(iii) (Teorema de Hamilton—Cayley). El operador lineal A  y 
su matriz correspondiente A (en cualquier basé) se anulan con su polir 
jiomio característico.

Gomo esta afirmación no depende de la elección de la base, enton
ces, resulta cómodo usar la propiedad (ii). Examinemos la cadena de 
subespacios A-invariantes V = V0 id Va r>. . . zd Vn. x id 0, don
de Vfi =  (¿i* ¿i» • • •» Como (A  ^n-k$) 6 ̂ fc+1*
entonces, ( A — K~k$) V*c:Vfe+1 y, por lo tanto,

Wl
= ( A - K £ )  . . .  (A  -  K%) ^ c ( i - %S) - • • ( A -  K-i$)  Vi cr

K-Z%) v 2 <= . . .  c  (A -  X̂ ) Vn. t -  0.
Pero / ^ ( ^ ) F  =  0 ^ / ^ U ) - 0 .  |
(iv) El polinomio mínimo (t) — k A (t) del operador (polinomio 

unitario de grado mínimo m ^  n, anulador de A  y A) es divisor de 1 
polinomio característico (/), divisible por lodos los multiplicadores 
lineales t — X, X £ Spec (A)*

La división con resto (t) — q (t)*h^ (t) -j- r  (f), deg r (t <Z 
<  deg hjt (t), y las propiedades (A ) = 0 -= (A) muestran, que
r (A) =  0. de donde r (t) — 0. Si, luego, X es el valor propio del 
operador A , entonces, A v  =  Xi; 0 =  (A) v =  k¿i (K)v =>■
=*■ ^  (X) =  0 oí- (í — X) I h j  (t).

EJEMPLO. El operador lineal : V «-*■ V ee llama nilpoten1t\ si =  0;
m es el índice de nllpoteneiay si Sea 0. Entonces, los vectores
t\ AVt • • •« son HncaZmenfe independientes. En efecto, toda dependencia
lineal no trivial tiene la forma

A kv -f o 4  • • ♦ +  °hn-i-kj(m~lv “= °» 0 <  * <  /» — 1.
La aplicación del operador a ambos miembros de esta igualdad nos
llevaría a la relación ¿ fmw*v =  0, lo que contradice la olección do v.

Y bien, el índice de nilpotencia m del operador no supera n =  dim V. 
Sean, m =» n y 0. Introduzcamos las designaciones siguientes para
28*
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los vectores básicos: — «, =  ¿í*-**, . . «n =  e. Enton
ces, ¿é*x * 0 , ■» *a-h Af> 1, y la matriz del operador j t  ®n la base (elf . . ,
• . 0n ) será la célula de Jordán

0 i 0 .... 0 0
0 0 1 . .. 0 0
0 0 0 .. Ü 0

0 Ó 0 ., o i
0 0 0 . .. 0 0

Si» por ejemplo, y  =  <1, X, X1, * . ., X*-1)^  e9 el espacio de los poli

n o m io s^  grado < n  sobro C, y e* el operador de diferenciación» enton

ces, la~matrizTde^este operador en la base {*/}, e{=-^-X < será, precisamente, 
la célula / n,0l

Más generalmente, llamemos célula (superior) de Jordán de di
mensión m X m (o de orden m), correspondiente al valor propio de 
X, a la matriz

|X 1 0 . . .  0 0 
0 X 1 . . .  o o 

, * 0 0 X . . .  o o

0 0 0 . . .  X 1 
0 0 0 . . .  0 X

Observemos, que J mx  — XE =  / Wr0 es la matriz nilpotente:
J  m7i =7̂  0, Jrín. 0 =* 0.

JÉn particular, (t — X)m es el polinomio mínimo de la célula de 
Jordán / m.Xy X, su único valor propio: Spec ( / m,0 533 {X}.

Si u (t) es un polinomio arbitrario, entonces

“ (J m ,  >.) =

u<*> u' (A.)/ll u" (X)/2I
0 u(X) i*' (X)/ll

0 o o

. .  u<m"°(X)/(?» —1)1 

. .  tt(~-*)(X)/(i»-2)I

u-(X)

así que es mucho más fácil operar con / m.x, que con matrices arbi
trarias.

teorema fundamental. Cada matriz cuadrada A de orden n sobre 
el campo algebraico cerrado P (en particular, sobre C) es semejante a 
la suma directa de las células de Jordán. Precisamente, existe una matriz
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no degenerada C, para la cual

C~XAC =  Jmt. x, ■+- • • • 4- J m «, Xs

X,

^mf, X, 
0

o

d « I ,  X«

(forma normal de Jordán J (A) de la matriz A). Con exactitud hasta la 
permutación de las células, la forma normal de Jordán de la matriz 
es única.

Como los polinomios mínimos de las matrices semejantes coin
ciden, entonces, del teorema fundamental y de las observaciones, 
hechas con respecto a la célula de Jordán / m,x. se deduce, que

hA (t) =  ( * -  K ) m ' -
donde {X,,, . . .,X(j)í =  Spec (-4) y mifc es el orden máximo de la cé
lula de Jordán, que responde al valor proprio de Xjk,

El claro, que la condición necesaria y suficiente de diagonaliza* 
ción de la matriz A (o sea, la semejanza de su matriz diag (kl% . . • 
. . X*) es la ausencia en J  (A) de células de orden mayor de 1. Por,
eso, se obtiene el siguiente criterio útil.

corolario. La matriz cuadrada A sobre C se diagonaliza sí, y sólo 
si, su polinomio mínimo kA (t) no tiene raíces múltiples.

Este criterio es efectivo, por cuanto para el cálculo de hA (t) 
no es necesario reducir la matriz A a la forma normal de Jordán.

La demostración del teorema fundamental se divide en tres partes, 
correspondientes a los puntos 2, 3, 4.

2. El conjunto de vectores
-  U f v  =  0 para algún A)

se llama subespacio radical, correspondiente al valor propio de X £ 
€ Spec (A)-

De que V (X) es un subespacio, nos convence una comprobación 
fácil. Si, porejemplo, u 6 V (X), v € V (X), siendo además, (A — X%)gu =  
=  0, (A — Xg)1!; — 0 y m — máx {s, *}, entonces,

(A -  Xg)TO (ctu +  W « « U  -  *8 +  P U  -  W n v -  0#
de donde au H- pi>£V(X) para cualesquiera a , P£C.  Como en
V (X) está contenido el vector propio, correspondiente a X, entonces,
V (X) 0. Luego, Vxcz V (X), peio, la igualdad puede no existir,
como lo demuestra el ejemplo del operador nilpotente A  de índice de 
nilpotencia n. En este caso, X =  0 es el único valor propio, 
dimV° =  1, pero V (0) -  V.

Como dim V (X)<! n y la limitación Jt — Xg en V (X) es un ope
rador nilpotente, entonces,

V (X) =  {u ev  | U  “  m nv =  0}.
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t e o r e m a  i Sea Jl.\ Y V, un operador lineal con polinomio carac
terístico

/¿f (0 = JJt (^í Para *9 /̂)*
.Entonces, F — K (i, © . . . © F (Xp) es la suma directa de los subes
pacios radicales V (Xf), cada uno de los cuales es invariante respecto a 
Jb  y  tiene la dimensión dim V (>,*) =  n¿. El operador Jb — Xfg, 
nilpotente en V (X/)t opera de un modo no degenerado en el subespacio

Vi = v  (*»)© . . .  ©f  (X1. 1)®f (x,+1)e . . .  ©f (xp).
Finalmente, á¿ es el único valor propio del operador Jb | F (X¿).

dem ostración. Ninguno de los factores primos ¿ — kh puede ser, 
a un mismo tiempo, divisor de todos los polinomios

M 0 =  n  i =  l .  2......... P,3+i
y, por eso, el m.c.d. (A (í), . . /P (t)) = 1. Existen, por lo tanto, 
polinomios g, (¿), . gp (¿) € C[tl, para los cuales

Í / i W í , W “  1. (1)i-1
Los subespacios

= 1i U )  «i U )  F =  (A U )  g, U )  v 1 «?€ F) 1 <  P.
son invariantes respecto a ¿b:

JbW, -  /, (^ ) gí JbV cz u  U )  g¿ M ) F -  1F,.
Ademásu

U  -  K t ) n* 1F| -  M > *i W ) F -  0 
{por cuanto véase (iii)), así que

W. cVÍX, ) .  (2)
La reelaciÓD (1), reescrita en la forma

* - £ / i U ) f i  U)>i= l
nos da la descomposición

F « S  W',1=1
y además (en virtud de la inclusión (2)):

V = j \ V ( \ t).
1=1
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Supongamos, que donde, al igual quo en la for
mulación del teorema =  X P (X;)« Entonces, (A  — Xíg)np^O ,

;*=t
y, como v =  Vj y (A  — XJg)nt;/=0 , entonces, l̂ [j — ^ g )n) i?—0.
Pero, del hecho de que son primos entre sí los polinomios 

c( t)=  n  ( t - h ) \  se deduce la existencia de a(t), b(t),
para los cuales,

+  * («>*(*>-!•
Obtenemos

n = .a U ) ( i - X , ) " i l +  6 M ) ( n ( Jí - M ) " | i '  =  0.J«*¿
o sea, los espacios V (Xj) y Vf no se intersecan. En consecuencia, tene
mos la descomposición

V =  KC/vO © . . .©V'(X,>) (H)

en una suma directa de subespacios ^-invariantes.
De la inclusión (2) y de la descomposición (3) se deduce inme

diatamente, que Wi =  V (X¿). De este modo, para V (X*) se ha obte
nido la expresión efectiva

v  (Xt) =  /, (A) gi U )  v %

donde f¡ (f)» (0* son polinomios de la identidad (1). En parti
cular,

U  -  h)"'V  (X,) -  0.

Algún divisor del polinomio (í — Xj)n* será polinomio mínimo para 
A en V (X¿). De esto se deduce, en primer lugar, que X¿ es el único 
valor propio del operador A  Iva,)- Luego, en la base que es la 
unión de las basos de los espacios V (Xj), el operador A  tiene la matriz

|Mi 0

II0
donde A¡ es una matriz de orden n\ =  dim V' (kt) con el valor propio 
único X¿ y el polinomio característico fA¡ (/) - (t — X¿) /ij,

<  n,. Como f A (í) =  f| f A. (t), entonces, n == «¡ +  iú y
, i-i  1

nj =  n|.
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Nos queda por demostrar que la limitación (A  — X¡g) |V{ es no 
degenerada. Pero esto es comprensible: en caso contrario, (Ker (A  —
— á-iÍ)} f) yt ¥* 0 y A v  — \ fv «  0 para algún 0 7^ v £ F¿. Sin em
bargo, en Vt el polinomio característico para A  resulta ser f¡ (t) =
— ll (l — kj)nj' y no puede ser valor propio.

J«i*í
3. La cuestión sobre la elección de la matriz más sencilla, demos

trada en el teorema 1, para el operador lineal A '  V — V, se llevó al 
caso cuando A  tiene un valor propio único X y (A — X£)m =  0, 
m ^  dim V. Haciendo 99 =  A — X$t obtenemos el operador nil- 
potente de índico de uilpotencia m con matriz nilpotente B.

teorem a 2. La forma normal de Jordán J  (B ) de la matriz nilpo
tente Bt existe (el campo básico P, es arbitrario).

demostración. Nos es necesario demostrar, que el espacio vecto
rial F, en el cual opera el operador nilpotente 39 con la matriz B , 
se descompone en la suma directa de los llamados subespacios cíclicos 
P [99] Vi =  {vlt99vi, . . con & m'Vi =  0. Deseamos efec
tuar la inducción respecto a la dimensión del espacio. Suponga
mos, que la afirmación del teorema ha sido demostrada para todos 
los pares (V \ #')» donde dim Vf <  dim V y 98' es un operador nil
potente en F \

Sean, 99m =  0, ^  0. Introduzcamos el subespacio cíclico
U — (u, 98u¡ . . ., 99m~lu) y el espacio cociente_F =  VIU, en el^pie 
obligamos a actuar al operador cociente 99: 99v ~ 99v. A.quí v =  
=  v -f* U es una clase adjunta con representante v. Como 9Smv =  
=  0' entonces, 99 es un operador nilpotente de índice de
nilpotencia Con otras palabras, 99m' iV <Jr U, 99mV S  £/.

Como dim V <  dim F, entonces, por presupuesto de la induc
ción,

. . .

Para F obtenemos la descomposición

v = £/i ® ... e  e  u , (4)
donde

U t = -(u„ Sfu ........... £ miut £U ,  I»,

Los snbespacios U¡ no son ¿^-invariantes, por cuanto, hablando 
en general, 99m* ut ^  0.

Para mayor comodidad, para i fijando hagamos w =  l =  mit
W =  (Ji =  <u>, á?u:\ . . . ,  Bl~lw). Por condición,
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. . .  +  a m_i,#TO”,ut a*gá=0
(si todos los aj «= 0, no tenemos nada que hacer). Aplicando el ope
rador áS”*-1"* a la última relación, obtenemos w =
**• oLh&n^u 0. Como &m =  0, entonces* eslo es posible sólo 
cuando k ^ .m  — 1. Haciendo

v =» w — a k&k~lu —a k+l ■1 u — . . .  — a TO_

descubrimos, que 3&l~iu>+ u' ^»0* pero

áP'D =  $ xw—a k#*u a m- i# w"lM =  0*

El espacio cíclico <v, áPi>, . . .* á^-tycon =  0 engendra* jun- 
to con Uy el subespacio Ut@U. (1|l

Estos razonamientos son legítimos para cualquier i, 1 <  i<¿? — 1*. 
por eso, en la descomposición (4), podemos sustituir cada subespacio 
Vi por Vi =  (Vi* #i?f> . . . »  á?nV li;l-)l =  0. Haciendo también 
vt =  Uy m9 =  m, =  í/, obtendremos la descomposición

V ~  F, e  . ♦ . 9  V ;

que posee todas las propiedades necesarias.
4. Pasando a la demostración de la unicidad, indiquemos al 

mismo tiempo la regla práctica para la reducción de la matriz arbi
traria A de orden n a la forma normal de Jordán.

Para esto es necesario saber hallar el número N {m% X) de células 
de Jordán / mtk de orden mt que responden al valor propio X de la 
matriz A. Comparemos* de un modo habitual, a la matriz A , el ope
rador j iy  que actúa en el espacio vectorial n-dimensiunal V, y des
compongamos V en la suma directa

F -  F(X>® r f <5>
donde

V(X)= © (v„ . . . .  V ' -  s  V(X').js l A'qfrX

Calcularemos el rango r% =  rank (A — XE)f de la matriz (.4 — XE)%+ 
o, lo que es igual, la dimensión del espacio {A — Xfcl'V. Esta di
mensión, por supuesto, no depende de la elección de Ja base en V. 
Cada uno de los espacios en la descomposición (5) es invariante con
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respecto a (A  — Xg)*, por eso

dim (A  - Xg)' V «= 2  dim ( A  — Mí)* C [Al +  dim (A - Xg)‘ V'.

ConsideramosT para mayor precisión, m2<  . . , ^  nt*. Sí
77i;^ ¿, entonces, (A  — >.8)* C [A\ vj =® 0* Para mj >  f, tenemos

-  W)1 C [A ] v¡ = {(A ~  U Y  vh ( A —**)'*1 vf, . . .
. . . U - X 8)m' - S ) ,

así que dim (A  — 340*0 [A\ v¡ — mí — t. En V9 el operador A  — 
— Xg no esta degenerado (teorema 1), por eso, dim^(^ — Xgp V' =  
=■ dim V . Obtenemos

T|=» S  — á im V \
W y - > l

•de donde,

2  (my—t)— 2  (»»/ — * —1)=*my>/

-  2  ( « / -* )  — 2  (»»# —0 +  S  1=*my>< my>t+l myX+l
= 2  1+ 2  i =  A' (í +1. A.) +  ¿V (í +  2, X)+ . . .

my=t+l my>t*f l

Pot lo tauto, rm_, — rm — (rm — rm+J) =  [N (m, X) 4- 
+  N (m +  1, X) -i- . . .} — {¿V (m. 4- 1, X) +  N (m +  2, X) 4- . . .  
. . .} =  iV (m, X), y obtenemos la fórmula definitiva

A (m, X) — rm-i 2rm 4" r»n+i* (^)
//i.^ l f r | *= rank (A — X#)*, r0 =» u.

Observemos, que r e es una variante de la matriz A (o sea, un núme
ro, definido por la clase de semejanza de la matriz >1). Esto significa 
que la fórmula (ü) también establece la unicidad de la forma de Jar
dan J (A).

Hasta ahora. sobre la matriz C, que cumple la semejanza

/  (A) =  C-'AC,

no se ha dicho nada. Pero como ahora A y J  (A) son matrices que 
■conocemos, entonces, C — (cu) puede ser hallada del sistema horaogé-
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ueo de ecuaciones lineales

CJ (A) -  AC = 0

de orden n \  Sea ClT . . C'r, su sistema fundamental de soluciones. 
Hablando en genera), no todas las Ct son matrices no degeneradas, 
pero, como la forma normal de Jordán /  (4) existe, entonces, det 
( t ^ i  +  . . . -h t tCr) =£ 0 con coeficientes indeterminados tx< . . /ri 
y se pueden elegir al% . . a r £ C, para los cuales det (o^Cx ■+■ . . . 
. . . +  arCr) 0. Entonces, C — aic i +  a rCr es la matriz
buscada. Por supuesto, C está lejos de ser unívocamente determinada, 
incluso con la normación det C =  1.
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